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AVERTISSEMENT. 


Comme  pour  le  premier  Volume,  nous  suivons  à  peu  près  dans 
le  Tome  II  l'ordre  chronologique.  Les  Mémoires  ici  reproduits 
vont  de  1838  à  1872;  nous  y  avons  joint  des  Notes  publiées  par 
Hermite  dans  différents  Ouvrages,  quelques  pages  de  son  Cours 
d^ Analyse  de  TEcole  Polytechnique,  et  une  Lettre  à  M.  Tannery 
se  rapportant  aux  fonctions  modulaires. 

Il  m'est  agréable  d'offrir  à  M.  Henry  Bourget  mes  vifs  remer- 
cîments  pour  le  concours  très  précieux  qu'il  m'a  apporté  dans  la 
revision  du  texte  et  dans  la  correction  des  épreuves.  Tous  les 
calculs  ont  été  refaits  ou  au  moins  indirectement  contrôlés  par  lui. 
Il  y  a  eu  là,  pour  certains  Mémoires,  en  particulier  pour  les  études 
relatives  à  l'équation  modulaire  et  à  l'équation  du  cinquième  degré, 
un  travail  d'autant  plus  considérable  que  la  rédaction  d'Hermite, 
dans  les  questions  algébriques,  est  extrêmement  concise  et  laisse 
-souvent  de  côté  des  intermédiaires.  A  la  suite  de  cette  revision,  il 
nous  a  paru  utile  de  faire  dans  le  texte  certaines  modifications  d'un 
caractère  surtout  numérique;  les  plus  importantes  d'entre  elles 
sont  signalées  dans  des  notes. 

J'adresse  aussi  tous  mes  remercîments  à  M.  Gauthier- Villars 
pour  les  soins  qu'il  donne  à  cette  édition.  Nous  sommes  heureux 
d'avoir  pu  placer  au  début  de  ce  Volume  un  portrait  d'Hermite, 
qui  le  représente  aux  environs  de  sa  cinquantième  année. 

Emile  PICARD. 
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TOME   II. 


SUR 


LÀ  THÉORIE  DES  FORMES  CUBIQUES 

A  THOIS  INDÉTERMINÉES. 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
1^  série,  t.  III,  i858,  p.  87. 


L'étude  des  fonctions  homogènes  du  troisième  degré  et  à  trois 
indéterminées  conduit  à  considérer  avec  une  forme  donnée  de  cette 
espèce  deux  systèmes  différents  de  fonctions  qui  s'en  déduisent,  et 
dont  je  rappellerai  en  premier  lieu  les  expressions.  Soit  pour  cela  U 
la  transformée   canonicjue  de    la    forme   proposée,    de    sorte    cjue 

l'on  ait 

U  r=  ,r  3  -f-  jK^  -H  -s-*^  -H  6  /  xyz  ; 

le  premier  de  ces  systèmes  sera  celui  des  invariants  et  du  co variant 
cubique,  savoir  : 

T  =  I  -  20/3—  8/6, 

HU  =  /2(^3_|_^3_(_53)__(,  ^'2^li)xyz. 
H.  —  II.  I 
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Le  second  système  sera  formé  des  deux  contrevariants  ou  formes 
cubiques  adjointes,  savoir  : 

PU  =—  l{x^^y^-A-  z--^)-\-{—  I  M-  ^l^)xyz, 

J'omets  à  dessein  les  co variants  et  formes  adjointes  d'un  degré 
supérieur  au  troisième,  n'ayant  pas  à  m'en  occuper  ici,  et  j'observe 
seulement  que  les  combinaisons  bnéaires 

aU  -f-G^HU, 
6aPU-+-     PQU, 

où  a  et  [3  sont  des  constantes  indéterminées,  représentent  encore, 
la  première  un  covariant  et  la  seconde  une  forme  adjointe  de  U. 
On  en  peut  conclure  que  les  invariants  du  quatrième  et  du  sixième 
ordre  de  ces  deux  fonctions,  que  nous  désignerons  avec  M.  Cajlej 
de  cette  manière  : 

S(    aU     +(5(3IIU), 

S(6aPU+     PQU), 

T(    aU     -f-6j3HU), 

-T(6aPy-i-     PQU), 

doivent  reproduire  des  combinaisons  rationnelles  des  invariants 
primitifs  S  et  T.  C'est  effectivement  ce  que  ce  savant  géomètre 
a  mis  en  évidence  en  donnant  dans  les  Tables  qui  terminent  son 
troisième  Mémoire  sur  les  qaaiitlcs  les  expressions  complètement 
développées  de  ces  quatre  quantités.  En  cliercbant  à  approfondir  la 
nature  de  ces  expressions,  j'ai  été  conduit  à  un  résultat  intéressant, 
non  seulement  parce  qu'il  en  montre  le  véritable  caractère,  mais 
parce  qu'il  donne  un  nouvel  exemple  de  cette  étroite  connexion 
entre  les  formes  cubiques  à  trois  indéterminées  et  les  formes  biqua- 
dratiques  binaires,  que  M.  Hesse  et  M.  Aronhold  ont  les  premiers 
signalée  dans  leurs  belles  recherches.  Mais  je  dois  rappeler  d'abord 
qu'en  représentant  une  forme  binaire  du  quatrième  degré  par 

f  —  ax'-"  -r-  4  bx^y  4-  Çbcx"*- y-  -^  \  dxy^  -i-  ^ y'* ^ 
on  a,  pour  les   covariants    des    degrés   quatrième   et  sixième,   ces 
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expressions 

g  =  (ac  —  b^)x'^  4-  \i{ad  —  bc)x^y  -\-  {ae  -\~  ibd  —  Sc^)^;^^'^ 

+  ^i{he  —  ccl)xy'^ ^  {ec  —  dP-) y^ , 
h=       {cû-d — 'àabc '\-  xb^  )x^ 

cû- e  -h  '2 abd  —  9 ac'^ -{-  6b^c) x^y 
^dabe  —  i5ac<:/-h  lo  b'^d)x''y^ 

—  load^-^  iob^e)x^y^ 

—  5  ade  -i-  1 5  bce  —  i o  bd^  )x^y^ 
ae^  —  1  bde  +  9  c-  e  —  6  cd^  )  xy^ 
be'^-h  3  cde  —  'x  d^  )  y^. 

Gela  posé,  je  considère  la  forme  biquadratique  suivante  en  a  et  [3, 

savoir  : 

/  =  a'-  —  24  S  a2  ^2  _  8  T  a(33  —  4.8  S^  (5^ 

et  si  l'on  en  déduit,  d'après  les  formides  qui  viennent  d'être  rappor  • 
tées,  les  deux  covariants  g  et  A,  on  aura  ces  formules  remarquables, 
savoir  : 

S(aU-h6[3HU)  =  - ^^, 

T(aU  +  6pHU).---  -h, 
64  S-U/a U  H-  6  [3  H U  )  ~  T2  ( a  U  -+-  6  j3  HU  )  =  (  64  S3  -  T2)/3. 

Soit  en  second  lieu 

/=  48Sa*+8Ta^^p~96S2a2[32_.j,4TSaj33— (T^-4-]6S3)pS 

on  obtiendra  d'une  manière  toute  semblable 

S(6ccPU-i- j3QU)==- 
T(6aPU+pQU)=:— -/i, 
64S3(6aPU-i-îiQU)  — T2(6aPUH-SQU)  =  (64S3-T2)2/3. 

Ces  deux  formes  /du  quatrième  degré  que  nous  avons  employées 
successivement  ont  d'ailleurs  entre  elles  cette  liaison  singulière 
que,  si  l'on  désigne  par  /f ,  Z:^,  //,  k'^^  les  racines  de  l'équation 

x^—  24S^2_  8X^  —  4852=  o, 
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les  racines  de  l'autre  forme,  c'est-à-dire  de  l'équation 

48 S ;r^ ■+  8 T ^3 _  g6 s^ j^^  —  '^.4 TS ^'  —  ( T2  +  r 6 S -^ )  =  o, 

seront 

I  ,       S       I  , ,      S       I  , ,,       S       I  ,  ,„       s 

Je  reviendrai  sur  ce  point  dans  un  prochain  travail,  où  je  me  pro- 
pose d'établir  entre  autres  choses  cetcC  proposition  qu'il  existe 
toujours  une  substitution  Linéaire  réelle  pour  réduire  toute 
forme  cubique  donnée  à  coefficients  réels  à  l'expression  canonique 

La  même  chose  n'a  pas  lieu,  comme  on  sait,  ni  pour  les  formes 
biquadratiques^  ni  pour  les  formes  cubiques  à  deux  indéterminées. 
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SUR  LA  RESOLUTION 


L'ÉQUATION  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  Sciences,  t.  XLVI,  i858  (I),  p.  5o8. 


On  sait  que  réquation  générale  du  cinquième  degré  peut  être 

ramenée,  par  une  sulDstitution  dont  les  coefficients  se  déterminent 

sans  employer  d'autres  irrationnalités  que  des  radicaux  carrés  et 

cubiques,  à  la  forme 

x^  —  X  —  a  =  o. 

Ce  résidtat  remarquable,  dû  au  géomètre  anglais  M.  Jerrard,  est 
le  pas  le  plus  important  qui  ait  été  fait  dans  la  théorie  algébrique 
des  équations  du  cinquième  degré,  depuis  qu'Abel  a  démantré 
qu'il  était  impossible  de  les  résoudre  par  radicaux.  Cette  im- 
possibilité manifeste  en  effet  la  nécessité  d'introduire  quelque 
élément  analytique  nouveau  dans  la  recherche  de  la  solution,  et, 
à  ce  titre,  il  semble  naturel  de  prendre  comme  auxiliaire  les  ra- 
cines de  l'équation  si  simple  dont  nous  venons  de  parler.  Toute- 
fois, pour  légitimer  véritablement  son  emploi  comme  élément 
essentiel  de  la  résolution  de  l'équation  générale,  il  restait  à 
voir  si  cette  simplicité  de  forme  permettait  effectivement  d'ar- 
river à  quelque  notion  sur  la  nature  de  ses  racines,  de  manière 
à  saisir  ce  qu'il  y  a  de  propre  et  d'essentiel  dans  le  mode  d'exis- 
tence de  ces  quantités,  dont  on  ne  sait  jusqu'ici  rien  autre  chose, 
si  ce  n'est  qu'elles  ne  s'expriment  point  par  radicaux.  Or  il  est 
bien  remarquable  que  l'équation  de  M.  Jerrard  se  prête  avec  la 
plus  grande  facilité  à  cette  recherche,  et  soit  même,  dans  le  sens 
que  nous  allons  expliquer,  susceptible  d'une  véritable  résolution 
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analytique.  On  peut  en  effet  concevoir  la  question  de  la  résolu- 
lion  des  équations  algébriques  sous  un  point  de  vue  différent  de 
celui  qui  depuis  longtemps  a  été  indiqué  par  la  résolution  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  et  auquel  on  s'est  surtout 
attaché.  Au  lieu  de  chercher  à  représenter  par  une  formule  radi- 
cale à  déterminations  multiples  le  système  des  racines  si  étroite- 
ment liées  entre  elles  lorsqu'on  les  considère  comme  fonctions 
des  coefficients,  on  peut,  ainsi  que  l'exemple  en  a  été  donné  dans 
le  troisième  degré,  chercher,  en  introduisant  des  variables  auxi- 
liaires, à  obtenir  les  racines  séparément  exprimées  par  autant  de 
fonctions  distinctes  et  uniformes  relatives  à  ces  nouvelles  variables. 
Dans  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  où  il  s'agit  de  l'équation 

x^  — ^  3iP  -i-  2a  =  o, 

il  suffit,  comme  on  sait,  de  représenter  le  coefficient  a  par  le  sinus 

d'un  arc  a  pour  que  les  racines  se  séparent  en  ces  trois  fonctions 

bien  déterminées 

.     a             .     a  -i-  271             .     a  H-  4'^ 
2  sin  -)      2  sm —  i      2  sin —  • 

Or  c'est  un  fait  tout  semblable  que  nous  avons  à  exposer  relative- 
ment à  l'équation 

a^o  —  X  —  a  =  o. 

Seulement,  au  lieu  des  sinus  ou  cosinus,  ce  sont  les  transcendantes 
elliptiques  qu'il  sera  nécessaire  d'introduire,  et  nous  allons  en 
premier  lieu  en  rappeler  les  définitions. 

Soient  K  et  K^  les  périodes  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


(ico 


c'est-à-dire 

TU 

et 

q  —  e       ^ 

s/  \  —  k-  sin-cp 


la  racine  quatrième  du  module  et  de  son  complément  s'exprime 
au  moyen  de  q  par  ces  fonctions  dont  Jacobi  a  fait  la  découverte, 
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savoir  : 


^  ^      \-^q  —  q^-  —  ^•^— ...  ^      ^^ 


,8  _^  ^20   . 


m  (-i^uii^-\-lni 


'^  -         ^  I     -f-     ^     -h     9"^     -f-    ^6     -+-   .     .     .  ^ 


/-    8/-        I  —  ^  —  ^^^  -+-  7''^   -4-.  ..  /-8/-.^ 


V  (— 1)'«  ^^//i- 


(-fl/H'-h/n 


1-h  'ig -h  '2q' -i-  'J.CJ^-r-...  X? 

2^' 


V/7= 


i  —  g-  q-'  +  q«  ^  r/' 


I  -H^  —  7"^  — 7^^  —  V'   —  ^l--^    +-...  ,^  ^\m{m-^i]     i(3m2+/;n' 


'  —  y  —  ^'  -4-  7  --4-  r/t 

i  -h  q  -h  q'^  -i-  q>  -r-  q^ 


1  —  iq-  -^  •>.  q^  —  27  '  ^  ^27^2  —  _  , 


_   I  —  'xq-  -\-  '2  q'^  —  '2  7^8  -+-  2  <7 '2  — 

l  -H  2  7  -T-    2  7'^  -I-  2  7^  -f-  2  7^6  ~  . 

En  posant 

7   r=r  e'"! 


'y  (—  r)'«  q'^-m'^'^m 
__ —  ^ 

V  (—  i)'''  7"^' 

, 

2  '^""^ 


nous  désignerons  \Jk  par  îp(o))  et  y/ A"'  par  'i(oj).  Pielativement  à 
cette  variable  to^  on  aura  ainsi  des  fonctions  affranchies  de  l'ambi- 
guïté qui  tient  au  facteur  \J q^  et  dont  je  \'ais  en  peu  de  mots  indi- 
quer les  propriétés  fondamentales.  Elles  découlent  des  relations 
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suivantes,  dont  la  démonstration  est  immédiate,  savoir  : 


cp  (  O)  H-  I  )  =  e  ' 


'1;  (  w  +  I  )  =:= 


d;(w) 


^/oj 


et  nj 


d(Jô  ' 


)  s'expriment  simple- 


On  en  déduit  que  o  ,  ,      ,  k.^  ^  ^  , 

ment  en  ^(w)  et  J>(w),  a^  b^  c,  ri  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques assujettis  à  la  seule  condition 

ad  —  bc  =  \. 

Les  relations  auxquelles  on  parvient  de  la  sorte  ayant  une  grande 
importance,  non  seulement  pour  l'objet  que  nous  avons  présente- 
ment en  vue,  mais  pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 
applications  à  l'arithmétique,  je  vais  les  indiquer  en  me  bornant, 
pour  abréger,  aux  valeurs  de  o  l — ^-^ — )  •  J'observe  à  cet  effet  que 
la  congruence 


ad  —  hc  ^  i 


(mocl  2) 


est  susceptible  de  six  solutions  distinctes  renfermées  dans  ce  Ta- 
bleau : 

a  b  c  d 


ï. 

1 

0 

.  0 

I 

II. 

0 

T 
I 

I 

0 

IIJ. 

1 

0 

l 

[V. 

\ 

1 

I 

0 

V. 

i 

0 

I 

r 

Vf. 

0 

1 

1 

1 
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et  d'où  résultent  autant  de  formes  différentes  pour  les  expressions 
Cela  posé,  nous  aurons  suivant  chacun  de  ces  six  cas  ces 


équations 


dKù\         ,    ,    '-^\d[c-^d)-\\ 


(I)  ç/^-)  =  .(.)es 

(II)  cp     -~     =z(^(cDje8  , 


(iii)  ,fl±_^)  =  _L     -i"'"— ) 


(IV)  cp(^ 


Z?  w  /        'H  ^'0 


(Y)  cp( 


(VI) 


c  H-  «^0)  \         <]>  (  w  ) 


a  +  6co/        ^(  w) 


Nous  rappellerons  encore  cette  propriété  fondamentale,  qu'en 
désignant  par  Ji  un  nombre  premier  et  posant 

(;==cp(/ia)),  j^:  =  cp((jL>), 

(^  et  i^  sont  liés  par  une  équation  de  degré  /z  +  i ,  qui  présente  ainsi 
un  type  nouveau  d'équations  algébriques  dont  les  racines  se  sé- 
parent analytiquement  par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable. 
En  désignant,  en  effet,  par  s  un  nombre  qui  soit  i  ou  —  i ,  suivant 
que  2  est  résidu  ou  non-résidu  quadratique  par  rapport  à  n,  les 
n  +  1  racines  u  seront 


,  ,  /  co  -M  6  /?2  \ 

£Cp(nw)  et  Cp   f 1; 


m  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  ii  (^).  Mais,  sans 
insister  ici  sur  les  autres  propriétés  remarquables  des  équations 
modulaires,  je  m'attacherai  seulement  au  fait  si  important  annoncé 
par  Galois,  et  qui  consiste  en  ce  qu'elles   sont  susceptibles  d'un 


(^)  La  détermination  de  s  a  été  donnée  par  M.  Solinke  dans  un  excellent  tra- 
vail publié  dans  le  Tome  16  du  Journal  de  C  relie  sous  le  titre  :  yE  quatioJies 
modulares  pro  transformatione  functionum  ellipiicarurn. 
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abaissement  au  degré  inférieur  d'une  unité  dans  les  cas  de 

n  =  5,         n  =  ~         et         n  =  ii. 

Bien  que  nous  ne  possédions  que  quelques  fragments  de  ses  tra- 
vaux sur  cette  question,  il  n'est  pas  difficile,  en  suivant  la  voie 
qu'il  a  ouverte,  de  retrouver  la  démonstration  de  cette  belle  pro- 
position; mais  on  n'arrive  ainsi  qu'à  s'assurer  de  la  possibilité  de 
la  réduction,  et  une  lacune  importante  restait  à  remplir  pour 
pousser  la  question  jusqu'à  son  dernier  terme  (^).  Après  des  ten- 
tatives qui  remontent  à  une  époque  déjà  éloignée,  j'ai  trouvé  que 
dans  le  cas  de  l'équation  modulaire  du  sixième  degré 

on  j  parvenait  aisément  en  considérant  la  fonction  suivante  : 

*,„,  =  [„w,..,(ï)J[,(^«)-,C:i±i^)] 

Effectivement,  les  quantités 

^(w),     4>(w-hi6),     <ï>(a) -f-2.  [6),     *(w-t-3.i6),     <ï>((o+4.i6) 

sont  les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré  dont  les  coef- 
ficients contiennent  rationnellement  o((jô)^  savoir  : 

<|>o  _  .^K  5"«  *cp'-(w)  i];'6(tj(^^  _  2^  /55  cp;î(w)  4>i6(^a))  [i  -j-  ©''(  w)]  =  o. 

Or  on  voit  qu'on  ramène  cette  équation  à  celle  de  M.  Jerrard  en 
faisant  simplement 

car  il  vient  par  là 

1        I  -I-  cpSf  w) 
^■'  —  ^  —  7-7^   -TT — r-n — —   =  O. 
\/y6   cp2(co)tî;.(co) 


(^)  Postérieurement  à  mes  premières  recherches  restées  inédites,  mais  dont  les 
résultats  avaient  été  annoncés  {Œuvres  de  Jacohi,  t.  II,  p.  249),  un  géomètre 
italien  distingué,  M.  Betti,  a  publié  un  travail  sur  le  même  sujet  dans  les  An- 
nales de  M.  Tortolini. 
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Donc,  il  ne  restera  plus,  pour  arriver  à  l'expression  des  racines  de 

l'équation 

x'-"  —  T  —  a  =  o 

par  la  fonction  ^(w),  qu'à  déterminera  ou  plutôt  cp(to)  parla  con- 
dition suivante  : 

Soit,  pour  simplifier, 

A  =  - —  a, 

et  prenons  pour  inconnue  cp''  (oj)  ou  le  module  k  lui-même  de  l'in- 
tégrale elliptique;   on  parviendra  à  une  équation  du   quatrième 

degré 

/c^-+- A2/i-3_f-2/c^—  A2A--1-I  =  o, 

qui  est  susceptible  d'une  solution  analytique  sous  le  point  de  vue 
précisément  où  nous  sommes  placé  en  ce  moment,  car,  en  faisant 

4 

on  trouvera  ces  expressions  des  racines 

-  a  a  -+-  '2  Tc  TU  —  a  3  tt  —  a 

/c^lang-,      truig 7      taiig — - — ;      tang 

4  4  4  4 

Faisant  choix  de  l'une  d'elles  pour  module,  afin  d'en  déduire  la 
valeur  correspondante  de  w,  on  aura,  pour  les  racines  de  l'équa- 
tion de  M.  Jerrard,  ces  valeurs  de  x 

1  4>(w)  I        <ï>(w-hi6)  I        *(wH-2.i6) 


I       *t>((j«3-f-3.i6)  I       tï'(w-4-4.i6) 

y:^6  cp(w)d>^(w)'        v/I^  ?(w)'{>Hw) 

C'est  donc  la  résolution  de  l'équation,  en  tant  que  les  racines  se 
trouvent  représentées  séparément  par  des  fonctions  uniformes. 
Quant  au  calcul  numérique,  la  convergence  extraordinaire  des 
séries  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  ç(w)  le 
rendra  très  court,  même  dans  le  cas  où  q  sera  imaginaire,  car  on 
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sait  que  son  module  peut   toujours  être   abaissé  au-dessous  de  la 

limite  e  ^4  -_  o,o658.  On  peut  aussi  faire  le  développement  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  q^  ce  qui  donne,  en  pesant  pour 

1 

simplifier  ^^  ==  q, 

et  l'on  trouverait,  pour  le  carré  et  le  cube  de  <ï*(tJL)), 

cï>2(w)  -  '235  J/i1l^(i  +  2ii  — ii^-hSii^  — i8ir  —  33ii6  4-  i4ii7_t-.  ..), 

<Ï)3(ol))  —   /29  53  v/llHl  -H  3  11  —  2  ^3  +  611^  —  24  ir  7911^  +  '  •  •)• 

La  première  des  séries  entre  parenthèses  manque  des  puissances 
de  ij  dont  l'exposant  est  ^e  4,  mod  5,  la  deuxième  et  la  troisième 
des  puissances  dont  les  exposants  sont  respectivement  ^  3  et 
^  2,  mod  5.  D'ailJeurs  le  changement  de  (o  en  03+  i6^?2  reviendra 
à  multiplier  la  quantité  i\  par  les  diverses  racines  cinquièmes  de 
l'unité. 

J'observerai  enfin  que  le  système  des  cinq  fonctions  <Ï>((o+ï 6  m) 

possède,  par  rapport  aux  substitutions  -. —  qui  appartiennent  a 

la  première  classe,  des  propriétés  toutes  semblables  à  celles  de 
(p((jL)).  Efi'ectivement,  en  faisant,  pour  abréger, 

<î>  (  W   -H  T  6  /?Z  )    :^    *./„  (  W  )  , 

on  trouvera,  par  exemple, 

*,;,  (w-f-2a)       =  4>,;2_t_2a((o)  e      *    , 

\  l  H-  2  rt  (0  / 

l'indice  du  troisième  degré  en  m  étant  pris  suivant  le  module  5. 

Dans  l'une  des  prochaines  séances,  j'aurai  l'honneur  de  pré- 
senter à  l' Académie  les  résultats  analogues  aux  précédents  et  aux- 
quels je  suis  parvenu,  pour  Ja  réduction  de  l'équation  modulaire 
du  huitième  degré  au  septième  et  de  l'équation  modulaire  du 
douzième  degré  au  onzième. 
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SUR  LES  FONCTIONS  MODULAIRES  '). 


«   Saint-Jeaii-de-Luz,  villa  Bel-air,  24  septembre  1900. 

»  Mon  cher  ami, 

»  Je  viens  dégager  ma  parole  et  m'acqaitter  bien  tardivement,  il 
me  faut  l'avouer,  de  ma  promesse  de  vous  démontrer  les  formules 

concernant  les  quantvtes  cp  1  — ^        1  données  aans  mon  ancien  ar- 


ticle  Sur  l'équation  du  cinquième  degré, 

))  Le  bon  air  de  la  mer  m'a  aidé  à  surmonter  la  torpeur  qui  faisai  t 
obstacle  à  mon  travail;  j'en  profite  pour  échapper  aux  remords  de 
ma  conscience,  et,  en  pensant  que  vous  avez  sous  les  yeux  cet  ar- 
ticle, j'aborde  comme  il  suit  la  question. 

»  Mon  point  de  départ  se  trouve  dans  les  formules  de  la  page  2  et 
de  la  page  3,  qui  donnent  les  expressions  de  s/k  et  de  '\/ k'  comme 
fonctions  uniformes  de  ^,  ou  plutôt  de  o),  en  posant  (0=  -^ ,  et^ 
parmi  ces  formules  d'une  extrême  importance  dont  la  découverte 
est  due  à  Jacobi,  j'envisagerai  pour  mon  objet  la  suivante,  à  savoir  : 


(1)  Nous  reproduisons  une  Lettre  d'Hermite  à  M.  Jules  Tanner}^,  où  se  trouve 
la  démonstration  des  formules  seulement  énoncées  dans  l'article  qui  précède  sur 
l'équation  du  cinquième  degré.  Cette  Lettre  a  déjà  été  publiée  par  MM.  Tannery 
et  Moik  dans  leur  Traité  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  interca- 
lant quelques  explications  complémentaires  avec  renvois  à  certaines  parties  du 
Traité.  Nous  donnons  ici  le  texte  même  de  la  Lettre  d'Hermite  que  M.  Tannery 
a  bien  voulu  nous  communiquer,  en  corrigeant  seulement  de  légères  inadvertances, 

E.  P. 
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»  J'y  introduirai  tout  d'abord  la  quantité  to,  en  me  servant,  au 
lieu  des  fonctions  ©,  H,  .  .  ,  de  la  série 

iTz\  (2n +[}.). i-^-^  [2/1 -h  m^\  ,  ,  , 

f)j,^,v(^)  =   S(-0''^^       L  ^  ^  (AZ.=  0,    ±1,    Zh'2,     ...) 

Savoir  mon  article  Sur  quelques  formules  relatives  à  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  {Journ.  de  Liouville,  i858)], 
et  j'écrirai 

^"   ~Oo,i(o|'.co)' 
ou  plus  simplement 

J'ai  posé,  comme  vous  savez, 

on  aura  donc 

'  c  —  doj 


c  —  ai-'  ^ 


L?(JU 


a  -^  bio  J        ^^      /     c  -\-  r/w  ^ 

Oo,i    'A 7— 

'    \    a  ^  DM  I 

Dans  cette  égalité,  a^  b,  c,  d  désignent  des  entiers  assujettis  à  la 
condition  ad  —  6c  =  i  ;  je  ferai  la  supposition  qu'ils  appartiennent 
au  premier  cas  (page  4),  où  b  et  c  sont  pairs,  a  et  d  impairs,  et  je 

fera  i 

b  =  'JL  ô'^  '2  c  =  c'  ; 

nous  aurons  ainsi 


C  -f-  d(ji>  \  \  a  H-  ÔM 


1   c'  ~i-d.2UC> 


^a  -V-  b'  .'loj 

et,  comme  nous  conservons  la  condition  ad —  b'c'  ==^ij  la  ques- 
tion se  trouve  ramenée  à  celle  qui  concerne  la  transformation  de 
la  foQCtion  ^^y^y{x).  Dans  l'article  cité  tout  à  l'heure,  j'ai  obtenu 
les  résultats  suivants,  dont  je  vais  maintenant  faire  usage. 

))    Soit  en  général,  pour  des  valeurs  quelconques  de  a,  6,  c,  d, 

ij.  1  =  a  [j.  ~t-  bv  H-  ab, 
V 1  —  c  |j,  -h  <r/v  -+-  cd. 
^  —   —  (ac  [J.2  +  2/^6'[..v  4-  /mi'v  '■  -+-  labc  a  4-  sa/^c^ V  -F  ab-C] 
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puis,  en  supposant  6  positif, 

iTZil /  _i^y 


/ —  ib  (a  -j-  />  w  ) 


le  signe  de  la  raeine  carrée  étant  pris  de  manière  que  sa  partie 
réelle  soit  positive.  Nous  aurons  l'égalité 

et  nous  en  concluons,  pour  ^  =  o, 


fiw  ' 


»  La  condition  de  b  positif  peut  toujours  s'obtenir  en  changeant, 
comme  il  est  permis,  le  signe  des  quatre  entiers  a,  ^,  c,  d.  Gela 
étant,  la  somme  S  s'exprime  comme  il  suit,  au  moyen  du  sym- 
bole I  j-j  de  la  théorie  des  résidus  quadratiques. 

»  Supposons  que  6  soit  pair.  Je  ferai  6==--  2^bij  b^  étant  impair, 
et  l'on  aura,  suivant  que  l'exposant  k  est  pair  ou  impair, 


ou  bien 


s  =  /6  (  -^-     - 


S  =  /6(-^U'^'''"*'""'^"""""'" 


»  Je  vais  faire,  en  entrant  dans  tous  les  détails  du  calcid,  l'ap- 
plication de  ces  formules  aux  quantités 

'    \a-^  ÔM  J  '    \a-f- 6.9.03/ 

Je  supposerai  qu'on  ait 

a  ï=  i ,        6  S5  o,       c  ^  o,        d  ==  i  (mod  x  ). 

Ce  sera  donc  le  premier  des  six  cas  qu'il  faudra  considérer;  nous 
verrons  bientôt  que  tous  les  autres  s'en  déduisent  immédiatement. 
»  Soient  d'abord  a  =  o,  v  =  i.  Des  deux  nombres 
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le  premier  est  pair,  et  même  multiple  de  4?  le  second  est  impair. 
Ayant  donc  en  général 

nous  en  concluons  Féeralité 


eo,i(w)  =  1.60,,   — -7- 


»  J'ajoute  qu'on  peut  mettre  sous  une  forme   plus  simple   la 
quantité 

7-  [bd-hlabd+ab^c] 

qui  entre  dans  la  valeur  da  facteur 

S8 


T  == 


y/ —  ib  (^a  -\-  b  lù  ) 

Des  hypothèses  faites  sur  les  entiers  a,  b^  c,  d  résulte,  en  effet,  la 

congruence 

bd -\~  labd -^  ab^-c^  — bd  (modS), 


ce  qui  permet  d'écrire 


-7-  bd 


»   Si  nous  passons  ensuite  à  la   quantité    60, i  ( ji )'  où 

b'  z=^  -  et  c'  =  2c  remplacent  b  et  c^  a  Qt  d  ne  changeant  pas,  on  a 

jjL,  —  ^'-}-  ab' , 
V,  =z  d  -^  c' d', 

le  premier  de  ces  doux  nombres  est  encore  pair  et  le  second  im- 
pair, mais  Y-K  n'est  pas  nécessairement  divisible  par  4,  et,  par  con- 
séquent, on  a  l'égalité 

'  '    \a  +  b  .11^ I 

où  T^  représente  ce  que  devient,  dans  ce  second  cas,  le  facteur  T. 
»  Désignons  aussi  par  5^  et  S'  les  nouvelles  valeurs  de  8  et  de  S  ; 

on  aura 

S'Ô' 


T'  = 


/ —  ib'  {a  -f-  b' .  2Cl)) 
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c'est-à-dire 

et  nous  en  concluons 


S'S' 


sj—l.ib{a-^  b(ù) 


S'=: 

^-7--e^              S, 
v/'2 

T' 

e  ^              0 

T 

ô 

b'^nh- 

T   ~^^   S6  * 

))  Je  m'arrêterai  à  cette  formule,  et  je  remarquerai  en  premier  lieu 
que,  en  passant  de  S  à  S^,  le  nombre  b  est  remplacé  par—-  Il  en 
résulte  que,  ayant  posé  b^2^b]^  l'exposant  k  varie  de  l'une  à 
l'autre  d'une  unité.  Cela  étant,  la  comparaison  des  valeurs  de  S  et 
de  S'  nous  donne  l'égalité 


d'où  résulte 


))  Ceci  posé,  écrivons  le  fa^.teur  {■ —  i)    ^     sous  la  forme  e''  , 

€t  employons  l'expression  de  S^,  à  savoir  : 

~-~ib'd-h2ab'd+ab'-c')  —~Kbd-v-labd-\-ab'^c) 

B'  =  e     ^  =  e     ^  : 

on  aura  ainsi 

h'-\~ab'    rrr  iTï  ^    „  ,,         .        ,   ,  ,   ,        ,.  , 
i              —r  [a-—l-h2bii-ha)—Sbd—tabd—ab-c] 

(-1)    '     Y  =^ 
»  Or,  on  vérifie  facilement  la  congraence  suivante  : 

(A)  2b{i^a)  —  3bd — labd  —  ab'^c^  —  ab         (mod  i6), 

faisant,  en  effet,  passer  tous  les  termes  dans  un  même  membre  et 
divisant  par  b^  qui  est  pair,  elle  peut  s^écrire 

2(1  —  a<i)  +  3(a  —  d)  —  abc  ^  o         (mod8)> 

puis,  d'après  la  condition  ad  —  bc  =:  \  ^ 

—  ibc  -f-3(a  —  d)  —  a{  ad  —  i  )  e^  o         (  mod  8  )  ; 

mais,  b  et  c  étant  pairs  et  a  impair,  on  a 

'2/^c^BO,         «2  SE  1         (mod  8); 

elle  deviendra  donc  simplement 

4(a^^/)s^o         (mod  8), 
H.  -  II.  2 
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ce  qui  a  lieu,  en  effet,  a  et  cl  étant  impairs.  Nous  avons,  en  con- 
séquence, 


b'-^iib' 


(--•) 


T        ^ 


»   Nous   obtenons  ensuite,   au  moyen  de  l'expression  qui  a  été 
notre  point  de  départ, 

6o.i(w) 


d;(oj)  == 


Oo,i('2W) 


la  relation  fondamentale 

(I) 


»  On  en  tire  les  deux  systèmes  de  formules  concernant  les  fonc- 
tions ^(w)  et  J>(w)  pour  tous  les  cas  que  présentent  les  entiers  a, 
/?,  c,  d^  pris  selon  le  module  2.  Ces  cas  sont  indiqués  dans  le 
Tableau  suivant,  que  j'ai  donné  dans  mon  article  Su?'  l'Equation 
du  cinquième  degré  : 


a 

b 

c 

cl 

J 

1 

0 

0 

I 

ir 

0 

I 

I 

0 

iff 

I 

i 

0 

I 

jy 

1 

1 

I 

0 

V 

1 

0 

I 

1 

VJ 

0 

1 

I 

I 

»  En  premier  lieu,  je  change,  dans  l'équation  (I),  oj  en et  a^ 

/>,  c,  d  en  b^  —  a,  d^  —  c;  on  trouve  ainsi 


C'f) 


'U 


■  bio  / 


:  cû  (co)  e  ^ 
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»  Dans  la  même  équation,  je  remplace  ensuite  to  par  w  — ï ,  a  et  c 
par  a  -{-  b  ei  c  -\-  d;  il  vient 

(V)  ■^^-'''" 


.a  -^  0(jj  /         'i^(w) 

Passant  à  l'équation  (II),  je  change  w  en  w  -h  i ,  a  et  c  en  a  —  6  et 
c  —  c/,  ce  qui  donne 

C  +  doJ  \  o(0i)'—-  (ih 

(co) 


(IV)  j,pi2i^)  =  y_^_.e 


»  Je  continue  en  remplaçant,  dans  (  V),  w  par  —  -  et  a,  b^  c,  d 
par  bj  —  a,  6/,  —  c,  et  j'obtiens 


»  Pour  avoir  le  système  complet  des  formules  cherchées,  il  ne 
me  reste  plus  qu'à  changer  dans  cette  équation  to  en  a>  —  i ,  a  et  c 
en  a  +  6  et  c  4-  <i;  on  a  ainsi 

/  c  -+-  r/iù  \  ^  (  W  ) —  nb 


(Ilf)  ^      j-       -   ^f^e 


en  employant  l'égalité 


cp(w  — i)  =  e      8    1^:^.-. 
^  6(co) 


»  Voici  maintenant  les  résultats  réunis  et  mis  en  regard  des  six 


cas  énumérés  dans  le  Tableau  précédent  : 

^.  /  C-^  dLO\  Ll  (b^^^aù-l) 


/  C-f-  ^W    ^  ^(lù)     ——au 

lïf.  4>     -r-     =-V^^  5 


YI. 


■'  c  +  (^/w 
<:i  H-  b(Si  )        cp  (  co  )  " 
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»  J'ai  à  j  joindre  enfin  les  formules  qui  concernent  la  fonction 
cp(t).  Je  remplacerai  à  cet  effet  a,  b^  c,  cl  par  —  c,  —  d^  c/,  b]  on 
chansre  ainsi 


en 


C  -+-  db^ 


bM 
et  aux  divers  cas 

(I),     (II),     (III),     (IV),     (V),     (VI), 

se  substituent  ceux-ci 

(II),     ([),     (VI),     (V),     (IV),     (III). 

»  Nous  avons  ainsi  ce  second  système  de  relations 


II 


a  ■ 


bix) 


j  =t];(w)e  •' 


III.  o     -J —      —  — — -  e  8 


a  -h  DU) 


I  — 

/        9(w) 


C-H<^w\  I  '-^(c2+cd-l) 


IV.  cp     —     ==  — —  e  ^ 

VI.  /c  +  rfo,^        j^K-T^ 


èoj/         ^(w) 

»  J'observe  enfin  que  les  deux  séries  de  formules  établies,  dans 
le  cas  où  b  est  positif,  subsistent  dans  tous  les  cas,  comme  on  le 
voit  en  changeant  a,  è,  c^  d  en  —  a,  — b^  —  c,  —  d. 

))  Ce  sont  bien  les  résultats  que  j'ai  indiqués  et  dont  je  me  re- 
proche d'avoir  tant  tardé  à  vous  donner  la  démonstration  que  vous 
m'avez  demandée  (').  Mais  cette  démonstration,  je  dois  le  recon- 
naître, opère  peracto,  ne  me  contente  point  :  elle  est  longue,  in- 

(1)  Les  formules  précédentes  n'ont  pas  toutes  la  même  forme  que  les  formules 
de  la  Note  sur  l'équation  du  cinquième  degré  (p.  9  de  ce  volume),  mais  elles  se 
ramènent  à  celles-ci  si  l'on  tient  compte  des  congruences  auxquelles  satisfont  les 
entiers  a,  6,  c,  d.  E.  P- 
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directe  surtout;  elle  repose  en  entier  sur  le  hasard  d'une  formule 
de  Jacobi,  oubliée  et  comme  perdue  parmi  tant  de  découvertes 
dues  à  son  génie.  Je  vous  l'envoie,  mon  cher  ami,  valeat  quan- 
tum, en  vous  informant  que  je  serai  revenu  dans  quelques  jours, 
et  à  votre  disposition  pour  tout  ce  que  vous  aurez  à  me  demander. 
Et  nous  causerons  aussi  d'autre  chose  que  d'Analyse,  nous  argu- 
menterons, nous  nous  disputerons.  De  ma  proximité  de  l'Espagne 
je  rapporte  des  cigarettes  d'Espagnoles;  si  vous  ne  venez  pas  en 
fumer  avec  votre  collaborateur  d'aujourd'hui,  votre  professeur 
d'autrefois,  c'est  que  vous  avez  le  cœur  d'un  tigre. 

))  Totus  tuus  et  toto  corde. 

»   Gh.  HERMITE.  » 
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SUR   LA  RÉSOLUTION 


T)K 


L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XLVI,  i858  (I),  p.  7[5. 


La  théorie  des  formes  cubiques  à  trois  indéterminées  conduit  à 
plusieurs  équations  remarquables  du  quatrième  degré  qui  jouent 
en  perticulier  un  rôle  important  dans  la  détermination  des  points 
d'inflexion  des  courbes  du  troisième  ordre.  L'étude  de  ces  équa- 
tions m'ayant  fait  remarquer  qu'elles  offrent  la  plus  étroite  affinité 
avec  celles  qu'on  rencontre  dans  la  transformation  du  troisième 
ordre  des  fonctions  elliptiques,  il  ne  m'a  pas  paru  inutile  de  m'ar- 
rêter  à  ce  rapprochement  qui  peut-être  conduira  à  comparer  de 
même  les  équations  du  neuvième  degré  dont  dépendent  les  coor- 
données des  points  d'inflexion,  avec  celle  qui  se  présente  pour 
exprimer,  par  exemple,  sin  am  -  par  sinam.r.  Cette  analogie,  d'ail- 
leurs, m'a  ouvert  la  voie  pour  représenter  par  les  transcendantes 
elliptiques  les  racines  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 
ce  qui  était  le  résultat  auquel  je  désirais  principalement  parvenir. 
Avant  d'exposer  cette  rechsrche  qui  se  lie  naturellement  à  celles 
que  j'ai  eu  l'honneur  de  communiquer  à  l'Académie  sur  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  je  rappellerai  l'origine  et  j'indiquerai 
les  propriétés  principales  de  ces  équations  spéciales  du  quatrième 
degré,  auxquelles  conduit  la  théorie  des  formes  cubiques  à  trois  in- 
déterminées. 

Soient,  en  employant  les  mêmes  désignations  que  M.  Gayley  (  '  ), 


(')  Je  renverrai,  pour  les  expressions  de  HU,  PU,  etc.,  au  beau  travail  du  sa- 
vant géomètre,  publié  dans  les  Transactions  de  la  Société  Royale,  sous  le  titre  : 
Third  m,enioir  upon  Quantics,  et  je  me  bornerui  à  donner  ici  leurs  formes  cano- 
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U  une  forme  cubique  quelconque,  HU,  PU,  QU  le  covariant  et 
les  deux  formes  adjointes  du  troisième  degré  par  rapport  aux  in- 
déterminées, S  et  T  les  deux  invariants  de  M.  Aronhold,  et  Si  une 
quantité  définie  par  la  condition 

ces  équations  seront 

(i)         f{x)  =  ^'»  — 6S  .r2— 8T^  —  3S2  =  o, 

(2)  /,(^)   r:r:.77*  —  681^72—  8  T:r—    3  S  f    =0, 

(3)  V{x)  =  ['iSx'*  -I-  8T^3_6S"^^'^—  6ST^— T2~1S3  =  o, 

et  voici  leurs  propriétés  essentielles.  Soient  3  une  racine  de  la  pre- 
mière et  A  une  racine  de  la  troisième,  les  deux  fonctions 

0U-H6HU,        6APU-hQU 

seront  décomposables  en  facteurs  linéaires.  Désignons  encore 
par  S^  une  racine  de  l'équation  (a)  qui  a  été  déduite  de  l'équa- 
tion (1)  en  permutant  S  et  Si,  on  aura 

3 

en  nommant  d  le  déterminant  de  la  substitution  propre  à  ré- 
duire U  à  la  forme  canonique 

/p3  _|_  j^3  _|_  ^3  _j_  6  Ixyz. 
Ces  quantités  S,  S^,  A  auront  d'ailleurs  les  relations  suivantes  : 

S\  .  I    I  /^      Sj 


'=K'-^)-    '-IJiJ 


24' s?         .^  ^4^ 


/'(S)  ./,'(5) 


niques  qui  sont  : 

U  =  ^3  +  j^3  _p  2^  -f-  Çilxyz^ 
HU  =  /2(^3_|_^3_|_  .3)  _  i,,^.  2p)xyz, 

^\]  ^  —  l{x^-^y^-h  z^)  —  {i  —  l\P)xyz, 

QU  ==  (i-io^-^)  {x^-^y'-\-  z^)  —Ç>r-{b^^')xyz, 

T  r=  1—  20/3— 8/S 


Hosted  by 


Google 


2/|  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

Ceci  posé,  je  comparerai  d'abord  à  Féquation  modulaire 

p^-  H-  2  u^ v^  —  'iiiv  —  u'-"  =  o 

les  équations  ([)  et  (2).  On  sait  qu'en  faisant  z^==:cû(w),  on  a,, 
pour  ç^  les  quatre  valeurs 


or,  en  posant 


16 


ù)  -4-  7.  .  T  6 


k-^  = 


2S/S3 


et 


on  obtiendra,  pour  les  quatre  racines  S,  les  expressions  suivantes  : 

/  w  -t-  1 6  '^ 


(4) 


/S 


o\w) 


v/§ 


CO  -4-  2  .  T  6 


Maintenant,  si  l'on  change  S  en  S^,  afin  d'arriver  aux  formules 
analogues  pour  les  racines  Si  de  l'équation  (2),  on  sera  conduit 
au  module 

2v/sT 


TH-v/Sf^ 
S'J  =:  T-  correspondra,  entre  k  et  Z,  celle-ci  : 

2  s/I'  . 


or  à  la  relation  S^ 


/  = 


\--rk" 


d'où  résulte   immédiatement   cette    conséquence  que   l'on    passe 
de  S  à  Si  en  changeant  simplement  w  en ■- 

^  i  2W 

Mais  il  est  une  [autre  équation  du  quatrième  degré  que  pré- 
sente également  la  transformation  du  troisième  ordre  des  fonc- 
tions elliptiques,  et  à  laquelle  se  ramènent  d'une  manière  plus 
immédiate   encore  les  équations  (i)  et  (2).  Je  veux  parler  de  Ja 
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relation  entre  le  multiplicateur  M  et  le  modale  /f,  qui  est,  en  fai- 
sant^ =:=^('): 

^t__6^^-  — 8(i  — 2A-2)5-  3  =  o. 

En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (i),  introduisant 
le  module 

et  faisant  usage  de  l'expression  de  M  donnée  par  Jacobi  dans  les 


(^)  Jacobi  a  appelé  le  premier  l'attention  sur  ces  équations  qui  offrent  un  grand 
intérêt,  en  particulier  pour  cette  théorie  de  la  multiplication  complexe,  sur  la- 
quelle M.  Kronecker  a  récemment  communiqué  à  l'Académie  de  Berlin,  des  résul- 
tats aussi  beaux  qu'importants.  Mais,  jusqu'ici,  on  ne  connaissait  que  l'équation 
donnée  par  Jacobi,  et  qui  se  rapporte  à  la  transformation  du  cinquième  ordre. 
Celle  que  j'ai  employée  a  été  calculée  par  le  P.  Joubert  qui,  suivant  l'exemple 
donné  par  M.  Solinke  pour  les  équations  modulaires,  s'est  occupé  avec  succès  de 
leur  formation,  et  les  a  obtenues  pour  le  cinquième,  le  septième  et  le  onzième 
ordre,  sous  les  formes  suivantes  : 

(M  — i)s('m  —  '  W  >-  Pk'ni'  =:  0, 


/f'MM-f-i)'    (^M  —  ~)  4-/f^(M  -i)^  ("lAU-  M 


7 


k""  (  M  +  i)"  /  M  -  —  j  4-  /f^  (  M  -  i)ii  (M  + 

-}-  2l.29A-2A-'2i\P+  212/C2A'2(  A2__  ^.'2)]yi1  _,_  33  .  2^ /f  Vr'^  iA'P  :=:  0 . 

Un  autre  résultat  très  intéressant,  obtenu  aussi  par  le  P.  Joubert,  consiste  en 
ce  que,  si  l'on  nomme  M,  M',  M",  etc.  les  racines  de  l'équation  pour  le  cinquième 
ordre,  la  fonction  suivante  des  racines  analogue  à  celle  qui  m'a  donné  la  résolu- 
tion de  l'équation  de  M.  Jerrard,  savoir  : 

ce  =  (  M  —  M  '  )  (  M"  —  M'"  )  (  M^^'  —  lA'P'  ) , 

satisfait  à  cette  équation 

;r(;r2-f-  5^TVr2A-'2)2  :^  52.222^'.A-'M'  -  4A2A'2)  v/'5. 

[M.  Hermite  donne  ici  la  substitution  qui  peut  ramener  l'équation  à  la  forme  de 
Jerrard;  mais,  comme  elle  n'est  pas  exacte,  nous  ne  la  reproduisons  pas.]   E.  P. 
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Fiindanicnta,  on  obtient,  pour  les  quatre  racines  S,  les  valeurs 
suivantes  : 

[  sin2  am  ^  K  sin^  am  ^  (K  +  «K') 

/s V  ,  v/S 


(5) 


sin"^  coain  ^  K  sin^  coam  |  (  K  +  f  K') 

sin^am^jK'  sin^  am  ^  (K  — i  K') 

\/S \ ,  /S  ^ 


(6) 


'  si n 2  coam  ^  i'K'  sin^  coam -^  (K —  iVJ) 

A  ces  formules  je  joindrai  celles  qui  représentent  les  racines  A 
de  l'équation  (3),  et  où  les  fonctions  elliptiques  ont  encore  le 
même  module,  savoir  : 

I  I  -H  cos2  am  ^  K  i  -+-  cos^  am  ^  (K  -f-  tK') 

i  v/s  -^  ,          -i  v/s — , 

]    ^  sin'^  a  m  -  K  '  siii-  ani  -  (^  K  -f-  t  K') 

T  -^  cos'2  a  m  ■    iVJ  \  -4-  cos^  am  ^  (K —  iYs!) 

i/s. ^ i^/s ^ 

sin-  a  m  -  t  K'  ^  sin'^  am  -  (K  —  i\{l) 

Voici  donc,  au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  dans  mes  re- 
cherches sur  l'équation  du  cinquième  degré,  la  résolution  de  ces 
équations  spéciales  du  quatrième  degré  qui  s'offrent  dans  la  théorie 
des  formes  cubiques  à  trois  variables.  Ces  résultats,  ainsi  que  je 
l'ai  dit  plus  haut,  ouvrent  la  voie  pour  traiter  d'une  manière  ana- 
logue l'équation  générale,  et  parvenir  à  exprimer  séparément  les 
racines  par  des  fonctions  bien  déterminées.  Mais,  avant  d'entrer 
dans  cette  recherche,  qui  exige  des  principes  dont  je  parlerai  dans 
un  autre  article,  je  ferai  encore  une  remarque  essentielle  sur  les 
formules  précédentes.  Elles  dépendent  du  radical  y^S,  et  il  im- 
porte de  bien  saisir  de  quelle  manière  elles  subsistent  dans  leur 
ensemble  lorsque  l'on  change  le  signe  de  ce  radical.  Considérons 
en  particulier  les  formules  (5);  on  reconnaît  d'abord  qu'en  met- 
tant —  y/S  au  lieu  de  y^S,  le  module  se  change  dans  son  complé- 
ment. Or,  on  sait  par  la  théorie  de  la  transformation  que  le  multi- 
plicateur M,  lorsqu'on  j  remplace  k  par  hJ ^  se  change  en  —  M. 
Nos  formules  restent  donc  les  mêmes,  parce  que  les  deux  facteurs 


Hosted  by 


Google 


EQUATION  DU  QUATRIEME  DEGUE.  'ij 

qui  y  entrent  deviennent  simultanément  de  signes  opposés.  Cha- 
cune des  racines  cependant  ne  reste  pas  la  même  lorsque  l'on 
change  ainsi  le  module  dans  son  complément,  oa  w  en  —  — ,  et  le 
Tahleau  suivant,  montrant  de  quelle  manière  elles  s'échangent  alors 
les  unes  dans  les  autres,  fera  bien  complètement  saisir  toutes  les 
conséquences  de  l'ambiguïté  inhérente  au  radical  que  nous  avons 
employé  : 


/s 


sin2  am  -  K 


v/s 


4 
SI  11-  coam  -  K 

•      «  4      -TZ/ 

sm^  am  ^  tt^^ 


sin2  coam  -  ÎK' 


/s 


sin2  a  m  -^  (K  -H  ÎK') 


sin2  coam  -•  (K 


iK') 


/S. 


sin2  am  -  (K  —  iii'  ) 


v/s 


/s 


/s 


4        -T., 

sin^  lira  5  Jlv 


v^S 


sin-  coam  -  /  K' 

sin-  a  m  -  K 

sin"-^  coam  ;|  K 

sin-  a  m  vj  (  K  — 

-iK') 

sin-  coam  ^  (  K  - 

-  IK') 

sin-  a  m  -  (  K  -f 

-ili') 

sin'-^  coam  r  (K  - 


•  iii'  ) 


sin2  coam  ô"  (  ^  ' 


■iK') 


Les  formules  relatives  aux  racines  A  donnent  lieu  à  des  résul- 
tats entièrement  semblables,  et,  quant  aux  formules  (4),  je  me 
bornerai  à  remarquer  que,  les  deux  modules 


Vs^ 


et 


Vs^ 


T  -+-  v/S=^  '2  \/S3 

étant  réciproques,  elles  sont  identiques  au  fond  avec  les  for- 
mules (5)  et  peuvent  s'y  ramener  parla  substitution  de  ■ à  w. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  non  plus  aux  relations  qui  existent  entre  les 
racines  de  chacune  des  équations 

f(x)  =  o,        /i(^)==o,         F(^)  =  o, 

et  auxquelles  conduisent  aisément  les  expressions  que  nous  avons 
données.  Seulement  j'observerai  que  ces  équations,  comme  celles 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  j'ai  employées,  n'ap- 
partiennent pas    au   type    d'irrationnalités   le    plus   complexe   de 
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l'équation  générale  du  quatrième  degré.  Effectivement,  si  l'on 
considère  à  leur  égard  l'équation  en  V  de  Galois,  dont  le  degré 
distingue  et  caractérise  d'une  manière  si  précise  ce  qu'on  peut 
appeler  les  divers  ordres  d^ irrationnalités ,  on  la  trouve  seule- 
ment du  douzième  degré,  tandis  que  dans  le  cas  général  elle  est 
nécessairement  du  vingt-quatrième.  Il  existe  donc  pour  ces  équa- 
tions des  fonctions  non  symétriques,  exprimables  rationnellement 
par  les  coefficients,  et  le  type  de  ces  fonctions  est  donné  très  sim- 
plement par  le  produit  des  cinq  différences  des  racines.  De  là  dé- 
coulent, pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  d'importantes 
conséquences,  se  résumant  dans  ce  fait  :  que  le  produit  de  deux 
fonctions  ç^(co)  et  '}(oj)  est  Le  cube  dhine  nouvelle  fonction 
également  bien  déterminée.  Une  formule  depuis  longtemps  ob- 
tenue par  Jacobi  \Fundamenta,  §  36,  équat.  (4)]  donnait  déjà,  il 
est  vrai,  la  notion  de  cette  nouvelle  transcendante,  mais  sans  con- 
duire à  aucune  de  ses  propriétés,  que  je  vais  indiquer  succincte- 
ment en  terminant  cette  Note.  Et  d'abord  je  la  définirai  par  l'équa- 
tion 

X(co)=.'v/2'v/^(i-^)(H-^^)(i-^^)(n-^^)..., 

en  faisant  toujours  q  =  e''^^,  de  sorte  que,  relativement  à  co,  on 
obtienne  une  expression  entièrement  déterminée.  Gela  posé,  on 
aura  ces  relations  qui  se  démontrent  immédiatement,  savoir  : 


-  =x(^)- 


Voici  maintenant  celles  qui  se  rapportent  aux  substitutions  de 

la  forme  -, — ,  a,  6,  c,  d  étant  des  nombres  entiers  assujettis  à 

la  condition  ad  —  Z>c  =  i ,  et  qu'il  importait  surtout  d'obtenir.  Dis- 
tinguant, ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait  dans  une  circonstance  toute 
semblable,  ces  substitutions  en  six  classes  [i;o^Vma  Note  sur  l'équa- 
tion du  cinquième  degré  (*)],  et  posant,  pour  abréger. 


(^)   Page  8  de  ce  Volume.  E.  P. 
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c  -h  diii  \  ,     ,,  /   2 


a  -h-  boù  I        ^  ^'^  V  <^<^ 


Les  symboles  (  -  )  ?  (  r  )  indiquent,  suivant  l'asage,  le  caractère 

quadratique  du  dénominateur  par  rapport  au  nombre  2. 

J'espère  pouvoir  présenter  dans  une  autre  occasion  les  consé- 
quences de  ces  théorèmes  pour  l'Arithmétique. 
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Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XLVI,  i858  (I),  p.  961 . 


On  sait  que  Loiile  équation /(^)  =  o  peut  être  transformée  en 
une  autre  du  mêine  degré  en  j^  j3ar  ]a  substitution  jk=?(^)i  où  ^x 
désigne  une  fonction  rationnelle.  Ce  procédé  de  transformation^ 
qui  est  si  fréquemment  employé  en  Algèbre,  va  nous  servir  pour 
ramener  l'équation  générale  du  quatrième  degré  aux  équations 
particub'ères  qui  ont  été  considérées  dans  un  précédent  article,  et 
dont  j'ai  exprimé  les  racines  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 
Mais,  en  raison  de  son  importance,  et  notamment  de  son  applica- 
tion à  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré,  ce  mode  de 
transformation  m'a  paru  demander  une  étude  nouvelle,  et  je  com- 
mencerai d'abord  par  en  donner  les  résultats. 

Soit 

f{x)  =z  ax'^  -h  bx'^-^  M- ...  -h  gx'^  -f-  hx  -h  /c  —  o 

V  équation  proposée  ;  L^  expression  la  plus  générale  de  ^x  sera  y. 
comme  on  le  sait,  une  fonction  entière  du  degré  n  —  1 ,  savoir  : 

o{x)  =  t  -^  tQX  ^  tiX-  -{-  .  .  .  -H  tfi^^^X'^-'^. 

Gela  posé,  en  représentant  la  transformée  en  y  par 

l'un  quelconque  des  coefficients,  tel  que/?/,  sera  une  fraction  ayant 
pourdénominateura^'^~"'^',et  pournumérateur  une  fonction  entière,, 
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homogène,  de  degré  i  par  rapport  à  t^  ^o,  t^^  . . .,  tn^^i  et  de  degré 
{il  —  i)i  par  rapport  aux  coefficients  a^  b^  ...,  /z,  k.  Ce  degré  si 
élevé  rend  en  quelque  sorte  impraticable  le  calcul  de  l'équation 
en  j^;  aussi  ce  qui  a  été  obtenu  de  plus  important  par  la  considé- 
ration de  cette  transformée,  en  particulier  le  théorème  de  M.  Jer- 
rard  sur  l'équation  du  cinquième  degré,  ne  semble  établi  qu'à  titre 
de  possibilité,  en  raison  de  l'excessive  complication  des  opérations 
nécessaires  pour  parvenir  à  un  résultat  effectif.  Mais  on  peut  sur- 
monter ces  difficultés  par  la  proposition  suivante  : 

Soit 

^o-aTo-H^>T,+...-H^T„_„ 
• 1 

in-:)  =  aT,i-:i  -h  Dlft-^, 
in-1  =  <^  1  n-l' 

Cette  substitution  effectuée  dans  la  fonction  pi  la  changera 
en  une  fonction  Pi  du  même  degré  par  J^apport  aux  indéter- 
minées nouvelles  T,  To,  T^,  . . .,  T,^_o,  mais  débarrassée  de  tout 
dénominateur,  et  du  degré  i  seulement  par  rapport  aux  coef- 
ficients a^  b^  .  .^  /z,  k.  De  plus,  P,^  sera  divisible  par  a,  de  sorte 
que  -Vn  ne  sera  cjue  du  degré  n  —  i  par  rapport  à  ces  coeffi- 
cients. 

Celte  proposition,  très  facile  à  établir,  conduit  à  la  véritable 
forme  analytique  qu'il  est  convenable  de  donnera  la  fonction  ^{x)^ 
de  sorte  que  désormais  la  formule  de  transformation  sera  ainsi  re- 
présentée : 


y  ^o{x)  =  aT 


h 


1\  -^  ax-^ 

-h  bx 

-r-  C 


•  hx'^—^ 


et  l'équation  transformée  par 

y'^  -4-  Pi  _K'^"  '  -4-  P27"~-  —  .  .  .-H  P/A  —  o, 

tous  les  coefficients  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  f\x). 

Une   autre   conséquence   résulte   encore   de    l'introduction    des 

variables  T,  Tq,  T,,  .  . .,  T,^_2.   On  sait  de  combien  de  travaux  a 
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été  l'objet  la  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées, 
et  combien  de  notions  analytiques  importantes  cette  étude  a  don- 
nées à  l'Algèbre.  Par  exemple,  ces  fonctions  désignées  sous  le  nom 
à^ invariants,  en  raison  même  de  la  propriété  qui  leur  sert  de  dé- 
finition, de  se  reproduire  dans  toutes  les  transformées  par  des 
substitutions  linéaires,  donnent  les  éléments  qui  caractérisent  les 
propriétés  essentielles  des  racines  des  équations  algébriques,  celles 
qui  subsistent  dans  ces  diverses  transformées  (^).  D'autre  part,  la 
connaissance  acquise  de  ces  fonctions,  et  de  celles  qu'on  nomme 
covariants,  permet,  dans  beaucoup  de  circonstances,  d'obtenir 
sans  efforts  le  résultat  de  longs  calculs  qui,  sans  leur  emploi  im- 
médiat, n'eussent  au  fond  servi  qu'à  les  mettre  en  évidence,  ou  à 
faire  ressortir  dans  une  question  spéciale  l'une  des  propriétés  dont 
on  possède  maintenant  la  signification  la  plus  étendue.  Mais  tant 
de  beaux  résultats,  dont  la  Science  est  surtout  redevable  aux  tra- 
vaux des  savants  géomètres  anglais  MM.  Gayley  et  Sylvester, 
semblent  ne  pouvoir  être  utilisés  lorsqu'on  sort  de  la  comparaison 
des  équations  par  des  substitutions  linéaires  de  la  forme 

,,         •                         aX-t-3                   ,.              „        Ix-^ 
(  I  )  ^  =  — =7 1^  »  OU  bien         A  — ? 

^  ^  Y  ^  "^  ^  a  —  Y  37 

pour  considérer,  comme  nous  le  faisons  ici,  les  substitutions  les 
plus  générales.  Effectivement,  aucune  combinaison  rationnelle  des 
coefficients  /?,,  p^^  ...,  p,i  ne  fait  apparaître  les  covariants  de 
l'équation  proposée;  mais,  comme  nous  allons  voir,  il  arrive  que 
ces  quantités  se  manifestent,  au  contraire,  immédiatement  par  l'in- 
troduction des  variables  T,  Tq;  T^,  . .  .,  T,^_2.  C'est  ce  qui  résulte 
de  la  proposition  suivante  : 
Soit 

F(X)  ^  (yX  -+-  lyifi'^.^±l\  ^  AX«  H-  BX'^-i  + . .  . -h  HX -+-  K  r=.  o 


s^yX  ■ 
la,  transformée  par  la  substitution  (r)  de  Inéquation  proposée, 


(^)  Par  exemple,  les  conditions  qui  déterminent  le  nombre  des  racines  réelles 
et  imaginaires  dans  les  équations  à  coefficients  réels  dépendent  uniquement  des 
invariants,  sauf  le  cas  du  quatrième  degré.  J'ai  donné  ces  conditions,  indépen- 
damment du  théorème  de  M.  Sturm,  pour  les  équations  du  cinquième  degré,  dans 
un  Mémoire  sur  la  tliéorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées.  {Cam- 
bridge and  Dublin  niathematical  Journal,  année  i854.  ) 
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et  représentons  V expression  analogue  à  o[x)^  niais  relative  à 
cette  équation,  par 


+  B 


^0  • 


■  AX2 

-BX 

•G 


^1  • 


-AX«-i 
BX^^-2 

-H 


on  pourra  immédiatement  obtenir  <ï>,  en  faisant  dans  o,   en 
premier  lieu  : 


(2) 


T,-       =  (ao  —  Py)  (a  -i-  [3îB)«-2-/(y  +  SCB)S 

l   T,,_2  =  (aS  -  Py)  (y  +  8îBy^-2^ 

50^/5  /a  condition  qu^après  les  développements  on  remplace  cB^ 
par  toi^  de  manière  à  parvenir  à  des  expressions  linéaires  en 
^0?  ^\)  •  •  -7  S/2-2  5  ^'^  second  lieu,  et  pour  ce  qui  concerne  T,  la 
valeur  à  substituer  se  déduira  de  la  relation 

jiai:  -^(n  —  i)bTo-\-  (n-  -  2)  c  T-i  +. .  .-H  2^T;,_3  +  /^T;,_2 

=   7lAS  +  (71  —  l)Bî5o  -H  (/i  ~  2)  G^l   +...-}-  2G^/i-3  -H  H^,i_2. 


On  remarquera  la  liaison  qu'établit  cette  proposition  entre  les 
deux  groupes  d'indéterminées  Tq,  T,,  . . .,  T,^_2,  ^o?  ^i?  •  •  •?  S/2-2? 
et  le  rôle  entièrement  séparé  de  l'indéterminée  T.  Ces  relations  (2), 
indépendantes  des  coefficients  a,  6,  .  . .,  ^,  A,  représentent  préci- 
sément ce  que  M.  Sjlvester  a  nommé  ane  substitution  congré- 
diente  avec  la  substitution  binaire 


(3) 


7  =  ï^'+^y, 


et  le  sens  qu'on  doit  attacher  à  cette  expression  se  trouvera  nette- 
ment fixé  par  cette  proposition  : 

Désignons  respectivement  par  S  et  (S)  les  substitutions  (3) 
et  (2);  si  l'on  obtient  S  en  composant  deux  substitutions  ana- 
logues S',  S'^,  de  sorte  qu'on  ait 

H.  —  II.  3 
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la  substitution  i^è)  sera  de  même  coinposée  de  deux  autres,  et, 
si  Von  représente  par  (S^)  et  (S'^)  les  substitutions  déduites  de 
S^  et  S^'',  diaprés  la  même  loi  que  (S)  de  S,  on  aura  la  relation 

De  là  résulte  que  toute  fonction  des  quantités  P,,  Po,  ...,  P/^, 
indépendante  de  T,  par  exemple  toutes  les  fonctions  symétriques 
des  différences  des  racines  y^  seront,  par  rapport  à  Tq,  Ti,...,  T/^_2, 


des  covariants  de  la  fonction  homogène  J^^fi  -  )  •  Telles  seront  en 
particulier  les  quantités 

(^  — l)  Pf--'2nP9,       (/l  —  l)(/l  —  2)Pf  —  3/z(71—  2)PiP2  4-3/l2P3,   CtC. 

qui  jouent  le  principal  rôle  dans  les  recherches  que  j'espère  pou- 
voir bientôt  communiquer  à  l'Académie  sur  la  réduction  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré  à  la  forme  obtenue  par  M.  Jerrard.  Mais, 
en  ce  moment,  c'est  aux  équations  du  quatrième  degré  que  je  vais 
appliquer  ces  considérations,  afin  de  les  réduire  à  la  forme 

(4)  :r''  — 6S^2_8T^  — 3S2  =  o, 

et  par  là  d'en  conclure  les  expressions  de  leurs  racines  au  moyen 
des  fonctions  elliptiques.  Je  me  fonderai  à  cet  effet  sur  cette  re- 
marque que,  dans  cette  équation,  comme  celles  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  auxquelles  elle  a  été  comparée,  savoir  : 


et 

^îp_6  22„8([  —  2A'2)^~3  =  o, 


l'invariant  quadratique  est  nul.  Or  toute   équation  du  quatrième 

degré 

A ^^  -h  4  Bx^  -{-  ^Gx^  H-  ciBx  -^E  —  o, 

où  l'on  suppose  cette  quantité 

I  =r  AE  — 4BD-i-  3G^-  =  o, 

T      .  1  X  —  B 

devient,  en  y  remptaçant  x  par  — -r — , 

^v_G(B2  4-AG)^2_|_4(A2D  — 3ABG-H2B^):r  —  3(B2  — AC)2  =  o; 
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ce  qui  est  bien  la  forme  de  l'équation  (4).  Etant  donc  proposée 
Féquation  générale 

ax''-  -I-  4  bx^  4-  6  ex-  -V-  4  dx  h-  e  =  o, 


essayons  de  déterminer  la  substitution 


y  =  o{x)  =  aT  -1-  ax 

+  46 


To  -i-  ax'- 

Ti 

H-  ax^ 

-4-  4  bx 

-H  4  bx 

-f-  6c 

-{-6  ex 
+  4^^ 

T., 


de  manière  que,  dans  la  transformée  que  nous  écrirons  ainsi 

y.  _|_  4  p^^3  ^  GP,^.2  _^  4  p^y  ^  p^  ^  o, 

l'invariant  quadratique  soit  égal  à  zéro.  On  devra  poser 

P4-4PiP3H-3Pi=.o, 

relation  du  quatrième  degré  par  rapport  à  To,  T, ,  To  ;  mais,  ce  qui 
justifie-^précisément  le  mode  de  réduction  que  nous  avons  en  vue, 
c'est  qu'elle  se  décompose  en  deux  facteurs,  de  sorte  qu'en  posant 

î=ar'^  -l-4cTf-{-eT|-H4^^TiT2  +  2cToT2-l-4^ToTi, 

l  ~  ae  —  [\bd-\-  oc^, 

J  r=  aee  -H  ibcd —  ad'^  —  eb-  —  c^, 

on  aura  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  du  second  degré  seule- 
ment 

IfH-(  GJ- 


/^ 


/r^-27JM(ToT2  — Tf): 


:   O, 


If-{-     GJ- 


/J3_,^7J2       (T/r2-Tf)=:0. 


v/= 


On  pourra  donc,  et  d'une  infinité  de  manières,  en  s'adj oignant 
de  simples  racines  carrées,  déterminer  une  substitution  qui  ramène 
toute  équation  de  cjuatrième  degré  à  l'équation  (4),  dont  les  ra- 
cines ont  été  exprimées  par  les  fonctions  elliptiques.  Et  l'on  remar- 
quera que  f  est  bien  un  co variant  de  la  forme 

f  =  ax''  -H  4  bx^y  -i-  iSex'^y'^  H-  4  dxy^  -f-  e/^, 
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car  cette  quantité  peut  s'obtenir  en  remplaçant,  clans  l'expression 

^-,  xy^  y-  d'une  part,  ^-,  ^t,,  'f\-  de  l'autre,  respectivement  par  T„, 
T^,  To  ;  d'ailleurs  I  et  J  sont  les  deux  invariants  et  T^  —  27  J-  le 
discriminant. 

Mais  il  est  une   autre   équation  que  présente  la   théorie  de  la 
transformation  du  troisième  ordre  et  à  laquelle  on  pourrait,  par 

une  substitution  de  la  forme  y  =:  -^ ^7  ramener  éeralement  toute 

équation  du  quatrième  degré.  Soit,  en  général,  pour  un  ordre  quel- 
conque ;i, 

en  partant  des  expressions  données  dans  les  Fandamenta  pour  A 
et  )/,  et  d'où  l'on  tire 

^,     siii  coam'ioj.sin  coaiii  4  w,  .  ,  . ,  sin  coam(/i — -1)0) 
A  a  11  1  '2  eu .  A  a  ivi  j  to ,  .  .  . ,  A  a  111  (  /i  —  i  )  co 

le  P.  Joubert  a  fait  la  remarque  importante  que  les  fonctions  ra- 
tionnelles symétriques  des  diverses  valeurs  de  V  qui  correspondent 
à  toutes  les  déterminations  de  co,  ne  dépendent  que  du  produit  du 
module  par  son  complément,  de  sorte  qu'il  existe  entre  V  et  U  une 
équation  de  degré  /i  +  i ,  analogue  pour  plusieurs  propriétés  essen- 
tielles (')  à  l'équation  modulaire  entre  ^  et  u.  Par  exemple,  pour 
/z  n=  3,  /z  =  5,  ji-:=z  n^  \q  calcul  cfTectué  par  le  P.  Joubert  donne 
les  relations 

V4  _  4  U3  Y3  +  2  U  V  -h  U-'^  =  o, 

Y6_  jGUn^^-i-i5U2Y*-f-i5U^'V2-i-4Uy-4-  U6--:^o, 
V8  — e/iUn^' -F7.48U0VS—  7.96 U^y^  -t-y.g^U^'V-'" 
—  7 .48  U3  Y3  -h  7.19.  U2  Y2  _  8  UV  -H  U8  r=  o. 

C'est  la  première  qui  pourrait  servir  à  l'objet  que  nous  indiquons; 
mais  je  me  bornerai,  en  terminant  cette  Note,  à  montrer  qu'elle 
donne  un  nouvel  exemple  de  ce  rapprochement  que  j'ai  essayé  de 


(^)  Ces  propriétés  seront  l'objet  d'un  prochain  article. 
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faire  ressortir,  entre  la  théorie  de  la  transformation  pour  le  troi- 
sième ordre  et  celle  des  formes  cubiques  à  trois  indéterminées. 
Effectivement,  le  paramètre  /  qui  figure  dans  la  transformée  cano- 
nique 

cv^  -f- jK^  -h  -5^  H-  6  Iccjz 

dépend  des  invariants  S  et  T,  ou  plutôt  de  S  et  S,  par  l'équation 

l^  —  l    _  j_  ^ 
8/-^  -4-1  "  4  Si* 

Or  il  suffit,  en  introduisant  une  seule  indéterminée,  de  poser 
1=  pY  pour  la  ramener  à  la  relation  entre  V  et  U.  De  là  résulte 
qu'en  prenant  pour  modide 


•2  s/S--^ 
et  posant,  pour  abréger, 

cp  —  ^-  (mK  -+■  m' ili!) 


on 


a  ces  expressions  des  trois  quantités  ô,  A  et  /,  savoir  : 


^         /7T     sin^amo  i     ,^  i-i-cos^amo  ,  S        Aamo 

0  =  l/S  -r— —  •>  A  =    -   v/S .— '-  7  i  ~  -^ ; 

sin^coamcD  2  sin^aiii'-p  oi   sin  coamcp 

Dans  ces  formules  Jii  et  m^  peuvent  être  pris  égaux  à  deux  nombres 
entiers  quelconques,  pourvu  qu'on  ne  les  suppose  pas  en  même 
temps  nuls  ou  divisibles  par  3. 
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C.  R.,   t.  XLVJIT,   1859   (I)?  P-  940-1079-1096; 
t.  XLIX,   1809(11),  p.   i6-[io-i4i. 


On  connaît  toute  l'importance  dans  la  théorie  des  équations 
algébriques  de  cette  fonction  des  coefficients  à  laquelle  a  été 
donné  le  nom  de  discriminant^  et  qui  représente  le  produit  symé- 
trique des  carrés  des  différences  des  racines.  Aussi  les  géomètres 
ont-ils  recherché,  surtout  dans  ces  derniers  temps,  les  méthodes 
les  plus  propres  à  en  abréger  le  calcul.  Mais,  dans  les  applications 
à  une  équation  donnée,  ces  méthodes  générales  sont  le  plus  sou- 
vent impraticables  en  raison  des  opérations  laborieuses  qu'elles 
exigent.  C'est  cette  difiiculté  qui  m'a  longtemps  arrêté  pour  for- 
mer la  réduite  du  onzième  degré  de  l'équation  modulaire  du  dou- 
zième, la  fonction  des  racines  que  j'ai  employée  pour  effectuer 
l'abaissement  conduisant  dans  les  trois  cas  du  sixième,  du  hui- 
tième et  du  douzième  degré  à  calculer  le  discriminant  de  ces  équa- 
tions. J'ai  donc  essayé  d'étudier  en  général  le  discriminant  des 
équations  modulaires,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  ex- 
pressions des  racines  sous  forme  transcendante,  dans  l'espérance 
d'arriver  à  un  calcul  qui  pût  être  effectué  au  moins  dans  le  cas 
que  j'avais  en  vue.  J'y  suis  effectivement  parvenu,  et  j'ai  vu  en 
même  temps  cette  recherche  conduire,  par  une  Yoie  aussi  simple 
que  naturelle,  à  d'importantes  notions  arithmétiques  et  à  des  pro- 
positions qu'on  ne  trouvera  pas,  j'espère,  sans  intérêt,  sur  les 
sommes  de  nombres  de  classes  de  formes  quadratiques,  dont  les 
déterminants  suivent  une  certaine  loi.  M.  Kronecker  a  déjà  donné 
dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  de  Berlin  (séance  du 
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29  octobre  1807)  les  énoncés  de  plusieurs  beaux  théorèmes  de 
cette  nature;  ceux  que  je  vais  établir  dans  cette  Note  et  qui,  si  je 
ne  me  trompe,  tiennent  à  d'autres  principes,  contribueront,  je 
pense,  avec  les  propositions  dues  à  cet  illustre  géomètre,  à  jeter 
un  nouveau  jour  sur  une  des  plus  importantes  théories  de  FÂrith- 
mé tique,  en  la  rattachant  par  de  nouveaux  liens  à  l'Algèbre  et  à 
l'Analyse  transcendante. 


Soit  n  un  nombre  premier  et  0(c',  ;^)  =  o  l'équation  modu- 
laire de  degré  /?  +  i  ;  en  faisant,  pour  abréger^  s  ==  ^  -  K  on 
trouve  très  aisément  que  le  produit  des  carrés  des  difîPérences  des 
racines  (^,  prises  deux  à  deux,  et  que  je  désignerai  par  D,  a  la 
forme  suivante  : 

D  =  z^'^+i(r—  u^)'^+'-{a(,-\~  aiu^-^  a,u^^-^..  .-I-  avU^^), 

le  polynôme  a^-^-  a^u^  -^  ...  étant  réciproque,  c'est-à-clire  que 
€11^=^  cu,_i^  et  ne  contenant  ni  le  facteur  u^  ni  le  facteur  \  —  u'^  \ 
quant  au  nombre  v,  il  a  pour  valeur 

V  = (/H-£). 

4 

Cela  posé,  je  vais  en  premier  lieu  établir  que  D  est  un  carré  par- 
fait. Je  me  fonderai  pour  cela  sur  la  relation  importante  donnée 
par  Jacobi,  entre  le  multiplicateur  M,  le  module  proposé  et  le 
module  transformé,  savoir  : 


En  posant 


,    X(.->.^)   dk 
n    k(\  —  k'-)    dX 


^^®        fi/  ^  '^®        ^/ 


de  sorte  qu'on  ait,  en  vertu  de  l'équation  modulaire, 

du  6 ( (^ ,  u) 
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cette  relation,  si  Ton  introduit  u  el  v  au  lieu  de  \/ k  et  y^X,  devien- 
dra 


M.2=- 


n  u{\  —  ii^)S"l  p,  u) 


D'ailleurs,  les  valeurs  correspondantes  de  v  et  de  M  sont,  comme 
on  sait, 


ç  -zrz  ^^/^[sin  coamsp  sin  coam  4  p  •  •  •  ?ui  coam(/i —  Opl^ 

sin  coani2  o  sin  coam  4  p  .  .  •  sin  coam  {a  —  i)  "  P 


n—\ 


P  .  .  .  si n  coam  {a  —  i )  "  1  " 
1  .  .  .  sin  am  (/i  —  i)  ^        J 


sin  amiip  sinam4p  . 
de  sorte  qu'en  faisant 

K        iW        K-f-tK'  {n  —  \)K-^i\\' 


g  ~ 


n         n  II  n 


on  obtiendra  simultanément  les  /^  +  i  valeurs  de  M  et  les  n  -f-  i 
racines  v^^  ç^^,  ...,  {>,i  de  l'équation  modulaire.  Or  les  équations 
entre  M  et/r  ont  pour  coefficients  des  fonctions  entières  de  /r,  celui 
de  la  plus  haute  puissance  de  M  étant  l'unité,  et  le  dernier  la  con- 

s  tante  numérique  ^^ >  de  manière  que  le  multiplicateur  ne 

peut  jamais  devenir  nul  ou  infini  pour  une  valeur  finie  de  k.  Cette 
propriété  importante,  qui  est  due  au  P.  Joubert,  montre  que  les 
valeurs  de  p  et  a^  qui  satisfont  à  l'équation  modulaire  et  à  sa  déri- 
vée 6(p,  z^)  =:  o,  annulent  nécessairement  aussi  le  dénominateur 
de  M  et,  par  suite,  3((',  u)^  si  l'on  exclut  les  cas  limites,  u  =  o^ 
u^z=zi^  auxquels  correspondent,  comme  on  sait,  r  =  o,  (^^=1. 
Cette  restriction  faite,  on  peut  conclure  que  toutes  les  autres  solu- 
tions simultanées  des  équations  0(i',  z/,)  =  o,  0((',  u)  =  o  sont 
doubles;    elles   annulent,  en  efî'et,   la   déterminante  fonctionnelle 


de    dQ 

de    d{) 

dO 

r^d^ 

-  ^  — 

di>    du 

du    dv 

du 

ds> 

car,  à  cause  de  l'équation  9  =  o,  cette  déterminante  contient  le 
facteur  S(i^,  u).  C'est  dire  que  tous  les  facteurs  du  discriminant, 
autres  que  u  et  i  —  u^ ^  y  entrent  au  carré,  d'où  résulte  que  le 
polynôme  a^-r  ct\  u'^  -\'  ...,  qui  ne  contient  pas  ces  facteurs  et, 
par  suite,  le  discriminant  lui-même,  est  un  carré  parfait.  A  la 
érité  pourrait-on  demander   en  toute  rigueur  de  démontrer  qu'il 


V 
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ne  renferme  pas  de  facteurs  triples  ou  élevés  à  une  puissance  im- 
paire. Mais  ce  point  sera  lui-même  complètement  établi  plus  tard, 
à  l'aide  d'une  remarque  que  je  dois  encore  placer  ici.  Multiplions 
membre  à  membre  les  n  -\-  i  équations  qu'on  déduit  de  la  rela- 
tion 


n  u{i  —  u^)?j{{^^  u) 


en  y  remplaçant  successivement  i^  par  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion modulaire.  Comme  le  produit  des  valeurs  de  M  est  dz  -  »  on 
trouvera,  en  employant,  pour  abréger,  le  signe  de  multiplication  II, 


ïlç(i  —  v^)       170((;,  u) 


Mais  on  sait  que 
on  en  conclut  (')  que 

et  il  vient  par  conséquent 


£ 


J\'à{ç,  u)  =  ■ n0((;,  u). 

Or,  au  signe  près,  n9(^,  u)  est  le  discriminant,  et  cette  relation 
montre  qu'on  peut  le  considérer  comme  provenant  de  l'élimina- 
tion de  c^,  entre  les  équations 

©(Pj    It)   =   O,  S'((^,    fi)   r=  O, 

la  seconde  étant  la  dérivée  -y--  Gela  posé,  faisons  le  changement 
de  ^  en  u^  et  de  u  en  tv]  d'après  une  propriété  fondamentale  des 
équations  modulaires,  6  ne  changera  pas,  -y-  ==  o  deviendra  par 
conséquent  —  =  o,  et  le  discriminant,  lorsqu  on  y  aura  mis  z^^  au 
lieu   de  u^  représentera  le  résultat  de  rélimination  de  u  entre  les 


(^)  Il  suffit  pour  cela  de  poser  ï^  =  ^(w),  puis  de  changer  w  en •>  et  d'éle- 
ver les  deux  membres  à  la  puissance  huitième,  les  racines  t^^,  ç^,  ...  étant  ainsi 
devenues  :  y  i  ~"  ^iÎj  v  ^ —  ^'i?  etc. 
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équations 

de 

Mais,  D  ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  ;^,  ce  change- 
ment reviendra  à  écrire  la  lettre  c  an  lien  de  u^  d'où  cette  consé- 
quence qne  l'ensemble  des  valeurs  égales  des  racines  v^^  c^,  ...y 
v,i^  ne  diffère  pas  de  la  série  des  valeurs  de  u  qui  font  acquérir  à 
l'équation  modulaire  ces  valeurs  égales. 


1. 


Après    avoir   établi    que    le   discriminant  est  un   carré  parfait^ 
ce  qui  permet  d'écrire  désormais 

si  l'on  pose 

A  /       X  o  ^^^  —  I  71  -i-  £ 


nous  introduirons  la  transcendante  dont  j'ai  donné  ailleurs  (^)  la 
définition  et  les  propriétés  fondamentales,  en  faisant 

et  c'est  ainsi  que  nous  parviendrons  à  représenter  explicitement 
toutes  les  racines  du  polynôme  ô(^(^),  en  donnant  pour  chacune 
d'elles  la  valeur  de  (o.  Le  caractère  principal  de  ces  valeurs  con- 
siste en  ce  qu'elles  sont  l'une  des  racines  toujours  imaginaires, 
celle  où  le  coefficient  de  ^  {-)  est  positif,  d'équations  du  second 
degré  à  coefficients  entiers,  et  que  nous  désignerons  de  cette  ma- 
nière : 
(a)  Pco^-h  2Qw -+- R  —  o. 

Nous  allons  donner  le  moyen  d'obtenir  toutes  ces  équations  en  les 


(^)  Co7nptes  rendus,  i858,  p.  5ii. 

(2)  Peut-être  n'est-il  pas  inutile,  pour  éviter  toute  ambiguïté,  de  dire  que  la 
quantité  i  dont  il  est  question  est  précisément  relie  qui  figure  dans  l'expression 
analytique  de  9 (o))  où  elle  a  été  introduite  en  posant  g  -—  e'^". 
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déduisant  de  certaines  classes  de  formes  quadratiques  de  détermi- 
nant négatif,  mais  il  est  d'abord  nécessaire,  à  l'égard  de  cette 
dépendance  que  nous  établissons  entre  les  équations  elles  classes, 
d'indiquer  la  proposition  suivante  : 

A  toutes  les  classes  qui  ont  même  déterminant  ou  seulement  à 
certains  ordres  correspondront  toujours,  sauf  deux  exceptions  dont 
il  sera  question  plus  bas,  soit  deux  groupes,  soit  six  groupes  de 
huit  équations,  telles,  que  dans  un  même  groupe  toutes  les  équa- 
tions se  déduisent  de  j'une  d'elles,  en  y  remplaçant  co  par 
co-|-2/?z,  le  nombre  m  étant  pris  suivant  le  module  8.  De  sorte 
que,  si  l'on  veut  avoir  seulement  les  valeurs  distinctes  de  cp8(ca), 
on  ne  conservera  qu'une  forme  de  chaque  groupe,  alors  et  sous 
cette  condition  correspondront  à  chaque  classe  deux  ou  six  équa- 
tions (a). 

Désignons  dans  le  premier  cas  par 

P  w-  -4-  '2  Q  w  H-  l\  =  0 

l'une  des  équations,  Fautre  s'en  déduira  en  y  remplaçant  w  par 
y  et  il  en  résultera  deux  valeurs  o('co)  et  — - — -  qui  seront  deux 

1  -I-  ()0  '  ^      /         cp(w)    ^ 

racines  réciproques  du  polynôme  6(z^). 

Pour  le  second  cas,  on  aura  d'abord  les  deux  équations  dont 
nous  venons   de  parler,  et  chacune  d'elles  en    donnera  en   outre 

deux  autres,  en  y  remplaçant  (o  par et  co  —  i .  Autrement  dit, 

les  six  équations  résulteront  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  en 
y  faisant  les  substitutions 

(0  l  I  I 

,         ,         Lu  I  ,  1 


I  -1-   Oj 


x\  ces    six  valeurs   de  co  répondent  six  groupes  de  huit  racines  du 
polynôme  6(;^),  qu'on  obtiendra  par  les  relations 

Quant  aux  cas  d'exception  à  ces  règles,  ils  concernent  les  classes 
dérivées  de  ces  deux  formes  (i,  o,  i)  et  (2,  i,  2).  On  rencontre 
les  premières  lorsque,  le  nombre  premier  n  étant ^^  i  (mod  4)?  on 
peut  faire 
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Selon  qu'elles  présentent  les  caractères  propres  aax  formes  qui 
fournissent  deux  ou  six  équations,  on  n'en  doit  prendre  qu'une 
seule,  savoir  : 

(jO-  —  2  W  -i-  '2  —  O, 

d'où 

oa^l-i-z:,  cp8(aj)  =  —  i; 

ou  bien  les  trois  suivantes  : 

(.O^-h   I    =0, 
tO- 2  0)  +  2  =  O, 

2a)2-{-  2œ  -!-  I  =:  o, 
d'où 

œ  —  I  -}-  ^ ,  cp8  (  0)  )  =  —  I , 

.)  Cp8(ci))   —   2. 

[-h   l  T      ^        ■ 


CO   = 


]..e  premier  cas   a  lieu  lorsque  b  est  impair  ou  impairement  pair, 
et  le  second  lorsque  b  est  divisible  par  4  dans  l'équation 

Les  classes  dérivées  de  (a,  i,  2)  s'offrent  lorsque 

et  toujours  avec  les  caractères  propres  aux  formes  qui  fournissent 
six  équations.   Mais  on  en  doit  prendre  seulement  deux,  qui  sont 

0)2+  CO  -^  J   =:   O,  W- O)  -T-  I  =  O, 

et,  quant  aux  valeurs  de  0(0))  qu'elles  déterminent,  elles  dépendent 
de  l'équation 

Ainsi  le  facteur  u^^ —  u^  -{-  i  se  présentera  dans  le  polynôme  ^{u) 
pour  72-—'-,  i3,  19,  etc. 

Ces  préliminaires  établis,  nous  arrivons  à  la  formation  même 
des  équations  en  to.  A  cet  effet,  nous  considérerons  deux  séries 
de  déterminants,  les  uns  donnés  par  l'expression 

A  =  ( 8  0  —  o7i){n  —  20), 

les  autres  par  celle-ci  : 

A'  =  80(72  —  80  ), 
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en  attribuant  à  S  toutes  les  valeurs  en  nombre  évidemment  fini 
qui  les  rendent  positives,  et  nous  aurons  les  propositions  sui- 
vantes : 

Première  série  :  A  =:  (8S.  —  d7i){71  —  28). 

Pour  A^i(mod4),  toutes  les  classes  de  déterminants  — zi 
peuvent  être  représentées  par  des  formes  (P,  Q,  R),  où  Q  est 
impair  et  R  impairement  pair.  Ces  formes  fourniront  deux  équa- 
tions, dont  le  type  sera  précisément 

Pw2-1-  :j,Qw-i-R  =  0. 

Pour  A^  —  i  (mod4),  les  seules  classes  de  l'ordre  impropre- 
ment primitif  ou  dérivées  d'ordres  improprement  primitifs  pour- 
ront être  représentées  de  même;  les  autres  seront  exclues,  et  cha- 
cune des  premières  fournira  deux  ou  six  équations,  suivant  qu'on 
aura  A  ^  —  i  ou  3(mod8). 

Deuxième  série  :  A'— 8.$(^i — ^8§). 

Pour  S  impair,  on  exclut  les  classes  où  les  trois  coefficients  sont 
divisibles  par  2  ;  toutes  les  autres  fournissent  chacune  deux  équa- 
tions. 

Si  S  est  pair,  on  prend  sans  exception  toutes  les  classes  de 
déterminants  —  A^,  et  c'est  alors  seulement  qu'on  rencontre  les 
groupes  de  classes  auxquelles  correspondent  six  équations.  Le 
premier  de  ces  groupes  se  présente  lorsc[ue  8  ^  —  2/2(mod8)  ;  il 
est  composé  de  toutes  les  classes  dont  les  coefficients  sont  divi- 
sibles par  4?  et  qui,  ce  facteur  supprimé,  constituent  l'ordre 
improprement  primitif,  ainsi  que  les  dérivés  d'ordres  impropre- 
ment primitifs   ('),    de  déterminant Le  second  est  donné 

par  les  valeurs  de  S  qui  sont  multiples  de  8,  et  il  est  composé  de 
toutes  les  classes  dont  les  coefficients  sont  divisibles  par  8.  L'une 
quelconque  de  ces  classes,  auxquelles  correspondent  six  équa- 
tions,  étant  désignée   par    (P,  Q,  Pi),    conduit  immédiatement   à 


(^)  Celte  réunion  d'ordres  qui  se  présente  dans  les  deux  séries  de  déterminants 
pourrait  être  appelée  simplement  le  groupe  improprement  j^rimitif;  ce  serait 
ainsi  Fensemble  des  classes  (A,  B,  G),  où  B  est  impair,  A  et  G  pairs,  ces  trois 
nombres  pouvant  avoir  d'ailleurs  un  diviseur  impair  quelconque. 
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l'équation  type 

P  w^  +  2  Q  w  -I-  R  —  o  ; 

mais  pour  les  autres,  auxquelles  correspondent  deux  équations, 
et  qu'on  peut  représenter  ainsi  : 

p(A,  B,G), 

p  étant  I,  2  on  4,  et  A,  B,  G  n'étant  plus  à  la  fois  divisibles  par  2, 
il  sera  toujours  possible  de  déduire  de  (A,  B,  G)  une  transfor- 
mée (P,  Q,  R)   où  P  est  impair,  R  pair,  et  l'équation  en  co  sera 

encore 

P  a>2  _^  2  Q  w  -f-  R  =  o. 

Une  observation  essentielle  doit  être  enfin  jointe  aux  proprié- 
tés précédentes  :  c'est  que,  dans  la  série  des  équations  dont  nous 
devons  donner  la  formation,  jamais  on  n'obtiendra  deux  fois  la 
même,  si  l'on  a  égard  à  ce  qui  a' été  précédemment  dit  relative- 
ment aux  classes  dérivées  des  formes  (i,  o,  i)  et  (2,  i,  2).  La  con- 
sidération des  formes  réduites  permet  de  le  démontrer  très  aisé- 
ment, et  il  en  résulte  cette  remarque  qu'un  nombre  premier  n'a 
qu'une  seule  représentation  dans  le  groupe  des  formes  de  même 
déterminant  où  le  coefficient  moyen  est  nul. 


m. 


Pkisieurs  des  résultats  précédemment  établis  s'étendent  aux 
équations  plus  générales  qui  fournissent  la  relation  entre  les  mo- 
dules pour  toutes  les  transformations  des  fonctions  elliptiques. 
Geux  que  je  vais  indiquer,  en  considérant  pour  l'ordre  de  la  trans- 
formation un  nombre  n  impair  sans  diviseur  carré,  montreront, 
je  pense,  l'intérêt  qui  m'a  attaché  à  ces  reclierclies,  auxquelles 
j'espère  donner  par  la  suite  de  nouveaux  développements.  Dans 
ce  cas,  l'équation  rationnelle  entre  (^  =  y/X  et  u  =  '{/ k.  est  d'un  de- 
gré égal  à  la  somme  des  diviseurs  de  /^,  et  le  premier  point  que 
j'ai  dû  établir  consiste  en  ce  que,  si  l'on  pose  «  =  ^(w),  les  ra- 
cines seront  représentées  ainsi  : 

/oco-f-  iG/nX 

9     ^ ' 

\         oi         / 
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S  et  6j  étant  deux  diviseurs  de  /?,  de  sorte  que  n  =  SSi,  ni  étant 

pris  suivant  le  module  5,   et  (ijj  ayant  la  signification  habituelle 

relative  aux  nombres  composés. 

Considérant  ensuite  le  produit  des  carrés  des  difiPérences  des 
racines,  j'ai  trouvé  qu'en  le  désignant  toujours  par  D,  on  avait 

OÙ  N,  N^  et  V  sont  des  nombres  entiers  dont  la  détermination 
dépend  des  fonctions  numériques  suivantes,  qui  s'offrent  pour  la 
première  fois  en  analyse. 

Soient  S  et  S^  deux  diviseurs  de  /i,  tels  que  l'on  ait 

la  première  de  ces  fonctions  sera  la  somme  de  toutes  les  quan- 
tités SS^,  et  je  la  désignerai  ainsi  : 

Le  seconde  A^^^  sera  définie  comme  la  précédente,  mais  en  em- 
ployant seulement  pour  S  et  S'  les  diviseurs  de  n  qui  satisfont  à  la 
condition 

\  0 /  \nl' 

Cela  étant,  si  ô)b  et  dXo'  représentent  la  somme  et  le  nombre  des 
diviseurs  de  /z,  on  aura 

w=  71.31:,'— 0%  + 2  a;,, 

4v  =  3b2_x_N_4N'. 

Ces  quantités  auxquelles  conduit  immédiatement  le  discriminant 
de  l'équation  modulaire  montrent  donc  le  premier  emploi  des 
fonctions  A/^,  A^'^,  qui,  si  on  les  prend  complètes,  c'est-à-dire  en 
introduisant  dans  les  sommes  tous  les  diviseurs  de  /z,  seront  de 
la  nature  des  fonctions  numériques  qui  ont  été  récemment  l'objet 
de  travaux  importants  de  M.  Liouville.  Mais  la  limitation  So^<<  n 

(^)  6,  ô'  ne  peuvent  être  pris  égaux  en  ire  eux  et  égaux  à  Tunité. 
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leur  imprime  un  caractère  spécial  qui  rappelle  dans  la  théorie  des 
nombres  la  notion  analytique  de  parties  de  fonctions.  Telle  est 
encore  cette  expression  de  la  somme  des  divise nrs  de  zi,  moindres 
que  y//z,  dont  M.  Kronecker  a  montré  le  premier  l'usage  dans  le 
beau  travail  que  j'ai  déjà  cité.  Et  il  semble  jusqu'ici  que  ce  soit 
dans  l'évalnation  des  sommes  de  nombres  de  classes  de  formes 
quadratiques,  dont  les  déterminants  suivent  certaines  progressions 
du  second  ordre,  que  ces  trois  fonctions  se  trouvent  appelées  à 
jouer  leur  principal  rôJe;  mais,  à  cet  égard,  j'aurai  surtout  pour 
but  de  faire  ressortir,  dans  le  cas  où  n  est  premier,  la  liaison  qui 
existe  entre  le  degré  du  discriminant  et  ces  nombres  de  classes. 
Pour  cela,  il  est  nécessaire  que  je  démontre,  comme  je  l'ai  déjà 
annoncé,  que  le  discriminant  ne  contient  pas  de  facteurs  mul- 
tiples autres  que  u  et  i  —  ^^^,  dont  le  degré  de  multiplicité  soit 
supérieur  à  deux. 


IV. 


Les   valeurs  de  co  par  lesquelles  les  racines  du  discriminant,  en 
exceptant  a  =  o,  u^  =^  i,  ont  été  exprimées  sous  la  forme 

présentent  ce  caractère  que  deux  quantités  ^(w),  ^  (co^)  sont 
essentiellement  différentes  du  moment  que  co  et  co^  ne  dépendent 
pas  de  la  même  équation;  et  il  en  résulte,  en  premier  lieu,  que  les 
valeurs  communes  que  prennent  respectivement  deux  racines  de 
l'équation  modulaire  pour  ?^=:cp(co)  et  z^  ==  cp ( co^ )  ne  pourront 
non  plus  jamais  être  égales.  Ce  point  établi,  j'observe  ensuite  que 
le  déterminant  Q^  —  PR  de  l'équation 

étant  résidu  quadratique  de  /i,  la  congru ence 

V X-  -^  iQ^x  -\-  K  ^^  o     ( mod  71  ) 
admet,  si  P  n'est  pas  multiple  du  module,   deux  solutions   réelles 
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qu'il  sera  toujours  possible  de  représenter  par  des  nombres  mul- 
tiples de  i6  : 

Gela    étant,    les   deux  racines   de    Féquation   modulaire,  qui  de- 
viennent égales  lorsqu'on  fait  ?/.  =  es ( to ) ,  seront 


et     o 


Et  dans  le  cas   où  l'on   suppose  P^o  (mod/^),    la   congruence 
n'admettant  plus  qu'une  solution  x  ^  [j.,  on  aurait  l'égalité 


>  n 


o  (  /l  OJ  ) . 


Mais  on  peut  toujours  faire  en  sorte  d'exclure  l'un  des  cas,  de 
rester  dans  le  premier,  par  exemple,  en  tirant  l'équation  en  co 
d'une  forme  quadratique  (P,  Q,  R)  où  P  ne  soit  pas  divisible  par  n. 
Cela  posé,   l'équation   modulaire  ne   saurait  présenter  non  plus, 

quand  on  y  fait  u  =  f  (w),  une  troisième  racine  o  ( ~  )  égale 

aux  précédentes;  car  [jl'^  devrait  nécessairement  vérifier,  ainsi 
que  [Ji  et  [Ji^,  la  congruence  P^-^-aQ^  +  R^  o  (mod/?),  ce  qui 
est  impossible  lorsqu'on  suppose  le  module  un  nombre  premier. 
Or,  ayant  démontré  que  les  racines  du  discriminant  ne  différaient 
pas  de  l'ensemble  des  valeurs  égales  des  racines  (^o?  ^m  •  •  •?  ^/^  de 
l'équation  modulaire,  nous  concluons  qu'il  n'existe  pas  de  fac- 
teurs triples  dans  le  discriminant,  précisément  de  ce  que  trois  des 
cjuantités  ç^^  (^j,  .  .  .,  i^n  ne  peuvent  jamais  coïncider  pour  aucune 
valeur  finie  de  co.  Ayant  donc  fait 

nous  pouvons  regarder  comme  inégales  toutes  les  racines  de 
l'équation  9(i^)=:o;  et  c'est  la  proposition  que  nous  voulions 
établir  afin  d'arriver  à  celle-ci  : 

Pour  tout  nombre  pre/nie/'  /i,  la  somme  des  nombres  cU équa- 
tions déduites  des  classes  quadratiques  de  la  première  série 
de  déterminants  —  A,  et  de  la  seconde  série  de  détermi- 
nants —  A',  est  égale  au  degré  du  polynôme  ^(u). 

H.  —  II.  4 
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Mais  en  considérant,  pour  plus  de  simplicité,  les  seules  équa- 
tions qui  fournissent  des  valeurs  distinctes  de  ç^(w),  nous  pou- 
vons remplacer  cet  énoncé  par  le  suivant  : 

Soient  cr,  et  cr^  les  nombres  de  classes  de  la  première  série 
auxquelles  correspondent  deux  ou  six  équations.  q\  et  <i\,  les 
quantités  analogues  dans  la  seconde  série,  on  aura,  en  tenant 
compte  des  classes  dérivées  de  (i,  o,   i)  et  (2,  1,2)  la  relaùon 

/i- —  I        n  -\-  z 

9.(c7i-hcr,)H-G(ar,-}-Œf>)  =v=  —- — -  • 


Tel  est  donc  le  théorème,  essentiellement  limité  jusqu'ici  au 
cas  où  n  est  premier,  que  nous  allons  vérifier  par  un  certain 
nombre  d'exemples,  en  donnant  pour  chacun  d'eux  la  série  des 
équations  en  co,  ce  qui  va  nous  conduire  en  même  temps  à  présen- 
ter des  applications  des  diverses  régies  énoncées  précédemment 
pour  la  formation  de  ces  équations. 


V. 


A  cet  effet,  j'emploierai   pour  abréger  la    notation    suivante  : 
(A,  B,  C)  étant  une  forme  quelconque,  je  poserai 

(G,-B,  A)==(A,  B,  G),, 
(A,  —  A4-B,  A  — 2B-i-G)  =  (A,B,  G)o. 

11  deviendra  possible  ainsi  de  rattacher  immédiatement  les  équa- 
tions aux  formes  réduites,  par  lesquelles  il  convient  d'autant 
mieux  de  représenter  les  classes,  qu'on  obtiendra  de  la  sorte  les 
coefficients  les  plus  simples  et  les  valeurs  de  co  pour  lesquelles  les 
séries  elliptiques  présentent  la  plus  grande  convergence.  Effecti- 
vement, si  l'on  se  borne  aux  équations  qui  fournissent  dés  valeurs 
distinctes  de  ^^(w),  ou  même  à  la  seule  équation  type  (voyez 
Comptes  rendus^  p.  946  et  §  11  du  présent  Mémoire  ),  elle  sera  tou- 
jours l'une  de  celles-ci  : 

(A,  B,  G)  -  o,         (A,  B,  G)i  =  o,         (A,  B,  G).2  -  o, 
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les  indéterminées  x  et  j^  étant  remplacées  par  co  et  i,  et  (A,  B,  C) 
étant  une  forme  réduite.  Je  conviendrai  enfin  de  les  désigner  seu- 
lement par  leurs  premiers  membres  et  de  représenter  respective- 
ment par  S  et  S^,  pour  la  première  et  la  seconde  série  de  détermi- 
nants, les  sommes  de  nombres  d'équations  donnant  des  valeurs 
distinctes  pour  cp^(co),  de  sorte  que  la  relation  que  nous  nous 
proposons  de  vérifier  sera 


8  2 

Cela  posé,  voici,  en  commençant  par  les  cas  les  plus  simples,  les 
résultats  que  l'on  obtient  : 


Le  nombre  v  se  réduit  à  zéro,  ^(u)  est  une  constante,  et  le  dis- 
criminant de  l'équation  modulaire  U'*  —  ^^  H-  2  w(^(i  —  u-ç-)  =  Oy 
ainsi  que  le  donne  facilement  le  calcul  direct,  est 


n  =z  1),         V  =  I. 

La  première  série  de  déterminants  fournit  la  seule  valeur  A  =  i  ^ 
d'où  la  classe  (i,  o,  i),  qui  par  exception  donne  au  lieu  de  deux 
équations  une  seule,  (i,  o,  1)0.  La  seconde  série  de  déterminants 
n'existe  pas,  et  l'on  obtient  simplement 


La  première  série  existe  seule  et  donne  A  =  3,  d'où  les  deux 
classes  (i,  o,  3),  (2,  i,  2).  Mais  on  ne  doit  employer  que  la  classe 
improprement  primitive,  qui,  par  exception  encore,  au  lien  de  six 
équations,  n'en  donne  que  deux,  dont  le  type  est  (2,  i,  2).  La  va- 
leur D  est 
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Il,   r=:    I  »  ,  U    =    10. 


La  première  série  donne  A  =  7,  et  la  classe  improprement  pri- 
mitive (2,  1,  4)^  d'où  l'équation  Ij^Q  (2,  i,  4)1-  On  a  donc  S  =:  2. 
Dans  la  deuxième  série  A'=:  24,  et  l'on  obtient  les  quatre  équations 

types  : 

(1,0,  '24),     (3,0,8),     (4,2,7)1,     (5,1,5)2, 

de  sorte  que  S'=8,  S +  2^=:  10. 

On  verra  dans  un  prochain  article  comment  on  parvient  ensuite 
à  l'expression  (^  )  : 

X  (i  —  3oi  960  ^^8 -H  3  55o  49'^ z^^*"—  2  178  l'^'iii-''  —  I  092  o'i^u^'^ 
—  2  178  232  w'^  +  3  55o  492  li'^^  —  3oi  960  i(J^^  H-  u^'^y. 

Pour  les  valeurs  plus  grandes  de  /i,  je  résumerai  les  résultats 
dans  le  Tableau  suivant  : 


(^)  Le  calcul  fait    par  M.  Bourget  nous  a  amenés  à  modiiier  quelques-uns  des 
coefficients  numériques  donnés  par  Hermite.  E.  P. 
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11 

PREMIÈRE    SÉRIE. 

DEUXIÈME    SERIE. 

V 

13 

A=:3 
(2,   I,  2) 

15 

A  =  9 

A'  =r  40 

(ij  0,9)2(2,  I,  5)i 

(i,o,/,o)(5,o,  8)(4,2,ii), 

(3,0,3), 

(7'  3,  7)2 

V     r-. 

v'==  8 

17 

A=:  l3 

A' ==72 

27 

(1,0,  i3),  (2,  I,  7)1 

(i,  0, 72)  (3,  0, 24)  (8,0,9)1  (4, 2,19), 
(9,3,9)2(8,4, 11)1 

A   =r  l5 

A'  =  i6 

(2,I,8),(4,I,/J), 

(i,  0,16)  (2,0,  8)  (4,2,  5), 
(/|,o,4), 

i:  =  8 

S' =19 

19 

A  =i5 

^'=  88 

3G 

(2,1,8),  (.'i,i,,i)2 

(1,0,  88)  (8,  0,11)1  (4,2,  23)i  (8,  4,  i3)i 

Ar=    21 

A'=  48 

(i,  0,  21)2(3,0,  7)2 

(i,o,48)(2,  0,  24)(3,  0,  i6)(4,  0,12) 

(2, 1, 11)2  (5,  2^  5)^ 

(6,  0,8)  (7,  1,7)2(4,2,  i3),  (8,  4,8) 

S-li2 

s'=.24 

23 

A  =  19 
(2,  I,  10) 

54 

A   r:::    33 

A'r=Il2 

(i,  0,  33)2  (3,  0, 11)2 

(i,  0,  112)  (2,  0,  56)  (4,  û,  28)2  (8,  0.  i4)i 

(2,1,17)1(6,3,  7), 

(7,  o,i6)(4,  2,  29)1(11,3,  11)2(8,4,16) 

A  =3i5 

A'—  120 

(2,1,  8),  (4,1,  4)2 

(i,  0, 120)  (3,  0,  40)  (5,  0,  24)  (8.  0,  j5)i 
(II, 1,11)2(4,2, 30(8,4, 17)1(12,6,13)1 

i:  =  i8 

S'  ==--  36 

Tù 

A=  25 

A  =  120 

91 

(i,  0,  25)2  (2,  I,  3), 

(i,  0,  120)  (3,  0,  40)  (5,  0,  24)  (8,  0,  i5)i 

(5,  0,  5)2 

(11,1,11)2(4,2,32)1 
(8,4,17)1(12,6,13)1 

A  =  5i 

A  =  208 

(2, 1,26)  (6,  3,10) 

(i,  0,  208)  (2,  0,  io4)  (4,  0,  52)  (8,  0,  26)1 

A  =  45 

(i3,o,i6) 

(1,0,45)2(3,0,15)2(5,0,9^2 

(11,1,  29)2(11,-1,29)2(7,3,31)2 

(2,1,  23)^(7,  2,  7)2(6,  3,9)1 

(7,-3,31)2(4,2,53)1(8,4,28)1 
(16,8,17),  (14,4,  >6)  (14, -4, 16) 

A=:7 

A  =  168 

\         (2,I,4)i 

(i,o,i68)(8,  0.21)1(3,  0,56)  (7,  0,24) 
(i3,i,i3)2(4,  2,43)l■ 
(8,4,23)l(I2,6,I7)l 

S::.  3l 

i:-6o 
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Vï. 


Une  conséquence  importante  des  résultats  précédemment  expo- 
sés consiste  en  ce  que  tontes  les  valeursde  ^^^=  cp8(cjL))  qui  font 
acquérir  des  racines  doubles  à  l'équation  modulaire,  représentent 
également  des  modules  de  fonctions  elliptiques  poiu^  lesquelles  a 
lieu  la  multiplication  complexe.  Nous  avons  vu  en  effet  que  la 
quantité  co  dépendait  de  la  relation 

A  oj2  _f-  2  B  oj  -{-  G  =  0 , 

(A,  B,  C)  étant  une  forme  quadratique  de  déterminant  négatif,  ce 
qui  est  précisément  le  caractère  essentiel  de  ces  modules.  Je  vais 
donc  présenter  à  l'égard  des  équations  algébricjues  qui  servent  à 
les  déterminer  les  remarques  auxquelles  j'ai  été  naturellement 
amené  par  les  recherches  précédentes,  et  qui  serviront  de  com- 
plément aux  théorèmes  fondamentaux  déjà  donnés  sur  ce  sujet  par 
M.  Kronecker. 

Voici  d'abord  un  choix  particulier  dont  je  conviendrai  pour  les 
formes  destinées  à  représenter  les  diverses  classes  quadratiques  qui 
appartiennent  au  même  déterminant.  En  désignant  ces  formes  par 
(A,  B,  C)  et  faisant  A  =  AC  —  B-,  je  siipposerai,  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  que  C  soit  pair  et  A  impair,  de  sorte  que  dans  le 
groupe  proprement  primitif  (^)  on  aura,  suivant  que 

A  ^  I  (mod4),  B  et  ~  G  impairs  ; 

A^2(mod4),  B  pair  et  -  G  impair; 

A  ^  —  T(mod4),     B  impair  et  G  multiple  de  4- 

En  second  lieu,  et  pour  ce  qui  concerne  le  groupe  impropre- 
ment primitif,  il  ne  sera  posé  aucune  condition  lorsque  A  ^  3 
(mod  8)  ;  mais,  dans  le  cas  de  A  ^  —  i  (mod  8),  nous  prendrons  G 
impairement  pair.  Les  formes  ainsi  choisies,  et  que  nous  garde- 
rons désormais  pour  représenter  les  classes,  jouissent  de  cette  pro- 


(^)  Comptes  rendus,  p.  9^7  et  §  I  du  présent  Mémoire. 
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priété  de  conserver  les  mêmes  caractères  dans  toutes  leurs  trans- 
formées par  des  substitutions  au  déterminant  iiii^  x  =  aX  -f-  [3  Y, 
)^  =  ^/X  +  oY,  où  |3  est  pair,  a  et  o  impairs.  Gela  posé,  si  l'on 
détermine  co  en  faisant 

A  oj-  -4-  '2  B  oj  -!-  C  =■  o, 

(A,  B,  G)  représentant  successivement  toutes  les  classes  du  groupe 
proprement  primitif  et  de  même  déterminant  —  A,  les  diverses 
quantités  ^  =  cû^(co)  seront  racines  d'une  équation  qui  sera  réci- 
proque, dont  le  degré  sera  double  du  nombre  des  classes  et  dont 
les  coefficients  seront  entiers,  en  supposant  celui  de  la  puissance 
la  plus  élevée  de  x  égal  à  l'unité. 

En  second  lieu,  et  à  l'égard  du  groupe  improprement  primitif, 
on  obtiendra  comme  précédemment  une  équation  réciproque  dont 
le  degré  sera  encore  le  double  du  nombre  des  classes^  mais  avec 
une  puissance  de  i  pour  coefiiclent  du  premier  terme  lorsque 
A^  —  I  (mod  (S).  Enfin,  si  l'on  suppose  A  e^  3  (mod  8),  le  degré 
sera  six  fois  le  nombre  des  classes,  et  tous  les  coefficients  entiers, 
celui  du  premier  terme  étant  l'unité. 

Voici  maintenant  la  méthode  par  laquelle  on  peut  obtenir  ces 
équations  dans  tous  les  cas. 


Vil. 


Gonvenons,  pour  mettre  en  évidence  le  déterminant  des  formes 
<|uadratiques  dont  elles  dépendent  principalement,  de  les  désigner 
par 

F,  (^',  A)  =  o         lorsque  A  =  i  (mod/i  ), 

Fo ( .^,  A )  =  o         lorsque         A  =  2 ( mod 4  ), 

le  groupe  proprement  primitif  existant  seul  pour  ces  deux  déter- 
minants. Dans  ]es  cas  suivants,  ce  sont  les  équations  qui  répondent 
aux  formes  du  groupe  improprement  primitif  qu'il  convient  de 
considérer,  et  nous  les  désignerons  par 

cîi(^,  A)  =  o         lorsque         A  e^  3 (mod 8), 
rTo  ( :?^,  A )  —  o         lorsque         A  es  —  i  (  mod  8  ). 

Gela  posé,  soit  %{v^  a)  ==  o  l'équation  modulaire  pour  la  transfor- 
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malion  qui  se  .rapporte  à  un  nombre  impair  n  quelconque.  En  joi- 
gnant à  cette  équation  celles-ci  : 


—  I 

v'-' —  i 
p^-  -1-  I  ' 


l  —  ^8 
I P^' 


«8  —    j; 


:  ^, 


on  en  déduira  quatre  équations  en  x,  dont  les  premiers  membres 
présenteront  cette  propriété  remarquable  d'être  le  produit  de  fac- 
teurs qui  seront  respectivement  de  la  forme  : 

1°  Fi  f^,  A)  \  i   9.11  —  \^  '111  —  9,  2;i  — ^'  25,  .  .  . , 


F2  (.r.  A)  f  \  a  71,  2  /i  ^  4 7  '^  n  —  16, 

/      '         VA  avant  les  valeurs   < 
,fi(^,  A)  "  ]  4/i-  r,  4/^  —  95  4>'i  —  23, 


4"  X  et  <-J'2(a^,  A)    1  \  8/i  —  r,  8  7Z  —  9,  8/i  —  20,  ... . 

il  en  résulte  que  les  poljnomes  F^  (x,  A),  Fo(^,  A),  §{{x^  A), 
.^2(^7  A)  s'obtiennent  en  déterminant  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  les  premiers  membres  de  deux  des  équations  que  nous 
venons  de  considérer^  et  répondant  à  deux  valeurs  de  /i,  qui  seront 
successiNcment  : 

A  H-  p'2 

p  et  p   étant  impairs  ; 

-  ■>      p  et  p'  étant  pairs  ; 

3°  ^1_J1_ ,      "   '    ^    ,      p  et  p'  étant  impairs; 

4  4 

Ah-  p2         A-4-p'2  ^   ,  .  . 

4  • r^— ?     TT^ — '      P  6^^  P  étant  niipan-s. 

8  8 

Voici  ensuite  comment,  sans  changer  leur  degré,  on  déduira  des 
deux  équations  §^  (^,  A)  =--  o,  5'2(^,  A)  =  o,  qui  se  rapportent  au 
groupe  improprement  primitif,  celles  qui  correspondent  au  groupe 
proprement  primitif.   Dans  les  deux  cas   on  calculera  d'abord  Ja 

transformée  de  degré  sous-double  en  :?  =  y  lx-\-i-\ j  ?  puis  on 


A 

~^p-' 

5 

A 

-h  p- 

4 

A 

-4-  Cji 

4 

A 

+  r- 

'1 

A  -1-  p'2 

4 

A-{-p'2 

4     ' 

A  -1-  p'2 
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y  remplacera  z  par  (  ~ 1   ?  ce  qui  ramènera  au  degré  primitif  (  ^  ). 

Enfin,  pour  passer  des  équations  relatives  au  déterminant  —  A  à 
celles  qui  concernent  le  déterminant  — •  4  A,  on  fera  dans  l'équa- 
tion qui  appartient  au  groupe  proprement  primitif  de  formes  de 
déterminant  —  A  la  substitution 


2 


Wr 


Et,  si  l'on  représente  les  classes  de  déterminant  — 4^?  dont  les 
trois  termes  ne  sont  pas  pairs  en  même  temps,  par  des  formes 
(A,  B,  G),  où  G  soit  pair,  A  impair,  en  posant 

A  ca^ -f-  2  B  co  -t-  G  =  G, 

les  quantités  (^^(io)  seront  précisément  les  racines  de  l'équation 
en  y.  Elle  est  d'ailleurs  évidemment  d'un  degré  double  de  l'équa- 
tion en  ^,  de  même  que  le  nombre  des  classes  de  déterminant 
—  4^7  dont  il  vient  d'être  question,  est  double  du  nombre  des 
classes  de  détermiuant  —  A.  L'application  plusieurs  fois  répétée 
de  ce  procédé  suffirait  à  donner  les  équations  qui  se  rapportent 
^aux  déterminants  multiples  d'une  puissance  de  4-  Mais  ici  il  con- 
vient de  distinguer  ceux  qui  sont  le  quadruple  d'un  nombre 
impair  de  ceux  qui  sont  multiples  de  8.  G' est  aux  premiers  que 
s'applique  spécialement  la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée;  et 
dorénavant  les  équations  qui  leur  correspondent  seront  désignées 
par  F^(x^  A)=:o.  En  représentant  par  ¥^(Xj  A)  ==  o  celles  qui 
concernent  les  déterminants  multiples  de  8,  on  a  en  effet  cette 
proposition  que  le  premier  membre  de  l'équation  en  x  qui  résulte 
du  système 

(;2_  , 
pi  _i_  ] 

analogue  à  ceux  qui  ont  été  considérés  tout  à  l'heure,  est  le  pro- 
duit de  facteurs  de  la  forme  Yi^^x^  A),  A  prenant  la  suite  des 
valeurs  ^{n  —  i),  ^{n  —  9),  /\.{n  —  2  5),  etc.  Je  n'insiste  pas  en  ce 
moment   sur   les   conséquences  à  déduire  de  là,  non  plus  que  sur 

(^)  Ce  calcul  présente,  à  l'égard  de  l'équation  ^\^{x^  A)  =  0,  la  circonstance 
remarquable  que  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée  de  x,  qui  était  une 
puissance  de  2,  devient  dans  l'équation  transformée  égal  à  Tunité. 
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])eaucoup  de  questions  importantes  pour  la  théorie  des  formes 
quadratiques  auxquelles  conduisent  les  résultats  précédents  (^),  et 
je  me  bornerai  à  remarquer,  que  des  propositions  énoncées  sur  les 
réunions  d'ordres  nommées  groupes  proprement  et  impropre- 
ment primitifs^  on  conchit  immédiatement  les  suivantes  : 

Ayant  représenté  le  système  des  classes  de  Fordre  propre- 
ment primitif  pour  un  déterminant  quelconque  par  des  formes 
(A,  B,  G),  oit  G  est  pair^  A  impair,  les  quantités  ^^^  [iù)^  en 
définissant  w  par  les  relations  Aco--|- 280)  +  G  =  o,  sont  ra- 
cines cV une  écjuation  réciproque  à  coefficients  entiers  dont  le 
degré  est  précisément  double  du  nombre  des  classes. 

Et  de  même,  si  l'on  représente  les  classes  de  V ordre  impro- 
prement primitif  de  déterminant  A^  —  i  (mod  8)  par  des 
formes  (A,  B,  G),  ou  G  est  impaire  ment  pair,  on  obtiendra  une 
équation  réciprocjue  dont  le  degré  sera  encore  double  du 
nombre  des  classes. 

Mais  pour  V ordre  improprement  primitif  de  déterminant 
^  3  (mod  8)^  le  degré  est  six  fois  le  nombre  des  classes. 

On  peut  enfin  supposer  égal  à  V unité  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  dans  ces  équations,  sauf  pour  celles  cjui  répondent 
à  V ordre  impi'oprement  primitif ,  oii  il  est  une  puissance  de  2 
lorsque  A  ^  —  i  (mod  8). 


VIII. 


La  principale  propriété  du  polynôme  cfi  (.r,  A)  consiste  en  ce 
qu'il  se  décompose  en  facteurs  du  sixième  degré  de  cette  forme 
remarquable 

de   sorte    que  la  substitution  j)/ ==         ^    '      /     ramène  l'équation 

{x-         X')~ 

^\{x.,  A)  =  o  à  un  degré  précisément  égal  au  nombre  des  classes 
improprement  primitives  de  déterminant  —  A.  Gela  résulte  de  ce 
cju'on  peut  réunir  les  racines  en  groupes,  où  elles  sont  représentées 

(^)  En  particulier  pour  les  sommations  analogues  à  celles  qui  ont  été  données 
pour  la  première  fois  par  M.  Kronecker. 
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c  -\-  diù  \ 


par  l'expression  cp^  ( ^  j  ?  «,  b^  c,  cl  étant  des  nombres  entiers 

quelconques,  tels  que  ad — bc  =z  } .  Or,  en  faisant  cp8(co)=G, 
cette  expression  représente  les  six  valeurs  distinctes 

1  I  p  p  —  I 

p  -,  I  p,  J  ■ -5  } 

p  1   p        ^   p i  P 

et  telles  seront  les  racines  de  l'équation 

{x- — a?  4-i)^-f-  a(:r2 —  xy=  o, 

car  on  vérifie  immédiatement  qu'elle  reste  la  même  quand  on  y 
remplace  x  par  -  ?  i  —  ^,  et  dès  lors  par  les  substitutions  compo- 
sées de  celles-là,  savoir ?  — - — , D'ailleurs,  p  étant  seul 

^  T  —  XX  —  I  X  '   ^ 

arbitraire,  cette  équation,  qui  contient  une  indéterminée  a,  aura 
bien  la  forme  analytique  la  plus  générale.  Elle  se  présente  au  reste 
d'elle-même,  en  recherchant  dans  les  cas  les  plus  simples  le  poly- 
nôme rf|  (^,  A).  Partons,  par  exemple,  des  équations  modulaires 
pour  /i  =:  3  et  7Z  =  5,  auxquelles  on  doit  joindre,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  : 

8  ^      .  ^    T 

Parmi  les  diverses  formes  dont  elles  sont  susceptibles,  je  choi- 
sirai celles  que  Jacobi  obtient  en  faisant  ^r  =  i  —  2/1-,  1=  i  —  2  A-, 
savoir  : 

(q  -  Z)^-  64(1  -  q^ii  -  /^K3  -H  ql), 

En  effet,  ces  quantités  s'obtiennent  immédiatement  en  ^,  et  en 
sjjibstituant  les  valeurs 

,         X  -}-  i 

r/  =  I  —  'IX,  L  —  •> 

^  X  —  I 

d'où 

,  X"  —  X  -T-  I 

q  —  /  =  2  — ? 

I  —  X 

la  première  équation  donne 

(372—  ^  -H  l)[(^2 X  -\-  l)3-i-  9,7  (  ^^2  _  ^.)2j    _  o^ 

et  la  seconde 
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Le  facteur  commun  aux  deux  cas  répond  à  A  =:  1 1 ,  et  les  autres 
aux  déterminants  —  3,  +  19.  Pour  A  =27,  on  trouverait 

En   général,  lorsque  l'ordre  improprement  primitif   de   détermi- 
nant  — ^A  sera  formé   de  la  seule  classe  (  2,  i,  )?  a  sera  nn 

nombre  entier  qu'on  pourra  calculer  en  exprimant  que  l'équation 
est  vérifiée  pour 

X  =  Cp8(  CO), 

OU  d'après  la  condition 

A  -M  —  H-  t  v/Â 

2  tu^  -h  '2  CO  H =0,  (JJ  = 

'2  2 

Soit   donc  q  =  e^'^^'^^  on  trouvera,  en  employant  l'expression  de 
Jacobi, 

\/kk  =  v/'2 .  V  q   ^— ^ , 

cette  valeur  où  n'entre  que  g-  : 

I     (r -+- '2'*.3.5r/- H- •)'<.  3'^  5.(7''--}- 2*^\  3.5  .7.r/<5-f-.  .  .  )''^ 

28  a  — : — ~-  , 

et,  par  suite,  en  remarquant  que  ^-=  —  e~^^^^ 


O.S.  a  =z  gWA  _  744. 


196880 


Or,  depuis  A=:iq,  les  termes  de  la  série,  à  partir  du  troisième, 
n'influent  plus  sur  la  partie  entière,  de  sorte  qu'on  a  exactement, 
en   désignant  par   a  le  nombre   entier  immédiatement   supérieur 

__  ^  ~  744 

D'ailleurs  ces  termes  négligés  décroissent  avec  une  grande  rapidité 
lorsque  A  augmente  ;  il  en  résulte  que  la  transcendante  numé- 
rique e^^^  approche  alors  extrêmement  d'un  nombre  entier.  Soit, 
par  exemple,  A=:43,  qtii  donne  une  seule  classe  improprement 
primitive,  on  trouve 
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et  a  =  2'o.3^.53.  Les  déterminants  — 67  et  — i63  sont  dans  le 
même  cas,  de  sorte  que,  dans  la  quantité  ^Wtcs^  \^  partie  décimale 
commencerait  par  une  suite  de  douze  chiffres  égaux  à  9. 


IX. 


L'étude  des  fonctions  Fi  (a:^  A)  et  F2(^,  A),  qui  se  présentent 
avec  les  mêmes  propriétés,  conduit  à  des  résultats  analogues  à 
ceux  que  nous  venons  d'indiquer  relativement  à  5=  ^  (^,  A),  tandis 
que  ^2{^',  A),  qui  correspond  à  Tordre  improprement  primitif  des 
classes  de  déterminant  —  A,  dans  le  cas  de  A^  —  i(mod8), 
semble  devoir  rester  entièrement  en  dehors  de  cette  analogie.  Ré- 
servant pour  un  autre  moment  Tétude  de  cette  fonction,  je  me 
bornerai  maintenant  aux  résultats  qui  concernent  les  deux  pre- 
mières, et  dont  voici  la  principale  propriété  : 

Si  l'on  excepte  les  cas  de  A  =  i ,  A  =  2,  l'ensemble  de  leurs  ra- 
cines peut  être  décomposé  en  groupes,  qui  chacun  en  comprennent 
quatre  que  l'on  peut  représenter  ainsi  : 

^  — \/p Y^       I        f-i^  v/f 


Il  s'ensuit  qu'elles  sont  décomposables  en  facteurs  du  quatrième 
de  erré  de  cette  forme 

o 

(x  -H  1)^  -f-  ax(x  —  1)2, 
et  qu'on  peut  ramener  les  deux  équations 

Fi(^,  A)  =  o,         F2(^,  A)  =  0 

à  un  degré  quatre  fois  moindre,  moitié  par  conséquent  du  nombre 
des  classes  de  déterminant  —  A,  par  la  substitution 


œ{x  —  i)'-^ 


Les  considérations  arithmétiques  qui  conduisent  à  ce  résultat 
montrent  en  même  temps  que  le  nombre  des  classes  de  détermi- 
nant—  A  est  toujours  pair  lorsque  A  ^  i  ou  ^  2  (mod4),  sauf  les 
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exceptions  ci-dessus  mentionnées  de  A  =  i,  An=2.  S'il  se  réduit 
à  deux,  a  sera  un  nombre  entier,  qu'on  pourra  calculer  comme  il 
suit  : 

i"  A  z^  i        (mocl  /['). 

Les  deux  classes  sont  alors  représentées  par  les  formes  réduites 

(.1,  o,  A),  (  2,    r,   — ^j  ' 

et  la  première  donne  l'équation 

(i,   o,   A)2  =  o, 
d'où 

Lu  =  \  -\-  i  y/Â . 

Il  suffit  donc  d'exprimer  que 

(.V  -h  ly-  -\-  a  ce  (ce  —  i)-  =  o 

a  lieu  pour 

cr  =  cp8((o), 

ce  qui  donne,  en  faisant  q  =  ^^'^w^ 


167.  —  —  (  — 1-  104  H-  4  372^  H-  96  'ijQq^-  -h. . .  L 
et  par  suite  comme,  d'après  la  valeur  de  co,  q  =  —  <3  WA^ 

/-r  ,  4  37*2  qG  256 

Or  depuis  A  =:  9,  on  peut  se  borner  aux  deux  premiers  termes  de 
cette  suite,  et,  si  l'on  désigne  par  a  le  nombre  entier  immédiate- 
ment supérieur  à  e'^^^j  on  aura  exactement 

a  —  î  04 

Les  déterminants,  qui  ne  donnent  ainsi  que  deux  classes  dans 

l'ordre  primitif  et  auxquels  on   pourra  appliquer  cette  formule, 

sont 

—  5,     — 9,     — i3,     — 25,     —37,     etc. 

Par  la  métliode  algébrique  indiquée  dans  un  précédent  article 
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(voyez  Comptes  rendus,  t.  XLVIIl,  p.  ioq-j  et  §  Vïl  du  présent 
Mémoire),  on  obtient  les  résultats  suivants  que  ] 'emploi  de  la  for- 
mule pourra  servir  à  vérifier,  savoir  : 

(.r  -f-  i)''-  -î-  2*^.57  [x  —  i)-  —  o  A  r=  5, 

(  ,r  -;-  1  ) '•  -I-  3  .  '2^ ^'       (  a;  —  1  )-  =  o  A  =  9, 

(.r  H- i)'- H- 3^'2f'.^•      {x  —  r)- —  o  A  =  i3, 

{x  -J-  i)''  -h  5.3'''.  '1'  x{x  —  i)2  =:  o  A  =  gi5. 

'2*^  A  E^  '2         (  mod  4)- 

Les  deux  classes,  qu'on  suppose  seules  exister,  sont  représentées 
par  les  formes 

(',  o,  A),  (  -2,   o,  :j  a); 

à  la  première  correspond  la  valeur 

co  =  i  y/ A, 
d'où  ___ 

et,  tout  à  fait  comme  précédemment,  on  est  conduit  à  l'expression 

/  /-r  4  372  q6  25() 

i6a  =  —     e^/A  -h  104  4-  ='— ^-  -t-  ^^ -h. 

y  e7r/A         e27Tv/A 


En  désignant  encore  par  a  le  nombre  entier  immédiatement  su- 
périeur à  (3'^\/^,  on  aura  la  formule 


a  -h  1 04 

a=z —  . 

I  6 


qui  sera  applicable  à  partir  de  A  =  lo. 

Les  déterminants  qui  ne  fournissent  que  deux  classes  dans  l'ordre 
primitif  seront 

—  6,     — 10,     — 18,     — 22,     — 58,     eLc; 

si  on  les  joint  aux  précédents,  ainsi  qu'à  ceux  dont  il  a  déjà  été 
question  à  propos  du  polynôme  §^  (x.  A),  on  aura  autant  de  cas 
dans  lesquels  la  quantité  e^v^A  approche  d'autant  plus  d'un  nombre 
entier  cjue  A  sera  plus  grand;  ainsi,  par  exemple,  dans  la  quantité 
guv/!5  8  i^  partie  décimale  commence  par  neuf  cliifFres  égaux  à  9. 
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Voici  les  équations  auxquelles  on  parvient,  comme  on  va  le  voir, 
par  la  méthode  algébrique  générale,  savoir  : 

:r-  —  6^  -T-  I   =  0  A  =      2, 

(^-4-i)^  —  3-.2'^,'r       {x  —  r)2  =  o  A—    6, 

{x  -H  i)''"  —  5-.  '2-.  ,r        ix  —  ly-  —  o  A  —  lo, 

(^-hi)'»-  —  -2.'2'^c'r       \x  —  i)"^  —  o  A  =  i8, 

{x  -{-  i)^  —  11^.  S'"-.  2^-.r(.-r  —  I  )2  —  o  A  =  'ri. 

On  remarquera  que  le  coefficient  numérique  — a  est  toujours 
un  carré  divisible  par  A,  sauf  le  cas  du  déterminant  —  i8,  le  seul 
C[ui,  n^étant  pas  le  double  d'un  nombre  premier,  ne  renferme  ce- 
pendant que  deux  classes  dans  l'ordre  primitif.  Mais,  lorsqu'on  a 
A  ^  1  (mod/t),  c'est  la  quantité  aH-  i6  qui  contient  A  en  facteur 
lorsqu'il  est  un  nombre  premier,  et  le  quotient  — - —  se  présente 
toujours  comme  égal  à  un  carré.  La  même  circonstance  se  re- 
marque dans  les  équations 

{x^-  —  x  -\-  [)^  -f-  a(a72  —  xf-  —  o; 

à  l'égard  de  la  quantité  zf^-  +■  S'y  (  '  ),  qui  est  également  le  produit 
de  A  par  un  carré,  lorsque  A  est  un  nombre  premier. 


X. 


Le  calcul  des  polynômes  F^  (.3?,  A)  et  Fo(.2^,  A)  repose,  comme  il 
a  été  dit,  sur  la  formation  de  l'équation  qui  résulte  du  système 

n  /             N                              ,           P*  — •  I 
0(p,    U)  —  O,  W  =z   ^^ — , 


OU 


Q{ç,  u)  —  o^  u''  = ; — ^ — - 


(  ^)  L'identité 
4[(^-  — ^  H-i)3  H-  a(^^  —  ^)-]  =  (  2^^^  ~  3  ^- —  3^7  -H  2)2  +  (4a  H-  27  )  (^-  —  ^)2 

en  montre  l'origine  et  donne  en  même  temps  une  résolution  facile  des  équations 

^)'^(^,  A)  =::  0,  lorsqu'elles  sont  du  6*  degré. 
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en  faisant  u^  =z  a:  (^).  Les  quantités  A,  qui  répondent  dans  les  deux 
cas  aux  valeurs  de  /zpour  lesquelles  on  possède  Téquation  modu- 
laire, sont  indiquées  dans  ce  Tableau  : 


71. 

A  =  I 

(mo 

'Ci4)- 

A 

==  2 

(  mod  j 

1). 

3 

5 

'2 

6 

5 

1, 

9 

6, 

10 

7 

5, 

i3 

10, 

1.4 

ri 

13, 

21 

6, 

18, 

2 '2 

i3 

I , 

«7, 

25 

10, 

2'2, 

26 

'7 

9: 

'25, 

33 

18, 

3o, 

34 

19 

i3, 

27, 

39 

2, 

P.2, 

34, 

3i 

On  j  remarque  que  /?.  =  i  i  conduit  à  trois  déterminants 
=  2  (mod  4)j  auxquels  correspondent  seulement  deux  classes 
dans  l'ordre  primitif,  le  déterminant  —  i  8  fournissant  en  outre  une 
classe  dérivée  de  (i,  o,  2).  Ce  cas  donnera  donc  les  polynômes 
F2(^,  A)  pour  les  valeurs  A  ::=  2,  6,  j8,  22,  et  nous  le  choisirons 
comme  exemple  de  la  marche  qu'on  peut  suivre  dans  ce  genre  de 
calcul. 

J'observe  à  cet  effet  qu'en  disposant  dans  un  ordre  convenable 
les  termes  de  l'équation  donnée  par  M.  Sohnke,  on  peut  l'écrire 

ç'^'^  —  u^^  --f-  44  ^^°  ^^  ( ^^'  —  ^^''  )  +  1 65  lû  v'^  (  p^-  —  u'^'  ) 

-H44iz2(;2((;V_  ii-V)  _|_  32(;Hpll  __.22^^3(;3(pS  _^  ^^8  )  _u  88  W»  P^ 
H-  l'^'llO  V^   —  l32  W*^  (•'^  —  88  W^  P'^  -t-  22  Zip  (pS  _^  ^^8) 32  Zip  =  0, 

ou  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  ^^''  —  u\ 

-4-32  tt^^P^^  —  22  ti^P^(p^  -h  U^)  +  88  Zt^P^  -f-  i32  tt^p" 

—  I  32  î^^  P^  —  88  U^  p3  4-  22  UV  (  p8  -H  1^8  ^  „  ^.2  ti^;  —  o. 


(  ^  )  Le  système 


fd{v,  u)  —  o^ 


e8 


donne  aussi  une  équation  en  ^  dont  le  premier  membre  est  le  produit  de  facteurs 
qui  sont  tous  de  la  forme  Fi(^,  A)  ou  ^2^^^  ^)-  ^^^  premier  cas  a  lien  lorsque  le 
nombre  n,  qui  désigne  l'ordre  de  la  transformation  à  laquelle  se  rapporte  l'équa- 
tion modulaire,  est  =  i  (mod  4),  et  alors 

A  =  /i  —  p-, 

p  étant  impair.  Si  n^^  —  i  (mod  4),  ce  sont  les  facteurs  ^^{x,  A)  qui  se  prés.enteni, 
A  étant  encoi'c  n  —  f-,  mais  p  devant  être  supposé  pair. 

H.  —  II.  5 
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Or  en  faisant  ui^  =  (^,  la  relation 


W  (V<  -+-  u^  -4-  (;<  —  T  =:  O, 

donne 

Ç't  +   u'i    z=    I  (p''', 

p8  —  11^   =  1  4  t^^^'  -r-  (ï^^, 

(;4  jrY,4    ==    \/  [   6  «^*  -f-    (V^  ; 

de  sorte  qu'on  peut  immédiatement  déduire  de  l'équation  modu- 
laire une  relation  contenant  seulement  cv,  savoir  : 


\/i  —  6  (p'"  -h  (P^  (  iv^  H-  44  wf^*^  -i-  I  C)'2  (^p*  -\-  44  (P^  4_  x) 

-i-  1  O  (IP  (  (V^O  -H  II  (pS  -H  22  W^'   —  22  (P^  —  1  T  PP-  l)  =^  O. 

Or,  en  faisant  disparaître  le  radical  on  parvient  à  une  équation 
réciproque  en  (p-,  ce  qui  conduit  à  poser 

T 

(p2  _|_   _1^    ^    5 

et  l'on  trouve  ainsi 

(^2_8)(52^_44^_|_  |5o)^—  100(>  —  2)(xj2-!-12  5-4-  32)2  =  o 

ou 

Maintenant  nous  observerons  qu'en  faisant  u^  =  x,  on  a 

(P-f  =  \^l X —-z         et  w^  H _  __  9.  =  -—  -— 

I  -\-  \lx  ^'^'"''  \/ x{x  —  l) 

Ainsi  l'expression  ^—— — -—  dont  il  a  été  déjà  parlé  comme  en- 
trant essentiellement  dans  la  composition  des  équations  que  nous 
voulons  obtenir,  se  présente  ici  d'elle-même,  et,  puisque 

W^'  +   ^-  —  2  =  ^2_  4 

la  quantité  a  sera  liée  à  z  par  cette  relation  très  simple 

a=-(^2-4)^. 
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Il  en  résulte  que  l'équation  en  x  est  le  produit  des  facteurs  sui- 
vants : 

(37  +  1)4  —  24^(^-1)2,  [(^_4_i)4_32.24^(^_i)2]2^ 

[(a7-i-l)4  —  74.'24a7(.?7  —  l)2]2 

et 

(^  -H  l)4  [  12.34. '24:2?  (a?  —  l)2, 

le  dernier,  qui  répond  à  la  valeur  la  plus  élevée  de  A,  étant  le  seul 
qui  n'entre  pas  au  carré,  car 

{x  -I-  l)4  —  24^(^7  —  1)2  =  (^2  ^x  H-  1)2. 

Et,  comme  ils  sont  écrits  en  suivant  l'ordre  des  valeurs  croissantes 
de  la  quantité  a,  ils  correspondent  respectivement  àA  =  2,6,i8,22, 
puisque,  abstraction  faite  du  signe,  a  augmente  avec  A  d'après  la 
relation 

i6a  =  —  (e^^^'^-i-  To4-h..  J. 


XL 


Le   polynôme   "è'-^i^x^  A),   dans  le  cas  le  plus   simple  où  l'on  a 
A  =  -y,  s'obtient  immédiatement  par  les  équations  fondamentales 

I  —  p4 

^8  =  I  —  X, 


1W'^ 


en  supposant  \^  =:  w,  et  supprimant  dans  le  résultat  le  facteur  x. 
On  trouve  ainsi  l'équation 

1657-  —  3i^H-i6  =  o. 

Pour  les  valeurs  suivantes  de  A,  le  calcul  devient  plus  difficile,  et 
c'est  en  recourant  à  des  méthodes  particulières  que  le  P.  Joubert, 
dans  un  travail  important  sur  le  discriminant  des  équations  en 

U  =  s/M'  et  y  =  v/XV, 

a  réussi  à  obtenir  ces  polynômes  pour  A  =  i5,  28,  3i.  Je  me  bor- 
nerai à  donner  l'idée  de  ces  procédés  et  des  méthodes  variées  qu'on 
peut  suivre  dans  ces  recherches  en  considérant  le  cas  de  A  =  i  5. 
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Alors  on  a,  clans  l'ordre  improprement  primitif,  deux  formes 
conduisant  aux  équations  types 

('2,  1,  8)i  =  o,         (4,  I,  4)2  =  o; 

et,  si  l'on  fait  pour  un  instant 

(4,     f,     4)z:=0  OU  2  0)2  -i-  W  -H  2  =  O  Ct  ^  =  'J^  ((jù)  ^^  (uû), 

on  trouvera  très  aisément  l'équation  en  Ç,  en  remarquant  qu'on 

peut  écrire 

2 

2  W  H-  l   =  ~  y 

0) 

d'où 

2 


t};  (  'A  (0  -4-  f  ;  =  4;  (  ~  -  )  =0 
et,  par  suite,  en  élevant  à  la  puissance  quatrième, 

j  _|_  tj;4  c  (jQ  )  .20- (lu) 

Comme  on  a  d'ailleurs 

[cp^(a))-l-tl;^(0))]2  =   H-2^2^ 

on  trouvera 

n-r-  +  v/TT7^-4^, 
ce  qui  donne 

Le  facteur  du  second  degré  convient  seul,  et  l'on  en  tire  l'équa- 
tion en  x^  en  remarquant  qu'on  doit  supposer 

08  ((.0) 

'    ^  ^         cp«(w)  —  I 

de  sorte  qu'on  aura 

^4  ^      '      ^       ^ 

et,  par  suite, 

'1^{X  —  l)'^  +  2^-.  l\^  X{X  l)-  -I-  X^-  =  O. 

Cette  équation,  conformément  à  ce  qu'on  a  dit  en  général,  a 
pour  coefficient  de  x'^  une  puissance  de  2,  et  la  forme  particulière 
sous  laquelle  elle  se  présente  permettra  d'en  déduire  très  facile- 
ment la  transformée,  qui  correspond   à  l'ordre  proprement  pri- 
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mitif  (  ^  ),  saA^oir  : 

{X  —  1)'^  -I-  28.  47^(^  —  0^  -+-  216^2  _  o, 

et  de  vérifier  ainsi  que  clans  cette  transformée  le  coefficient  de  la 
puissance  de  x  redevient  égal  à  l'unité. 


XII. 


Nous  possédons  maintenant  tous  les  éléments  qui  figurent  dans 
le  discriminant  de  l'équation  modulaire  du  12^  degré,  qui  sont  les 
facteurs  relatifs  à  l'ordre  improprement  primitif  de  déterminant 
—  ^j\  et  à  l'ordre  primitif  de  déterminant  —  24.  Le  premier,  comme 
on  vient  de  le  trouver,  est  16^-  —  3  i  ^  -h  16.  Le  second  doit  être 
tiré  de  l'équation 

{x  ■+-  t)^  —  32.  'ï-^ x{x  —  i)'-^  —  o, 

qui  correspond  au  déterminant  —  6,  en  y  remplaçant  x  par 


l\sjx 


et  faisant  disparaître  \l x  par  l'élévation  au  carré.  On  trouve  ainsi 
l'expression 

x'^  —  3oi  960:^"^  -I-  3  55o  492^*^  —  2  178  232^^7^  — •  I  092  026^^ 

—  2  178  232^3  _|_  3  55o  492372  —  3oi  96037  -4-  I  ==  o; 

ce  qui  conduit  au  résultat  déjà  donné,  et  qu'il  eût  été  bien  diffi- 
cile, comme  on  voit,  de  tirer  algébriquement  de  l'équation  modu- 
laire. Il  ne  me  reste  plus,  pour  terminer  cette  partie  de  mes  re- 
cherches, qu'à  indiquer  un  moyen  de  le  vérifier,  ce  qui  sera  l'objet 
d'un  prochain  article. 


XIII. 


En  désignant  par  D  le  produit  des   carrés  des  différences  des 
racines  de  l'équation  modulaire  ©(p',  ?^)  =  o  de  degré  /i  +  i ,  lors- 

(^)  Voyez  Comptes  rendus,  t.  XLVIII,  p.  1098  et  §  VII  du  préscnl  Mémoire. 
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qu'on  suppose  n  un  nombre  premier,  faisons,  pour  un  instant. 


/  '-^^-    D 


iv 


Celle  expression  sera  non  seulement  rationnelle  et  entière  en  u^ 
puisque  D  est  un  carré  parfait,  mais  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  u  seront  eux-mêmes  dos  nombres  entiers.  Or,  en 
remplaçant  ces  puissances  par  leurs  expressions  sous  forme  de 
séries  infinies  en  fonction  de  q  =i  e\'^^^  on  parvient  à  un  résultat 
dont  la  valeur,  par  rapport  au  module  premier  /i,  s'obtient  comme 
il  suit. 
Faisons 

et,  par  conséquent, 

?/^  =^  cp(co)  =.  \/a\/^/(^), 

on  aura  cette  congruence 


mod/z, 


dans  laquelle  le  coefficient  de  la  puissance  la  moins  élevée  de  q  a 
été  conservé  sans  addition  ni  suppression  de  multiples  de  /?.,  ce 
qui  permet  de  déterminer  le  facteur  numérique  qui  doit  être  joint 
aux  divers  polynômes  en  u^  que  maintenant  nous  connaissons  dans 
les  cas  de  /^  ==:  3,  5,7,  ii,  afin  d'obtenir  précisément  la  valeur 
de  CD.  Ce  facteur,  comme  on  voit,  est  toujours  une  puissance  de  2  ; 
ainsi,  dans  le  cas  de  /?.==:  i  i ,  on  aura 

On  pourrait  aussi  présenter  le  second  membre  de  la  congruence 
précédente  sous  cette  autre  forme 

^^^~(A  S)^  h")  "  (7.) 'f  ("'")]' 

mais   c'est  la  première   qu'il   convient  d'employer  pour   vérifier, 
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comme  nous  ravoiis  annoncé,  le  discriminant  de  Téqualion  modu- 
laire du  douzième  degré.  Je  remarque  à  cet  efïet  que  le  polynôme 

j  —  3oi  960  u^  --  3  556  49'-i  ^f^^^  -^-  •  • 

se  réduit  suivant  le  module  i  i  à  cette  expression  simple 

•et  qu'on  trouvera  par  suite 

(D  EEE  u^(i-h  3  a^  —  3  II'-'  —  3  u'^-  -f-  lû^  -î- .  .  . )     (  mod  i  i ). 

Maintenant,  si  l'on  met  à  la  place  des  diverses  puissances  de  lc 
leurs  développements  en  fonctions  de  ^,  il  viendra 

cD  =.(v/2{/^)'^'(ï  —  'iq  -i-  icf  -f-  3^3  _|_4^4._|_  3^^o  _f^.  .  .). 

Or,  c'est  précisément  le  résultat  auquel  conduit  la  congruence,  en 
faisant  les  développements  indiqués,  d'où  résulte  la  vérification 
que  nous  désirions  obtenir. 


XIV. 


C'est  à  ce  point  que  je  me  suis  arrêté  jusqu'ici  dans  l'étude  des 
équations  modulaires,  et  il  ne  me  reste  plus,  en  considérant  en 
particulier  celles  du  sixième,  du  huitième  et  du  douzième  degré, 
qu'à  donner  la  méthode  que  j'ai  suivie  pour  en  déduire  des  réduites 
d'un  degré  moindre  d'une  unité.  Galois,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit 
au  commencement  de  ces  recherches,  a  le  premier  découvert  le 
fait  si  remarquable  de  cette  réduction,  au  double  point  de  vue  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  l'Algèbre,  et  voici,  dans 
ses  idées,  le  théorème  qui  sert  de  principe  fondamental. 

Remarquons  préalablement  que  les  racines  de  l'éqnation  modu- 
laire sont  représentées  par 

ç  —  u'^[s\n  coam  2  p  sin  coain  4p-  •  •  sin  coain(/i  —  0  ?]  ' 

en  faisant 

m  K  -f-  m'  ili:' 

p  == -, 
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OÙ  m  et  m'  sont  deux  nombi^es  entiers  qu'on  peut  multiplier  par 
Lin  même  facteur  sans  changer  la  valeur  de  (\  Il  en  résulte  que  c'est 


m 


uniquement  le  rapport  — •  qui  définit  chaque  racine,  et,  comme  le 


m 


s 


deux  termes  sont  pris  suivant  le  module  /z,  il  reçoit  d'une  part  la 
valeur  oo  pour  m  ^  o,  et  de  l'autre  la  série  des  n  nombres  entiers 
o,  1,  2,  ...,  n  —  T .  On  est  donc  conduit  naturellement,  pour  re- 
présenter les  racines  de  l'équation  modulaire,  à  la  notation  (^/^, 
A"  désignant  —  et  devant  représenter  les  /i  +  i  valeurs  oo,  o,  i, 
2,  .  . .,  Il  —  I .  Cela  posé,  voici  la  proposition  de  Galois  : 


Toute  fonction  rationnelle  non  symétrique  des  racines  ^u 
qui  ne  change  pas  en    remplaçant  les   divers   indices  k  par 

—^ -,i  a,  h.  c,  cl  étant  des  nombres  entiers  pris  sui\^ant  le  mo- 

dule  net  le  déterminant  ad — ■  cb  n  étant  pas  ^o  (^),  sera 
exprimable  en  fonction  rationnelle  de  u  (^). 

J'ajouterai  la  remarque  que  ce  théorème  subsiste  en  particulari- 

1         1      •       •         ak  -^  b       .  . ,  7        7  •        f   •  1 

sant  la  substitution  — .?  de  manière   crue  ad  —  bc   soit  résidu 

ck  -h  cl  ^ 

(juadratiqiie  de  /?,  pourvu  qu'on  s'adjoigne  le  radical 


/ 


(-1)   '    n. 

Tel  est,   par  exemple,   le  produit  des  différences  des   racines 
n((^A — ^Vi')?   qLii    change   de   signe  ou  se   reproduit    exactement, 

lorsQu'en  remplaçant  k  par  -7^^ ,y  ad —  bc  est  non  résidu  ou  ré- 

^  ^      "  ^        ck  -^  d 

sidu  quadratique  de  /?,  et  qui  s'exprime,  comme  on  l'a  vu  au  pa- 
ragraphe XIll,  par  une  fonction  rationnelle  de  u  à  coefficients  en- 
tiers, mais  affectée  du  facteur 


En  effet,  nommant  F  et  F^  les  deux  valeurs  que'  peut  prendre  une 


(^)  M.  Serret  a  fait  clcs  substitutions  de  cette  forme  l'objet  de  ses  recherches 
dans  plusieurs  articles  publiés  dans  les  Comptes  rendus,  t.  XLVITI,  séances  des 
10,  17,  et  24  janvier  1859. 

(-)  Une  démonstration  de  ce  théorème  important  a  été  donnée  par  le  P.  Jou- 
bert  dans  un  travail  que  j"ai  déjà  cité  {Comptes  rendus,  t.  XLVI,  p.  718). 
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fonction  rationnelle  des  racines  invariable  par  les  substitutions  où 

p p' 

ad  —  hc  est  résidu,  les  deux  expressions  F  -|-  F^,  —7 r  reste- 

ront  invariables  pour  la  totalité  des  substitutions,  et  s'exprime- 
ront rationnellement  en  u^  d'après  la  proposition  de  Galois  ;  il  en 
résulte  que  F  et  F^  s'exprimeront  elles-mêmes  sous  la  forme  an- 
noncée. 

Ce  point  essentiel  établi,  la  question  de  l'abaissement  des  équa- 
tions modulaires  à  un  degré  moindre  d'une  unité  dépend  d'une 

étude  plus  approfondie  des  substitutions  -jr~~j'>  ^^  dont  quelques 

traces  seulement  subsistent  dans  ce  qui  nous  a  été  conservé  des 
travaux  de  Galois.  C'est  en  suivant  la  voie  qu'elles  indiquent  que 
M.  Betti  a  retrouvé  l'importante  proposition  relative  aux  équations 
du  sixième,  du  huitième  et  du  douzième  degré,  et  l'extrait  suivant 
d'une  Lettre  que  m'a  fait  l'honneur  de  m'adresser  ce  savant  géo- 
mètre montrera  comment  de  cette  manière  se  présentent  les  résul- 
tats auxquels  de  mon  côté  je  parvenais  par  une  méthode  toute 
différente  : 

«   Pi  se,   24  mars   1839. 

))  Dans  un  Mémoire  Sopra  V  ah  as  s  a  ment  0  delV  equazioniino- 
dalari,  publié  en  i853  dans  les  Annali  di  TortoUni,  j'ai  fait 
l'étude  des  substitutions 

ak  -\-  b 


(0 


ck  -{-  d 


pour  démontrer  la  possibilité  de  l'abaissement  des  équations  mo- 
dulaires, et  j'ai  obtenu  Jes  résultats  que  vous  me  communiquez 
dans  votre  Lettre. 

»  Voici  pour  le  module  premier  72  =:  4/^  +  3  les  expressions 
que  j'ai  trouvées  alors  pour  la  décomposition  en  n  groupes  du 
groupe  dont  toutes  les  substitutions  sont  données  par  la  forme  (i) 
où  ad  —  hc  est  résidu  de  n. 

))  Si  g  est  une  racine  primitive  de  /z,  jouissant  de  cette  pro- 
priété que,  g —  I  étant  résidu  de  72,  les  puissances  impaires  <in  —  2 
de  g  vérifient  la  congruence 
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(ce  qui  n'arrive  que  pour  /^  =  'y,  m),  on  aura,  si  l'on  fait 

/• .  o2a+i  ^  /■ p-2a  ^  0-2Ô+1 

0  {  h  \  =    0-2  0 ^ ,  0-2  û^-l    . 2 ,  /?-2  0  /(-  2 , 

^^^'^^"^  k  —  g-^^  ^  /c_^-2a+i'      é    •   ^'  k 

un  groupe  [/r,  9(/i)]  de  — ^- — ^- ~  suJosti talions  de  la  forme  (i) 

telles,  qu'en  faisant  sur  ce  groupe  les  substitutions  ( /r,  k  +  i)  on 
obtient  n  groupes,  dont  l'ensemble  est  le  groupe  proposé. 

»  Or  si  /z  =  '^  on  a  deux  racines  primitives  ^'  =i  3,  i^"  =  5  ;  5  —  i 
est  résidu  de  'y  et  les  deux  puissances  impaires  de  5  inférieures  à  5, 
c'est-à-dire  5,5'^  vérifient  la  congru  eue  e 

(2^2  _i_  2^  _j_  i)  (^ /j^2  _|_  ^  _i_  i)  =  o         (mod  7). 

»  Donc,  lorsque  /i  =  7,  on  a  deux  systèmes  de  valeurs  pour 
Q(/f),  à  savoir  : 

en  prenant  ^=^3,  et 

c.,;,  k-^ib  k-\~b  —a 

■    \  k  -^  b  k  ^  'ib  k 

en  prenant  g  =  5,  a  et  b  désignant  des  résidus  de  7. 

))  Si  /i  r=  I  I  ^  on  a  quatre  racines  primitives  :  2,  6,  7,  8  ;  2  —  i  est 
résidu  de  i  i  et  les  puissances  de  2,  impaires  et  inférieures  à  9,  vé- 
rifient la  congru ence 

(4a^2  —  Qj;  _^  ij  (/^^2  —  3^.  _L  ,)  ===  o         (mod  1 1). 

De  même,  6  —  i  est  résidu  de  1 1  et  les  puissances  de  6  impaires  et 
inférieures  à  9  vérifient  la  congruence 

(3.r-  H-  2^  H-  i)-(3x^  H-  ^107  -f- 1)  EEE  o         (mod  11). 
))  Or,  si  l'on  prend  ^ "  =  2,  a  et  b  résidus  de  11,  on  aura 

k  —  oj)  k  —  b  —a 

{j(k)^a- j- ?      — a  -j rj      ak,      —, —  ? 

k  —  b  k  —  ib  '        k 

et,  si  l'on  prend  g  =  6, 

^  ,  ,  k  —  6  k  k—b  ,        —  a 
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»  Les  racines  primitives  7  et  8  ne  jouissent  pas  de  la  propriété 
de  rendre  g  —  i  résidu  de  11,  et  la  congruence  lorsqu'on  j  fait 
g  ^=.  ^,  8  n'est  pas  satisfaite  par  les  puissances  de  'j  et  8  impaires 
€t  inférieures  à  9. 

))  Les  substitutions  9(A"),  3(/c)  jouissent  de  la  propriété  d'être  à 
lettres  conjointes,  c'est-à-dire  qu'en  divisant  les  lettres  en  sys- 
tèmes de  deux  lettres  chacune  de  la  manière  suivante  : 

toute  substitution  9 (A"),  ^(A^),  ou   échange  entre   elles  les   lettres 
d'un  système,  ou  change  un  système  dans  un  autre. 

»  Dans  le  cas  de  11  =  ^  j'avais  obtenu  des  résultats  semblables 
aux  précédents  et  formé  un  groupe  de  douze  permutations  en  con- 
sidérant les  trois  substitutions 

et  celles  qu'on  en  déduit  en  les  composant  entre  elles.  ...» 


XV. 


C'est  sous  un  point  de  vue  bien  différent  que  je  vais  maintenant 
traiter  les  mêmes  questions.  Ainsi,  laissant  de  côté  toute  considéra- 
tion relative  aux  décompositions  de  groupes,  je  définis,  a  yj/^/o/'^*^ 
pour  /2  =  5,  '-,  II,  les  racines  z  des  équations  réduites  du  cin- 
quième, du  septième  et  du  onzième  degré,  de  cette  manière,  savoir  : 

/?.  =:  II,  5,-  =  (Poo   —  Vi)  (t^l+i    -  v'24-/)(<^+/  —  <^8+i)  (^3+^—^64-/) 

les  indices  i  devant  être  pris  respectivement  suivant  le  module  n. 
De  la  sorte  on  obtient  trois  systèmes  de  n  fonctions  rationnelles 
des  racines  ç^,  et  je  vérifie  que  les  quantités  qu'ils  comprennent  ne 
font  que  s'échanger  entre  elles  lorsqu'on  fait  respectivement  ces 
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suLstittitions 

11  en  résulte,  par  des  compositions  successives,  que  ces  systèmes 
demeurent  invariables  pour  les  substitutions  (  M  ?  où  a  est  un 
résidu  quadratique  quelconque  de  n.  Maintenant  il  est  visible  qu'ils 
ne  changent  pas  non  plus  lorsqu'on  fait  la  substitution  (  ^'  j  ;  et 
si  l'on  vérifie  encore  qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  de  celle-ci 
^,  ^  ]  7  on  arrivera  à  cette  conclusion  qu'ils  demeurent  inva- 
riables pour  toutes  les  substitutions  où  l'on  met,   au  lieu  de  k^ 

—j ,7  ad —  bc  étant  résidu  de  /?.  En  effet,  cette  expression,  dans 

ck  -\-  d  ?  1  ' 

toute  sa  généralité,  s'obtient  en  composant  entre  elles  celles  que 

nous  venons  de  considérer.  Le  théorème  du  paragraphe  XIV  suffit 

donc  pour  nous  assurer  que  les  équations  réduites  en^  auront  pour 

coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  u^  oiï  ne  figureront  d'ir- 


rationnelles, suivant  les  cas,  que  les  radicaux  y/5,  y/ — 'y,  y/ —  i  i. 

Si  l'on  cherche  maintenant  les  substitutions  spéciales  (  '  ) 
qui  laisseront  invariable  une  seule  des  racines  considérée  isolé- 
ment, :;o  par  exemple,  on  trouvera  aisément  ces  résultats,  où  a 
et  h  désignent  des  résidus  quadratiques  de  /i,  savoir  : 

n=    3         Q{k)  =  ak, 
n=    y         (^(k)  =  ak, 

Ce  sont  les  expressions  auxquelles  M.  Betti  est  arrivé  par  une  autre 
voie,  et  qui    forment  en  général  — ; ^  substitutions  conjuguées, 

,  1  .    ,    ak  -h  b        ,        j       j  ,   .  1 

de  sorte  que  toutes  les  quantités  ,^  ou  ad  —  oc  est  résidu  qua- 


—  a 

~ir' 

k^.~b 
''k-b' 

—  a 

k^ib 

—  a 

k  —  ib 
a  ~ 

a 

k 

—  b 

k 

-\^b' 

a 

k 

-^b 

k 

-1-26 

k 

-b 
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cira  tique  de  /z,  peavent  être  ainsi  représentées  : 

i  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le  modale  n. 

Enfin,  si  l'on  désigne  par  z.^(^i)  ce  que  devient  5/ lorsqu'on  effectue 
sur  les  racines  \>  les  substitutions  que  nous  avons  considérées,  on 
trouvera,  pour  7^  ^  5, 

o  {  i)  ^lEi  ai -\- b  ^EE      (^ai  -{-  by  ^  c, 
pour  71^=^^ 

(D (i)  EEE  al  -i-  b  ^^  —  { ai  -h  by  —  i{ai  -^  by-  -\-  c^ 

pour  7z  =  1 1 , 

(^(i)  EEE  ai-^  b  EEE       («i -H  by  -{-  3{ai  ^  by  -h  c, 

h  et  c  étant  des  nombres  entiers  quelconques  pris  suivant  le  mo- 
dule /z,  et  a  étant  résidu  quadratique,  ce  qui  représente  en  général 

n(n~  —  i)       1      .        .  T     . 

— ^ substitutions  distinctes. 

2 

Les  équations  du  septième  et  du  onzième  degré  présentant  cette 
propriété  que  Les  fonctions  non  symétriques  de  leurs  racines  inva- 
riables par  les  substitutions  ainsi  définies  ont  une  valeur  ration- 
nelle, constituent  un  ordre  spécial  d'irrationalité  qui  les  distingue 
nettement  des  équations  les  plus  générales  de  ces  degrés.  Ce  sont, 
suivant  l'expression  de  M.  Kronecker,  des  équations  douées  d'o/- 
fections,  et  qu'il  sera  sans  doute  possible  de  ramener  analjtique- 
ment  à  celles  dont  la  théorie  des  fonctions  analytiques  a  donné  la 
première  notion.  Mais,  laissant  de  côté  les  belles  et  difficiles  ques- 
tions auxquelles  conduit  ce  sujet,  et  que  M.  Kronecker  a  le  pre- 
mier abordées,  je  me  bornerai  à  faire  voir  que  ]:      {  représente 

bien,  en  attribuant  à  la  fonction  (oi  toutes  les  valeurs,  un  système 
de  substitutions  conjuguées.  Posons  en  effet,  pour  un  instant, 

de  sorte  qu'on  ait,  pour  /i  r=  '^, 

cp (  f  )  ^  ai  -^  b  EE^  -y^(ai  -h  b)  -h  c  ; 
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on  vérifie  sans  peine  que 

X[X(0]  =  ^'  >  mod  _ 

a  ëLant  supposé  résidu  de  7.  Et  faisant  de  même,  pour  n  =:  \  i  ^ 

X(Ô  — ï'^-^3j"S 
on  aura 

^x(0  =  x(^'''*^')  ] 

X[X(0]  =  ^  'modii, 

X[^X(^')--^1  =9^^^'x(^'+^)+const.    j 

a  étant  résida  de  1  1 . 

Ainsi  les  fonclions  y(a/4-Z?),  comme  les  expressions  plus 
simples  ai -^  b^  se  reproduisent  par  la  composition.  De  là  résulte, 
pour  les  nombres  premiers  /z  =  n^  11,  l'existence  de  fonctions  de 

71  lettres  ayant  ,'  °^'  \'  "  -?  c'est-à-dire  00  et  60480  valeurs.  Toutes 

deux  ont  été  rencontrées  par  M.  Kronecker,  qui  a  le  premier  pu- 
blié (Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  de  Berlin, 
22  avril  i858)  le  cas  des  fonctions  de  sept  lettres,  et  fait  à  l'égard 
de  la  représentation  analytique  des  substitutions  ici  employée  (*  ) 
une  observation  pleine  de  justesse,  montrant  de  quelle  manière 
deux  expressions  algébricjuement  différentes  peuvent  cependant 
ne  représenter  que  la  même  substitution,  et  par  là  réduisant  à  un 
seul  et  même  type  deux,  systèmes  que  j'avais  d'abord  considérés 
comme  distincts.  (  Voyez  les  Annali  di  Matematica,  année  ï85g, 
n"^  1  et  2  et  C.  R,,  t.  XLVI,  p.  879). 


(^)  Les  expressions  dans  le  cas  des  substitutions  de  cinq  lettres,  savoir  : 


ont  été  données  avant  moi  par  iM.  Betti  dans  le  tome  II  des  Annales  de  Tortoliniy 
p.  17.  Pour  le  cas  de  sept  lettres,  voyez  les  Annali  di  Matematica,  année  1859^ 
nM.  ^        ■ 
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XVI. 


Le  cale  al  des  équations  réduites  en  z  pour  les  trois  valeurs  de  n 
que  nous  avons  à  considérer  repose  sur  dçjix  i^emarques  :  que  l'on 

peut  y  remplacer  d'une  part  u  par  za  et  ^  par  £     ^      ^^  ^  étant  une 
racine  huitième  de  l'unité;  et  de  l'autre,  u  par  -  et  z  par 


u 

La  première,  jointe  à  cette  observation  que  le  développement  des 
racines  en  fonctions  de  q  commence  par 

V  /;  \/  ?" 

prouve  que  les  coefficients  sont  des  polynômes  en  u^  contenant  en 
facteur  une  certaine  puissance  de  u;  ainsi  ces  équations  sont  com- 
posées de  termes  de  cette  forme 

et  l'exposant  a^  se  détermine  en  prenant  la  valeur  positive  de 
V  --^- ■  (modS),  qui  est  immédiatement  supérieure  à  la  quan- 
tité V La  seconde  remarque  montre  que  les  polynômes 

a  -h  bu^  -f-  cii^^  -h.  .  . 
sont  réciproques,  mais  à  cet  égard  en  distinguant  des  deul.  autres 

le  cas  de  /z  =  1 1 ,  à  cause  du  facteur  ( —  i)  ^  ^  ,  alors  égal  à 
—  I.  De  là  résulte  en  effet  que  les  polynômes  facteurs  des  puis- 
sances paires  de  z  ont  leurs  coefficients  équidistants  des  extrêmes 
égaux  et  de  signes  contraires,  tandis  que  ceux  qui  affectent  les 
puissances  impaires  ont,  comme  pour  /i  ==  5,  7,  leurs  coefficients 
égaux  et  de  même  signe.  On  en  tire  d'ailleurs,  dans  tous  les  cas, 
la  valeur  de  pv  sous  cette  forme 

(/l  -h  ])V   —  •!  «v 
Pv  = ^ > 
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et  si  l'on  observe  enfin,  ce  qui  est  très  facile  à  établir,  que  ia  quan- 
tité I  —  u^  entre  comme  facteur  dans  le  polynôme 

avec  un  exposant  (^  )  dont  la  limite  inférieure  est 

\n/_ 

on  aura  rénni  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  pouvoir  écrire  a  priori 
et  sans  calcul  les  équations  réduites  sous  les  formes  suivantes,  où  D 
représente  toujours  le  discriminant,  savoir  : 

\''     Il  z=z  ^. 

z"^  +  zau'^{i  —  u^Y  —  \/iy  —  o. 

Le  terme  en  z"*  n'existe  pas,  parce  qu'on  obtient  pour  p^  une 
valeur  négative;  les  termes  en  z^  et  z'^  disparaissent  parce  que  les 
coefficients  doivent  respectivement  contenir  en  facteur  i  — w% 
(i  —  u^)'-)  ce  qui  est  en  contradiction  avec  les  valeurs  p2  =  o,  03  =  1. 

2^     72=:  7. 

^7_|_24o.ï^4(i_  ^^8)?4_^2.^'^^4(i_  ^^8)4_|_^./«8(l—  ii^f  —  \/D  =  O, 

On  a  à  remarquer  cette  circonstance  importante  que  le  coeffi- 
cient a!  est  nul,  et  qui  tient  à  ce  que  dans  le  développement  des 
racines  suivant  les  puissances  de  \J q  =  4],  savoir  : 

^  =  4  \/^  v/ô  f  I  -^  ^  ~l~~^  ^1'  -^  '^'' 

la  quantité  entre  parenthèses  ne  contient  pas  la  première  puissance 
de  i].  De  là  sans  doute  résulte  qu'on  a  ainsi  le  type  analytique  le 
plus  simple  des  équations  du  septième  degré  résoluble  par  les 
fonctions  elliptiques. 

3^   /z  =  1 1 . 

En  désignant  comme  précédemment  para,  p,  .  .  .,  des  constantes 

(^)  Cet  exposant  est  impair  lorsque  n  =  ii  dans  les  coefficients  des  puissances 
paires  de  z:  mais,  ce  cas  excepté,  il  est  toujours  pair. 
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numériques,  on  a  cette  équation 


8p 


32  _i_  r:'7/,40  . 


-^2^^10(1  —  ii^Yi'Ç  "{-  Cz^^  -H  r^i*^  +  C'^^^^  -i-  r«^'  -^-  K'i^ 

.  ^^^4  (  f  __  2^8  )6  (  0  4-  G'  Z/^8  _t_  6"  Z^IG  _[-  0'"  ?^24  _|_  6"  Z^32  _^  ()'  ^^40 


h'0^.V8) 


Ces  constantes  pourront  être  déterminées  en  développant  les  coef- 
ficients suivant  les  puissances  de  g^  et  substituant  pour  z  le  déve- 
loppement correspondant  suivant  la  puissance  de  yq.  Le  calcul 
assez  long"  auquel  on  est  conduit  n'est  nullement  impraticable;  je 
n'ai  pas  cru  cependant  devoir  m'y  arrêter,  car  le  principal  intérêt 
qu'on  peut  attacher  au  résultat  concerne  surtout  l'étude  des  équa- 
tions du  onzième  degré  résolubles  par  les  fonctions  elliptiques» 
J'indique  encore  une  fois,  en  terminant  ici  mes  recherches,  ces 
belles  questions  qui  offriront  une  des  plus  importantes  applications 
de  la  théorie  fondée  par  AbeJ  et  Jacobi.  Mais  c'est  surtout  l'œuvre 
propre  de  l'immortel  auteur  des  Fujidainenta  d'avoir  reconnu  ces 
rapports  si  remarquables  des  nouvelles  transcendantes  avec  l'Al- 
gèbre et  les  propriétés  des  nombres.  Entre  tant  de  beaux  résul- 
tats dus  à  son  génie,  et  qui  ont  ouvert  des  voies  fécondes  à  la 
Science  de  nos  jours,  je  ne  puis  m'empêcher  de  rappeler  dans  les 
Notices  des  premiers  volumes  du  Journal  de  Crelle  les  énoncés 
relatifs  aux  propriétés  des  équations  entre  le  multiplicateur  M  et  le 
module  k.  C'est  là  en  efïet  que  M.  Kronecker  a  trouvé  le  principe 
de  la  méthode  si  remarquable  pour  la  résolution  de  L'équation  du 
cinquième  degré  qui  m'a  été  communiquée  dans  une  Lettre  publiée 
au  tome  XL VI,  page  1 1 5o,  des  Comptes  rendus,  et  l'on  pourra  voir 
dans  un  travail  très  important  de  M.  Brioschi  sur  ce  sujet  (')  com- 
ment cette  méthode  résulte  des  relations  singulières  qu'a  données 
Jacobi  entre  les  racines  de  ces  équations  dans  le  cas  du  sixième 


(^)  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  rlzoluzione  délie  equazioni  di  quinlo 
grado,  dans  les  Actes,  de  V Institut  Lombard,   vol.  I. 

H.  —  II.  6 
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degré.  Les  travaux  de  ces  deux  savants  géomètres  ont  ainsi  ouvert 
une  voie  plus  facile  pour  arriver  à  la  résolution  de  l'équation  gé- 
nérale du  cinquième  degré  que  celle  que  j'avais  suivie  en  prenant 
pour  point  de  départ  la  réduction  de  Jerrard  à  la  forme 

^*>  —  X  —  a  =  o, 

et  c'est  en  suivant  cette  nouvelle  direction  que  j'espère  plus  tard 
pouvoir  y  revenir  pour  contribuer  à  en  faire  l'étude  approfondie 
qu'elle  demande. 
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L'ÉQUATION  MODULAIRE  DU  HUITIÈME  DE&RÉ. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Brioschi  {Aiinali  cli  Mateniatica 
pura  ecl  applicata,  t.  II,  iSSg,  p.  59). 


« J'ai  entrepris  le  calcul  de  la  réduction  de  l'équation  modu- 
laire du  huitième  degré  au  sej3tième,  et  voici  le  résultat  définitif 
auquel  je  viens  d'être  amené.  Soit  fait,  en  introduisant  Ja  va- 
riable w  (^),  11=^  ^{^)^  l^s  huit  racines  seront 


.  /  (jL>  +  1 6  ;?z 

cp(7w)         et         cp  (  ■ 


le  nombre  entier  m  étant  pris  suivant  le  module  y.  Or,  en  prenant, 
en  premier  lieu, 


w  H-  1 6  \  /  eu  H-  1 6 .  ,- 


[. 


7 


w  -f-  i().6 


^■-)][' 


-16.4 


(.0  -}-  I  () .  :j 


et,  en  second  lieu, 

z'  =    cp(7w)  — cp(  ^^')  I 


(0-r-i6\  /w4-i6.f 


] 


r     /w-4-i6.'2\  /w+iG.3\ir    /a)H-i6.4\  /oj  +  iG.GM 


(»)  Voir  C.  R.,  t.  XLYI,  p.  5io. 
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je  trouve  que  z  dépend  de  cette  équation  du  septième  degré,  sa- 
voir : 

-'  -  4^7-  v/^^^'^^-'^-  ^'-  \'- 1  (^  "  3  )/^U'3^ 

-f-  4«7^  v/~/l7/«(e  —  /.2  -f-  /c<)  ^  o, 
a  étant 

Et  :;^  dépend  de  l'équation  toute  semblable  que  l'on  en  déduit  en 
changeant  le  signe  du  radical  \j —  7.  Le  fait  analytique  essentiel 
dans  cette  question  n'est  pas  tant,  ce  me  semble,  dans  l'absence  d'un 
certain  nombre  de  termes  de  celte  équation;  ce  qui  me  frappe  le 
plus,  c'est  qu'il  se  présente  deux  types  d'équations  du  septième  de- 
gré résolubles  par  les  fonctions  elliptiques,  et  je  vais  essayer  de 
vous  faire  voir  jusqu'à  quel  point  on  doit  les  considérer  comme 
distincts.  Pour  cela,  je  vais  définir  avec  précision  quelles  sont  les 
fonctions  non  symétriques  des  racines  z  ou  des  racines  z'  qui 
s'expriment  rationnellement  par  les  coefficients,  et  vous  reconnaî- 
trez que  ces  fonctions,  analogues  sans  doute,  ne  contiennent  pas 
les  mêmes  permutations  des  racines.  A.  cet  effet,  et  suivant  l'usage, 
je  représente  par  z^^  l'indice  x  étant  un  nombre  entier  pris  sui- 
vant le  module   7,  les  diverses  racines  z]   pour  abréger,  je  pose 

encore 

0  (.Z" )  EE^  2  ^-  —  T^         (  mo d  7  ) . 

»  Gela  posé,  les  fonctions  non  symétriques  des  racines  qui 
s'expriment  rationnellement  par  les  coefficients  sont  celles  qui 
demeurent  invariables  par  les  substitutions 

a  étant  un  résidu  quadratique  de  7,  b  et  c  deux  entiers  quel- 
conques. Les  formules  (A)  représentent  ainsi 

3.7-^3.72  ■==.  168 

substitutions  différentes,  formant,  suivant  l'expression  de  M.  Cau- 
chy,  un  sj^stème  de  substitutions  conjuguées.  Or,  en  passant  à  l'ex- 
pression en  ^',  il  faut  remplacer  la  fonction  9(^)  par  celle-ci 

0'(.r)-rE=  —  2^-  —  ^^         (mod  7), 
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ce  qui  conduit  à  un  système  de  i68  substitutions  conjuguées,  à 
savoir  : 

et  il  s'ensuit  qu'il  existe  non  seulement  un  tjqDe,  comme  l'avait  dit 
M.  Kronecker  (  '  ),  mais  deux  types  de  fonctions  de  sept  lettres 
possédant  trente  valeurs  distinctes. 

))  Rien  de  plus  facile  d'ailleurs  à  démontrer  que  (A)  et  (A') 
sont  des  systèmes  de  substitutions  conjuguées;  cela  résulte  des 
congruences  suivantes,  où  a  est  toujours  supposé  résidu  quadra- 
tique de  7,  savoir  : 

0  {ax)  EEs  a^-^  (^),         0  \in  -i-  0  (:r)]  eee  iî7i'^{}  I  —  -4-  .^  j  -h  const., 
Q'(a.v)  —  a-^'(x),         G'[/?i  h-  0'(a7)]  ees  2/u''0'(  —  4-  ^  )  -4-  const. 

»  Dans  ces  congruences,  les  fonctions  O(^),  ^' (x)  entrent, 
comme  vous  le  voyez,  absolument  de  la  même  manière.  La  théorie 
de  l'équation  modulaire  du  douzième  degré  conduit  à  des  résultats 
analogues,  que  j'espère  pouvoir  vous  communiquer  dans  une  autre 
occasion. 

))  En  m'occupant  de  cette  recherche,  j'ai  du  encore  employer 
cette  expression  analytique  des  substitutions  qui  m'a  été  fort  utile, 
mais  dont  je  ne  sais  si  l'on  pourra  tirer  parti  en  dehors  de  ces  ques- 
tions. 

))  Quoi  qu'il  en  soit,  voici  quelques  remarques  à  ce  sujet.  Dans 
le  cas  de  cinq  lettres,  les  120  substitutions  sont  ainsi  représentées, 

la  valeur  a  ^  o  étant  exceptée  et  les  indices  étant  pris  suivant  le 
module  5. 

»  Pour  sept  lettres  les  5o4o  substitutions  seront,  d'une  manière 
analogue, 


(  '  )  Monatberichte  der  Akademie  zu  Berlin;  April  i858.  La  fonction  de  M.  Kro- 
nccker  reste  invariable  par  les  substitutions  du  système  (A'). 
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en  attribuant  à  la  fonction  9  ces  diverses  formes,  savoir  : 

O(^)  ^  —  x^'  =b  9,:r-, 

0(  ^)  ss  ^^H- a^'"  4- 3«2^  (<r/:  quelconque), 

O(^)  ?.=  .97^ -h  ax"^  =t  a:'2  -4-  Srt-.r         {a  non  résidu  de  7). 

))  Quant  à  ce  qui  se  rapporte  à  un  nombre  premier  de  lettres^ 
j'ai  bien  quelques  types  généraux  de  formules  de  substitutions, 
mais  d'autres  questions  m'empêchent  de  suivre  ces  recherches  .... 

»   Paris.  17  décembre  i858.  » 
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SUR  L'INTERPOLATION. 


Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XLVIII,  1859  (I),  p.  6:>,. 


La  question  dont  je  vais  m'occuper  dans  cette  îNote  est  celle  qui 
a  pour  objet  de  représenter  approximativement  par  un  poljnome 
d'un  degré  donné  m  une  fonction  F(^),  dont  on  connaît  les  valeurs 
pour  X  ■=!  Xq^  x^^  ^0, . . . ,  ^/i,  n  étant  supérieur  ou  au  moins  égal  à  m, 
en  se  donnant  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  différences 
entre  ce  polynôme  et  F(^),  pour  x  =  .2^0?  ^\i  •  •  •?  -^/o  multipliées 
chacune  par  des  nombres  donnés,  soit  un  minimum.  M.  Tcliebichef 
a  le  premier  résolu  cette  question  importante  dans  un  excellent 
Mémoire  sur  les  fractions  continues,  présenté  en  i855  à  l'Académie 
de  Saint-Pétersbourg  ('  ),  et  c'est  de  son  analyse  même  que  j'ai  tiré 
une  nouvelle  méthode  qui,  sous  une  forme  plus  générale,  donne 
les  résultats  de  l'auteur,  indépendamment  des  fractions  continues, 
et  en  les  rattachant  immédiatement  à  la  formule  d'interpolation 
de  Lagrange. 

I. 

Soit 

Cette  formule  est,  comme  on  sait, 

X-—Xo/'{x^^)     '     X  —  Xi    f'{Xi)         '"    '     X Xji   /'{x,i) 

et  si  l'on  y  ajoute  le  produit  de/(.r)  par  un  polynôme  arbitraire^ 

(1)  ,Une  traduction  en  français  de  ce  Mémoire  par  M.  Bienaymé  vient  d'Atre 
publiée  dans  le  Journal  de  Liouville,  2°  série,  t.  III  (18.59),  P*  289. 
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on  aura  l'expression  générale  de   toute  fonction  entière  de  degré 
supérieur  à  n.  et  devenant  encore  Uç^^  w<,  . .  .,  u,i  pour 

Mais  en  désignant  par  8(^)  un  polynôme  indéterminé  et  faisant 


M^)=^ 


{x  —  Xi)f\Xi)^{Xi) 


cette  expression  plus  générale  de  la  formule  de  Lagrange  peut  en- 
core être  présentée  ainsi  : 

Cela  posé,  voici  comment  s'en  tirent  les  formules  nouvelles  qui  se 
rapportent  à  l'interpolation  parla  méthode  des  moindres  carrés. 
Faisons  dans  W(^x)  la  substitution  linéaire 

I ' 

déterminée  de  façon  que  l'on  ait 

lll  -t-   U]  M-...-+-  Z^2    ^   ^2   u_p2   _j_^  ..-4-(^;2     (1). 

En  posant 

!^\(x)  =z  aQfo{x)-h-  aifiix)-^.  .  .-ha^faix), 
^i(x)  =  bofo(x)-i-  ùji(x)  -f-...+  b,Jn{oc), 
5 
^rX^)  =  hi\A^^-^  hfii^)  +...-f-   lnfn{^)^ 

il  viendra 

et  l'on  aura,  comme  conséquence  immédiate,  l'égaillé  suivante  : 

n2(^o)  -f-n'^(a^'i)  -+-,,, -\-u^{xn)  =  vi  -h  p|  +..  .H-  vi. 

Or  les  fonctions  ^[x)  qui  naissent  ainsi  de  la  formule  de  Lagrange 
possèdent,  en  vertu  de  cette  égalité,  les  propriétés  fondamentales 


(  ^  )  M.  Cayley  a  donné  l'expression  générale  de  ces  substitutions  dans   un  Mé- 
moire Sur  les  déterniinants  gauches,  publié  dans  le  Journal  de  Crelle. 
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suivantes  : 

i  z=r.  n  i  =  ji 

<3)  ^^^ni{00i)^ni'{00i)^O,  ^^^l,{Xi)=^\, 


i—i)  /  =  0 


el  de  ces  propriétés  résulte,  comme  l'a  remarqué  M.  Tchebichef, 
la  solution  immédiate  de  la  question  que  nous  avons  en  vue. 


n. 


Observons,  en  effet,  que  les  fonctions  (ï>(.^)  contiennent  toutes 
en  facteur  8(.^),  de  sorte  qu'en  faisant 

on  a  un  système  de  n  +1  poljnomes 

du  /i'^""^«  degré;  or,  après  avoir  choisi  m  +  i  de  ces  polynômes,  par 
exemple 

si  l'on  demande  de  déterminer  les  coefficients  A,  B,  . .  .,  H,  de  telle 
sorte  que  la  somme  des  carrés  des  valeurs  de  la  différence 

F(^)  —  Aoo(a7)  — Bcpi(^)— .  ..  —  Hep ,,,(37), 
pour 

multipliées  par  des  nombres  donnés,  soit  un  minimum,  on  opé- 
rera comme  il  suit.  Disposons  de  6(^),  de  manière  que  les  poids 
des  erreurs  soient 

l'expression  qu'il  faut  rendre  un  minimum  sera 

2[F(^,-)-Aço(.î^/)-B<p,(a7,-)-...-Hcp„,(ar,)p62(a;,-), 
ou  bien 


Hosted  by 


Google 


9<^^ 


OEUVRES     DE    Cil  A  RLE  S    H  E  R  M  IT  E  . 


Or  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  prises  par  rapport  à  A,  B,  . . .,  H,, 
on  trouve  cpi'en  vertu  des  équations  (3)  une  seule  inconnue  sub- 
siste dans  chacune  des  équations  ainsi  formées,  ce  qui  donne  im- 
médiatement les  valeurs 


<ïV(^v)F(^/)0(^/), 


et,  en  posant 

-K^x)  —  Acpo(^)  -H  Bcpi(^)  -f-.  .  .H-  lJcp/;,(.^), 

on  en  conclut  immédiatement  qu'on  a 


2  T.HXi)  6^^,-)  =  2  Y'-{Xi)^\Xi). 


m. 


Mais,  parmi  les  diverses  expressions  auxquelles  nous  parvenons 
ainsi,  et  qui  dépendant  des  éléments  arbitraires  de  la  substitu- 
tion (i)  sont  en  général  du  n''™^  degré,  il  reste  à  découvrir  celles 
qui,  pour  une  détermination  convenable  de  cette  substitution,  se- 
ront seulement  du  m'^"'®  degré,  de  manière  à  résoudre  la  question 
proposée  par  l'emploi  d'un  polynôme  du  degré  le  plus  petit  pos- 
sible. Soit,  à  cet  effet, 


6(^) 


=  hioo), 


les  équations  (2)  donneront,  par  la  suppression  du  facteur  6(^), 
commun  aux  deux  membres, 

cpo  {x)  —  aoi'Q(x)  4-  a-i£i{x)  -h.  .  .-H  a/,i,i(^), 
oi  (x)  =  60  io  (^)+  bi£i(x)-^..  .-f-  b,,Jn(^), 


o„{x)  =  Iq  io  (x)  -h  h  il  (^)  ■ 


In^'n(^), 
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et  l'on  va  A^oir  qu'il  est  possible  de  réduire  Oq(x)  aune  constante, 
o,  (x)  au  premier  degré,  et  en  général  ^i{^')  au  degré  i.  Effective- 

,•1               ....                 7i(7i  -H  r)   , 
nient,  on  aura,  pour  qu  li  en  soit  ainsi,  a  poser équations 

entre  les  coefficients  «07  <^^i5  •  •  -•>  ^/o  ^o^  ^n  •  •  •?  ^/n  • .  -,  ce  qui  est 
précisément  le  nombre  des  quantités  arbitraires  que  comporte 
d'après  sa  nature  la  substitution  (1).  Or  de  Là  résultera  un  système 
spécial 

?o(^),     ?i(^),      •.-,     ?/»(^)^ 

tel  que  la  formule 

composée  avec  ces  fonctions,  sera  précisément  du  degré  m.  Cepen- 
dant il  serait  difficile  par  cette  voie  de  parvenir  à  exprimer  expli- 
citement les  nouvelles  fonctions  par  les  quantités  Xq^  x^^  ....  x,, 
et  9(,r).  C'est  au  moyen  de  l'équation  fondamentale 

en  faisant  usage  des  propriétés  des  formes  quadratiques,  qu'on  y 
arrive  et  qu'on  établit  le  théorème  suivant  : 

Soit  A,;^  Viiwarlant  de  la  forme 

/  =  71 

i  =  0 

qui  sera  un  polynôme  du  m^^^^^^  degré  en  x^  dont  V expression 
analytique  est  bien  connue;  si  V on  désigne  par  ù,^  le  coefficient 
de  x^'^  dans  ce  polynôme,  on  aura 

A 


^/s 


m  Q/«+l 


Pour  m  =  1 ,  où  il  n'y  a  pas  à  proprement  parler  d'invariant,  on 
devra  faire 


Al  =^  {x-Xi)^Hxi), 
et  pour  m  =  o  prendre 
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Le  signe  du  radical  carré  que  présentent  ces  formules  reste  arbi- 
traire ;  car  dans  la  fonction 

le  coefficient  H  en  général  ayant  pour  valeur 

/  =-.  n 
i  =  0 

changera  de  signe  en  même  temps  que  Om(^)^  et  le  produit  H  ^^/;i(^) 
ne  changera  pas. 

Je  remarquerai  enlîn,  en  terminant,  que  la  suite  des  quantités 
I,  A^,  Ao,  ...,  A//_^,  possède  à  l'égard  de  l'équation  /'(^)  =  o  les 
propriétés  des  fonctions  de  M.  Sturm,  pourvu  que  le  polynôme 
arbitraire  ^(x)  ait  ses  coefficients  réels.  C'est  ce  qui  résulte  de  la 
forme  quadratique  dont  elles  ont  été  déduites. 
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SUR  LA  REDUCTION 


FORMES  CUBIQUES  À  DEUX  INDÉTERMINÉES. 


Comptes  rendus  y   t.  XLVJH,  1859  (J),   p.  35 1. 


La  théorie  des  formes  cubiques  à  deux  indéterminées  a  été  dans 
ces  derniers  temps  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires  importants  dus 
à  M.  Arndt  et  publiés  dans  les  Arcliwes  de  Grimer t  et  dans  le 
Journal  de  Crelle  (année  1837).  L'auteur,  en  ajoutant  beaucoup 
aux  premières  découvertes  d'Eisenstein,  a  donné  dans  un  de  ces 
Mémoires  une  table  de  formes  réduites  avec  leurs  covariants  qua- 
dratiques pour  tous  les  déterminants  négatifs  jusqu'à  2000,  et  il 
serait  bien  à  désirer  que  les  formes  à  déterminants  positifs  de- 
vinssent l'objet  d'un  pareil  travail.  Mais  elles  semblent  présenter 
dans  leur  nature  quelque  chose  de  plus  complexe,  de  sorte  que  la 
méthode  de  réduction  dont  j'ai  donné  le  principe  {Journal  de 
Crelle^  t.  XLl,  p.  21  5)  laisse  subsister  de  grandes  difficultés  pour 
obtenir  les  conditions  caractéristiques  des  formes  réduites.  Cette 
question  m'ajant  paru  mériter  de  nouveaux  efforts,  je  me  suis  at- 
taché à  en  rechercher  la  solution  complète,  et  j'ai  l'honneur  de 
présenter  à  l'Académie,  dans  cette  INote,  les  résultats  que  j'ai  ob- 
tenus avec  l'indication  de  la  méthode  que  j'ai  suivie. 

I. 

Je  rappellerai  d'abord  qu'en  posant 

f  -~  ax^  -\-  3  bx-y  -h  3  ex  y-  -f-  dy^  =  a  (^  —  ajK  ){x  —  [iy)  {x  —  yj"  ) 
je  définis  cette  forme  comme  réduite  si,  toutes  les  racines  étant 
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réelles,  le  covariant 

=  A  :î7^  -i-  2  B  xy  -H  Gy^ , 

et  clans  le  cas  où  a  est  seule  racine  réelle,  j3  et  y  étant  imaginaires 
conjuguées,  ce  second  covariant 

=  P  x^-  -\-  2Q_xy  -h  R jK^ 

sont  des  formes  réduites  dans  le  sens  propre  aux  formes  quadra- 
tiques à  déterminant  négatif.  La  grande  différence  de  ces  deux  cas 
tient  à  ce  que  o  s'exprime  rationnellement  par  les  coefficients  de  /*, 
tandis  que  A,  fonction  symétrique  en  [3  et  y  seulement,  est  essen- 
tiellement irrationnelle.  Cependant  ces  propositions,  faciles  à  éta- 
blir, leur  sont  communes  : 

i'^  Deux  formes  réduites  distinctes  représentent,  en  général, 
deux  classes  différentes  et,  si  elles  sont  équivalentes,  elles  se  dé- 
duisent l'une  de  l'autre  par  les  substitutions  qui  cbangent  en  elles- 
mêmes  les  formes 


2°  Soient  D  =  B-  —  AG  le  déterminant  ou  invariant  de  /  et  A 
sa  valeur  absolue,  les  coefficients  de  la  forme  réduite  vérifient 
les  conditions 

Mais,  à  l'égard  de  ces  limitations,  une  étude  plus  approfondie  de 
la  théorie  de  la  réduction  fait  voir  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
deux  cas,  et  pour  D  <;  o,  M.  Arndt  a  déjà  reconnu  qu'elles  de- 
vaient être  remplacées  par  celles-ci  : 


«.<^/|a,       ..</1-^. 


Je  vais,  avant  d'aborder  des  questions  plus  difficiles,  m'arrêter  un 
instant  sur  ce  point. 
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II. 

Les  relations 

A  =  2(&2_^^c)^         J^  =,hc  —  ad,         Cr=z'i{c'-  —  bd) 
donnent 

G^2_2BècH-Ac2  =:  -  AG, 

G^a2_|_^(3ABG  — /,B3)a6/-4- A3t/2  =  i  (AG~4B-^)2, 

€t,  en  appliquant  les  règles  connues,  on  trouve  aisément,  pour  le 
maximum  de  6c,  l'expression 


AB  -i-  B^^  -4-  (  A  -f-  B2  )  v/A  -1-  B'^ 
__ , 

et,  pour  le  maximum  de  ad^  celle-ci  : 


—  3ABH-B3  -4-(A  -4-  B^)  v/a-+-B2 
__  , 

en  faisant 

A  =  AG  — B2. 

Or  ces  expressions,  fonctions  de  B  seulement,  ont  elles-mêmes  des 
maxima  qu'on  détermine  en  observant  que,  d'après  la  propriété 
caractéristique  des  formes  réduites,  B-  ne  peut  surpasser  |A,  et 
c'est  précisément  à  cette  valeur  limite  que  correspond  le  maximum 
de  bc^  et  il  en  sera  de  même  pour  ad  dont  la  dérivée,  par  rapport 
à  B,  admet  pour  racine  B-  =  |  A.  De  là  se  tirent  les  conditions 


«'^<\/,^^.     6«<\/-^- 


Pour  la  limite  de  6c,  le  coefficient  numérique  est,  comme  l'on  voit, 
moindre  que  celui  de  M.  Arndt  [Archives  de  Grunert,  année 
i858,  p,  33'j).  De  la  même  manière  on  trouverait  encore 

l  {Cb^-  —  ko'-)  =  ac^  --  db^  <  -^. 
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m. 


La  méthode  précédente  ne  s'applique  pas  immédiatement  aux 
formes  cubiques  de  déterminant  positif,  car  il  serait  difficile  de 
former  les  relations  entre  a  et  cl  d'une  part,  h  et  c  de  l'autre,  et 
les  coefficients  de  la  forme  réduite  (P,  O,  Pi).  C'est  cependant  au 
fond  le  même  principe  que  je  vais  encore  employer.  En  premier 
lieu,  je  remarque  qu'on  a  les  relations  suivantes  : 

AR  — 9.B0-hCP  -=  o, 
B2  — AG=.  Pl\— Q2  =.D, 

de  sorte  qu'à  l'égard  des  coefficients  A,  B,  G,  il  sera  possible 
d'opérer  exactement  comme  ci-dessus.  Ainsi  on  formera  entre  A 
et  C  l'équation 

R2  A2  -i-  ..2(PR  —  '2Q2)  AG  -h  P2G2  =  4Q2(  PR  -  Q2), 

qui  donnera  pour  le  maximum  de  AG  la  valeur 

pa  _  Q2  ^  D  ; 

et  d'une  manière  analogue  s'obtiendra,  pour  le  maximum  de  B-,  la 
quantité  PR,  et  l'on  parviendra  aux  limitations 

AG<D.         B2<^D. 

Pour  arriver  maintenant  aux  coefficients  de  la  forme  cubique^ 
je  me  fonderai  sur  l'égalité 

d'où  je  tirerai,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients 

de  x^ y'^ ^ 

2D  (af/  H-  9  6c)  =  —  5  B^  —  1 5  QB^  -f-  3  DB  -v-  i5  DQ  -i-  20 Q^, 
et  ensuite,  en  employant  la  relation  bc  —  ad  =  B, 

4  D  a^  =  —  B'^  —  3  QB2  —  3  DB  -4-  3  DQ  -h  4  Q-% 

4  D  Z>c  ==  —  B3  —  3  QB2  +    DB  -y  3  DQ  -\-  4  Q'^ 


Hosted  by 


Google 


FORMES    CUBIQUES    A   D  EU  X   IND  E  T  E  RM  INE  E  S  .  97 

On  voit  maintenant  qu'on  peut  facilement  obtenir  les  maxima 
de  ad  et  bc  en  fonction  de  P,  Q,  R;  le  maximum  de  ad  est  donné 
par  la  valeur  limite 

B2  =  PRrz:  D-HQ2, 

les  racines  de  la  dérivée  étant  imaginaires  à  cause  de  la  relation 

c'est  l'expression 

Q3-f-(4D-i-Q2)v/DH-Q'^ 
4D 

Pour  hc  il  existe  deux  maxima  qui  correspondent  à 


Bczz  — Q-f- d/i  D-i-Q2       et       B  =  v/i^R  =  v/DH-Q2, 


savoir 


DQh-Q3^(1dh~Q2)4/1D  +  Q^ 


v/j° 


Q3  ^  Q2  ^D  M-  Q2 


2D  4D 


Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  de  nouveau  les  maxima 
de  ces  expressions,  qui  seront  évidemment  donnés  en  remplaçant  Q 
par  sa  limite  supérieure  y/|-  \).  En  choisissant  pour  hc  le  maximum 
maximorum,  on  parvient  aux  limitations 


j'y  joindrai  

ad-\-'àbc<  {/—  D,         ac^  —  db^  <  -^  D, 

V  12  6/3 

dont  la  dernière  s'obtient  par  cette  équation 

i\/D(ac^~db^)  =  \/D  —  B^ -i-  Q"^  (D --- B^  h- 4  Q2). 


IV. 

J'arrive  maintenant  au  point  le  plus  important  dans  la  théorie 
de  la  réduction,  à  la  recherche  des  conditions  caractéristiques  pour 
les  formes  réduites.  Ces  conditions  P  ±:  2Q  >>  o,  R  —  P  >>  o,  se 
M.  —  IL  7 
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présentent  en  effet  sous  forme  irrationnelle  par  rapport  aux  coeffi- 
cients a,  b^  c,  d^  et  il  s'agit  d'en  déduire  des  relations  absolument 
équivalentes,  mais  rationnelles.  J'observe  à  cet  effet  que  l'équation 
du  troisième  degré  dont  dépend  la  forme  i,  savoir  : 

4  d;3  _  3  cp2  ^  —  cp3  _  D/2  =  O, 

a,  comme  la  forme  cubique  f{oo^y)^  une  racine  réelle  et  deux  ima- 
ginaires conjuguées.  Or,  en  nommant  P^,  Q^,  R^  et  P'^,  Q^^,  R^^  les 
déterminants  imaginaires  conjugués  de  P,  Q,  R  et  posant  £  =  zh:i, 
on  pourra  remplacer  les  inégalités  proposées  par  celles-ci  : 

(P-l-  ^sQ)  (P^-4-  2£Q0  (P'^-i-  2£Q'0  >  O,     (R  -  P)  (R'—  P')  (R'-  V")  >  o  ; 

et  alors  les  premiers  membres  étant  des  fonctions  symétriques  des 
racines  de  la  forme /(^,j^)  pourront  s'exprimer  rationnellement 
en  a,  b^  c,  cl.  Le  calcul  auquel  on  est  ainsi  conduit  s'effectue  aisé- 
ment si  l'on  observe  que  J;  —  o  est  un  carré,  et  qu'en  faisant 
A  —  cp  =  '^^-,  les  trois  valeurs  de  -^  sont  données  par  l'équation 

o  

x'-^  -?x  — v/^/==o. 

De  la  sorte  on  parvient  au  résultat  suivant  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu^une  forme 
cubique 

de  déterminant  positif  D  soit  réduite  sont 

\  (A-H2£B)3-i-3D(A-f-2£B)-l-.D/(l,o)/(l,  Q^£)>0, 

4 

l  (G  _  A)3  +  3D(G  -  A)  +  D/(i,  i)/(-  i,  i)  >  o. 
4 

On  peut,  en  introduisant  le  co variant  cubique 

6  \dx  dy        dy  dx  j 

les  présenter  sous  cette  autre  forme 

.F(i,o)F(i,2s)H-D/(i,o)/(i,2s)>o, 
F(i,f)F(-i,i)H-D/(r,  i)/(-i,i)>o. 
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La  question  de  la  réduction  des  formes  cubiques  de  déterminant 
positif  est  ainsi  complètement  résolue,  et  c'est  l'objet  que  j'avais 
principalement  en  vue  dans  cette  Note.  Je  la  terminerai  en  indi- 
quant un  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  la  rapprocher  de  la  ré- 
duction des  formes  de  déterminant  négatif,  où  l'on  se  sert  du  cova- 
riant  quadratique  cp=:(A,  B,  G).  A  cet  effet,  j'observe  que  le  second 
covariant  ^  =  (P,  Q,  R)  satisfaisant  à  l'équation 

-/y/sy 

cp  r=  A(^  —  py)  {ca  —  crr), 
on  reconnaît  aisément  que  cette  expression  est  de  la  forme 

m(c(^  —  pyy  -f-  7i(cû  —  a"jK)^, 

m  et  n  ajant  des  valeurs  essentiellement  positives,  de  sorte  que  4> 
étant  supposée  réduite,  cp  se  trouve  nécessairement  dans  le  groupe 
de  formes  également  nommées  réduites,  mais  sous  le  point  de  vue 
propre  aux  déterminants  positifs.  Et  c'est  le  premier  exemple  d'une 
détermination  spéciale  pour  l'une  des  formes  de  ce  groupe,  qui, 
sauf  le  cas  des  classes  principales  et  ambiguës,  se  présentent  tou- 
jours comme  réunies,  sans  qu'il  j  ait  lieu  de  faire  entre  elles  au- 
cune distinction.  On  peut  donc  dire,  en  dernière  analyse,  que 
toute  forme  cubique  de  déterminant  positif  ou  négatif  est  définie 
comme  réduite  en  même  temps  que  le  covariant  quadratique 

Cp::-(A,    B,    G). 
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SUR   LE   RESULTANT 


TROIS  FORMES  QUADRATIQUES  TERNAIRES. 


Journal  de  Crelle,  t.  57  (1860),   p.  871. 


((  . . .  En  posant  avec  M.  Gayley  : 

.o"=(a,  b\  c",f",g%h"){x,y,zY, 

j'ai  cherché  à  exprimer  le  résultant  au  moyen  des  vingt  détermi- 
nants que  donne  le  système 


(A) 


a  b  c  f  g  h 
a'  b'  c'  f  g'  h' 
a"     b"     c"    f     g"     K' 


lorsqu'on  prend,  de  toutes  les  manières  possibles,  trois  colonnes 
verticales.  Pour  abréger  l'écriture,  je  les  désignerai  ainsi  : 

{abc),     {abf),     (abg),     ..., 

de  manière  que  l'on  ait  par  exemple 


(abc)  = 
le  terme  principal  ab' c'^  étant  toujours  pris  avec  le  signe 


abc 

a!      b'      c' 

a"     b"     c" 
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))  Ceci  convenu,  je  distingue  dans  le  groupe  des  vingt  détermi- 
nants les  deux  suivants  :  {agh)  comme  premier  terme  d'un  co va- 
riant et  {bcf)  comme  premier  terme  d'un  contrevariant  par  rapport 
aux  trois  formes  ce,  o' ^  d' .  Réservant  d'en  donner  plus  tard  la  rai- 
son, je  me  borne  en  ce  moment  à  développer  les  expressions  de 
ces  deux  formes,  savoir  : 


/=' 


x^ 

■1/3 

z^ 

x^y 

r-z 

~\-{agli) 

Z"X 

xy^ 

-^{cfg) 

yz^- 

—  (abg)    —(bch) 

-^(afh)    -~{bfg) 

zx''-            xyz 

-f   (acf) 

-{abf) 
~{bgh) 

~{bcg) 
-^(cfh) 

-\- {ach)    — {abc) 
-{afg)    -i{fgh) 

-H  (  bcf) 

—  i^^cg) 

-H  {abh) 

-(bcg) 
-Mcfh) 

-h  (ach) 

~~{abf) 
~{-'i{bgh) 

-\-{acf) 
-^'?.{cgh) 

~{abg) 
—  2  (a/A) 

—  {bch) 

-i-(abc) 
-Mfgh) 

y>  Maintenant,  si  l'on  désigne  par  S/etSF  les  invariants  du  qua- 
trième degré  de  M.  Aronhold  par  rapport  aux  formes  cubiques  / 
el  F,  le  résultant  sera 

R  =  SF— ï6S/. 

))  Il  se  trouve  donc  exprimé  au  moyen  des  déterminants  du  sys- 
tème (A),  et  l'on  voit  immédiatement  que,  si  l'on  remplace  cp,  (p^, 

(f"  par 

Xcp  -H  X'cp'-I-  y  o" ,      [jLCp  -4-  [x'cp'  -h  |J."cp",      vcp  H-  v'o'  -h  'i" ^" , 


il  se  reproduit  multiplié  par  la  quatrième  puissance  du  détermi- 
nant 

X     >/     1" 


La  démonstration  suit  d'ailleurs  du  même  principe  qu'a  employé 
M.  Cayley,  en  remarquant  que,  si  J'on  suppose 


'^       ^  ^^ 


I  dA] 

3  dx 


3  dy' 


3  dz 


Hosted  by 


Google 


109.  OEUVRES     DE    CHARLES    HERMITE. 

U  désignant  une  forme  cubique,  on  aura 

/=HU,         F==  — PU(i). 

))  Mais  il  est  un  autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager 
la  détermination  du  résultant  en  recherchant,  comme  l'a  fait  le 
premier  M.  Sylvester,  une  expression  analogue  à  celle  du  discri- 
minant d'une  forme  cubique.  Cette  expression  remarquable,  dont 
la  découverte  est  due  à  M.  Aronhold,  étant  64 S^  —  T^,  l'analogie 
que  nous  voulons  suivre  conduit  naturellement  à  essayer  d'ob- 
tenir, par  rapport  au  système  des  trois  formes  proposées,  deux  in- 
variants combinants  qui  coïncident  avec  T^  et  S^  dans  le  cas 
particulier  où  o,  o^,  d^  sont  les  dériA^ées  partielles  d'une  forme 
cubiqae.  Or  M.  Sylvester  a  déjà  donné  une  fonction  qui,  dans  ce 
cas,  se  réduit  non  seulement  à  T-,  mais  à  T  lui-même,  ainsi  l'ana- 
logie est  à  cet  égard  aussi  complète  qu'on  peut  le  désirer.  Mais  il 
n'en  est  pas  absolument  cle  même  en  ce  qui  concerne  l'autre  terme 
du  résultant  qui,  au  lieu  de  devenir  S^,  se  présente  comme  une 
fonction  linéaire  de  S^  et  T-. 

))  Les  recherches  suivantes  conduiront,  comme  on  le  veut,  à  un 
invariant  combinant  qui  se  réduit  précisément  à  S^  ;  mais  leur  ob- 
jet principal  sera  surtout  de  donner  un  premier  exemple  de  l'ex- 
tension aux  formes  à  trois  indéterminées  de  méthodes  appliquées 
seulement  jusqu'ici  aux  formes  binaires,  et  que  j'ai  développées 
dans  un  Mémoire  du  Journal  de  Mathématiques  cle  Cambridge 
et  Dublin,  i855. 

»  Je  rappellerai  d'abord  cette  proposition  dont  je  ferai  souvent 
usage.  Soient  /=  7]  Vx^y^z^  un  co variant  et  F(^,  t,,  Q  un  con- 
trevariant  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  formes,  en  opérant  avec  f 
sur  F  de  la  manière  suivante  : 

on  obtiendra  un  contre  variant,  et  si,   d'une  manière  toute  sem- 
blable, on  opère  avec  un  contrevariant  G  =:  ^Qi'^v]P(^ï  sur  un 

Q    1  r.   /  Q   /      sera  un  covariant. 

^  dx^  dy?  dz^ 

(^)    Voyez  pour  ces  notations  le  travail  du  même  auteur  publié  dans  les  tran- 
sactions de  la  Société  Royale  sous  le  titre  :  A  third  Memoir  upon  Quantics. 
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io3 


»  Par  la  suite,  et  pour  désigner  d'une  manière  spéciale  ce  mode 
d'opérer  avec  une  forme  sur  une  autre,  je  conviendrai  de  la  nota- 
tion suivante  : 


/^F=2l 


^^g^^^ 


dx^  dy^  dzl 


Supposant  par  exemple  que  /  et  F  soient  le  co variant  et  le  contre- 
variant  cubique,  par  rapport  aux  trois  formes  quadratiques  cp,  cp^,  cp'\ 
dont  les  expressions  ont  été  données  plus  haut,  on  trouvera 

/  ^^  F  ==      ^i^agh)  {bcf)  -+-  6(6/A)  {ach)  -4-  6(c/^)  {abh)  -  S{afg-)  {bfg) 

—  %{bgh)  {cgh)  -  Sic/h)  {afh)  -^{abf){acf)  +  ^,{bcg){abg) 

—  l\{ach)  (bch)  —  i{abf)  (cgh)  -H  2(abg)  (cfh)  +  'i(bcg)  (afh) 

—  '2(beh)(afg)  +  2{acf)  (bgh)  h-  i{ach){bfg)  +  i{abc)  (fgh) 
-^S(fgh)\—(abcy. 

C'est  précisément,  sauf  le  signe,  la  quantité  T  dont  M.  Cayley  a 
donné  un  autre  mode  de  formation,  et  l'on  aperçoit  immédiate- 
ment le  lien  de  cette  expression  avec  l'invariant  de  sixième  ordre 
des  formes  cubiques,  car,  en  supposant 


1  ^ 
3  dcc 


,       I   d\] 
3   dy 


„       I   d\] 
3    dz 


elle  se  réduit  à  l'invariant  du  sixième  ordre  de  U. 
))  Faisons,  en  second  lieu, 


^Y  —  l^  -^  mi]  +  n^,         cp'  >«  F  r=  l'^  -h  W't]  -h  /z'Ç, 


et  posons 


8^ 


/  771  71 
V  77l'  7l' 
r       77l!'       7l" 


ce  déterminant  sera  un  invariant  combinant  du  douzième  ordre 
par  rapport  aux  formes  données,  et  si,  comme  tout  à  l'heure,  on 
fait  l'hypothèse 

r  d\]  ,       \  d\J  „       I  d\] 


3  dx  ^       ^  ^y  ' 


on  aura  précisément 


2:  =  S3, 
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S  désignant  l'invariant  du  quatrième  ordre  de  U.  Le  résultant  re- 
latif à  o,  cd',  d'  sera  donc 

expression  analytique  qui  réalise,  autant  que  possible,  cette  ana- 
logie avec  le  discriminant  d'une  forme  cubique  que  M.  Sylvester 
a  le  premier  reconnue. 

))  Mais  le  fait  qu'il  importe  principalement  de  remarquer,  c'est 
l'existence  des  trois  contrevariants  linéaires  simultanés 

o>^V,     ^'  ^¥,     cp"  >^  F, 

par  rapport  au  système  des  formes  quadratiques  proposées.  En 
effet,  si  l'on  en  déduit,  en  transposant,  la  substitution  suivante  : 

x=  IX-hl'Y  -{-l"Z,       y  =  mXH-7n'Y  + WZ,      z  =  nX -^  n'Y  -}- jfZ, 

et,  qu'après  l'avoir  effectuée  dans  o,  o^,  o'\  on  désigne  les  trans- 
formées obtenues  par  A,  'V ^  Y ^  on  aura  ces  deux  propositions  : 

))  i"  Y  ^'-^  V  ^ont  les  dérivées  par  rapport  à  X,  Y  et  Z  d^une 
même  forme  cubique, 

))  2^  Tous  les  coefficients  de  cette  forme  cubicjue  sont  des  in- 
variants simultanés  des  trois  formes  proposées  cp,  o\  (d" . 

))  Ce  second  résultat  offre  le  premier  exemple  de  F  extension 
aux  fonctions  à  trois  indéterminées  de  la  notion  des  formes  types, 
que  j'ai  introduite  dans  l'étude  des  formes  binaires  de  degrés  im- 
pairs et  en  partant  des  covariants  linéaires  propres  à  ces  formes. 
En  second  lieu,  considérons,  en  faisant  abstraction  pour  plus  de 
simplicité  du  dénominateur,  la  substitution  inverse  de  la  précé- 
dente, savoir  : 

X  =  {m'  n"~  n'  ?n")  x  -h  (/?/ 1"—  l' ji") y-\-{V  ni!'—  ni!  l!')z=  Lcc  -\-  My  -h  N ^ ^ 
Y  =  (nm"  —  mil")  x  -{-  {In!'  — nl!')y-^ijn  l"  ~  lni!')z  =  M  x  -\-  W  y  -^  N'^, 
Z  =  {mn!  —nni')x-^{nl'~-  lu!)  y-^{lni!  ~  mV)  z  =  U'x -^W  y -v-Wz. 

Ces  trois  fonctions  linéaires  seront  évidemment  des  covariants  si- 
multanés de  cp,  o' ^  o" ^  de  plus 

6  =cpXH-cp'Y-|-cp''Z 
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sera  un  covaiiant  cubique  et 


N^.P) 


un  covariant  double,  en  ^^,  i^,  (^  d'une  part  et  x^  jk,  :?  de  l'autre. 
Or  on  a  la  relation 


d^ 
dx 


d'c 


dy 


d^ 

dz 


I   d^ 


dx  ^  ^^  +L'cû'-+-I/cp'', 


l  4^  =:Mo-}-M'c:/ 


1  f^ 

3  (i^ 


Ncp  +  N'cp' 


Ainsi  les  mêmes  quantités  /,  /?2,  n^  . . .  se  présentent  dans  la  trans- 
formation de  variables  comme  dans  la  combinaison  sjzygétique 
par  laquelle  on  ramène  les  formes  quadratiques  proposées  aux  dé- 
rivées partielles  d'une  même  forme  cubique.  On  peut  d'ailleurs 
aisément  les  calculer  par  la  remarque  suivante  :  Nommons  ^,  ^^ 
^"  les  formes  adjointes  de  «p,  o^,  ç^^,  et  considérons  le  déterminant 


<icp  d^'  do" 

dx  dx  dx 

d^  d^'  d'^" 

dy  dy  dy 

d<D  do'  do" 

dz  dz  dz 


En  le  mettant  successivement  sous  ces  trois  formes 


-^s-» 

dy              dz 

■cf*='-' 

dy                dz 

>z-l^.. 

dy               dz 

on  aura 
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»  L'analyse  précédente  s'applique  évidemment  à  l'étude  de  deux 
formes  cubiques  binaires  simultanées  et  conduit  à  l'égard  de  ces 
formes  à  des  résultats  entièrement  semblables  à  ceux  qu'on  vient 
de  voir.  C'est  une  extension  nouvelle  donnée  ainsi  à  l'analogie 
qu'ont  révélée  les  découvertes  de  M.  Hesse  et  de  M.  Aronhold  entre 
les  formes  cubiques  ternaires  et  les  formes  biquadratiques  binaires, 
et  qui  doit  compter,  ce  me  semble,  parmi  les  résultats  les  plus  in- 
téressants de  l'Algèbre  moderne.  Peut-être  pourrais-je  y  revenir 
plus  tard,  mais  avant  de  terminer  j'indiquerai  encore,  puisqu'il  a 
été  question  plus  haut  des  formes  types,  comment  on  peut  étendre 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'indéterminées  la  notion  des 
formes  canoniques  telle  que  je  l'ai  donnée  ailleurs  pour  les  formes 
binaires.  A  cet  effet,  j'admettrai  l'existence  de  deux  coçariants 
quadratiques 

par  rapport  à  la  forme  ou  au  système  de  formes  donné.  Gela  posé, 
la  substitution  linéaire  de  ^,  y,  ^,  . . .  en  d'autres  indéterminées  X, 
Y,  Z,  . . .  qui  fournira  la  réduction  à  la  forme  canonique,  sera  dé- 
finie par  les  conditions 

^{x,y,  z,  ...)=  aX2  +  PY2  +^72+.... 

))  On  verra  aisément  comment  se  présentent,  en  partant  de  là, 
les  propositions  fondamentales  que  j'ai  données  dans  le  cas  des 
formes  binaires. 

»    Paris,  i4  février  1860.  )) 
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SUR  l'invariant 

DU 

DIX-HUITIÈME  ORDRE  DES  FORMES  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ 

ET  SUR  LE  ROLE  QU'IL  JOUE  DANS  LA  RÉSOLUTION 
DE  L'ÉQUATION  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ. 


Journal  de  C relie,  t.  59  (1861),  p.   804. 


((  . . .  J'ai  entrepris,  en  suivant  la  méthode  de  M.  Kronecker, 
de  creuser  un  peu  plus  à  fond  la  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré. . . .  Chemin  faisant,  j'ai  eu  à  étudier  Finvariant  du 
dix-huitième  ordre  des  formes  du  cinquième  degré  qui  joue  un  rôle 
fondamental  dans  la  marche  que  j'ai  suivie.  Peut-être  vous  intéres- 
sera-t-il  de  connaître  comment  il  s'exprime  au  moyen  des  racines 
Xq^  ^^,  ^2?  ^3?  ^4  de  la  forme  représentée  par 

/^  a(a7  —  ^oJK)  (-^  —  ^17)  (^  —  ^27)  {x—x^y)  (x  —  Xi^y), 

Voici  le  résultat  que  j'ai  obtenu.  Soit,  pour  abréger, 

{mn)  -^Xtn  —  Xn, 

on  aura 

I  =  ai8)(oi)(o4)(32)-h(o2)(o3)(i4)lKoi)(o2)(43)  +  (o3)(o/0(i2)il(oi)(o3X4^)-^ 

X  l(i2)(io)(43)-i-(i3)(i4)('2o)i  l(i2)(i3)(o4)-H(r4)(io)(23)|  |(i2)(i4)(o3)-i-(i3)(io)(42)j 

X  !(23)(2lXo4)  +  (24)(2O)(3  0i  l(23X24)(l0)-f-(20)(2TX34)|  1  (23)(2oXl4)  +  (24X^^  0(o3)  j 

xl(34)(32Xio)-l-(3oX3iX4'^)IK34X3o)(2i)-i-(3iX32X4o)|l(34X3iX2o)H-(3oX32Xi4)t 
X  l(4oX43X20-^(4iX4a)(o3)j  l(4o)(4iX3^)-H(42X43Xoi)|  l(4oX42)(3i)-i-(4TX43X2o)i. 

Les  quinze  facteurs  ont  été  réunis  trois  à  trois  de  manière  à  former 
cinq  produits,  symétriques  chacun  par  rapport  à  toutes  les  racines 
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moins  une.  Le  produit  total  est  donc  bien  symétrique  par  rapport 
à  toutes  les  racines,  et  l'on  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement 
qu'il  représente  un  invariant,  car  il  ne  change  pas  quand  on  rem- 
place les  racines  par  leurs  inverses  et  qu'on  les  augmente  d'une 

même  quantité 

»  Désignons  par  Xo,  X,,  Xo,  X^,  X/,  les  cinq  produits  de  trois 
facteurs,  dont  se  compose  l'expression  de  l'invariant  1,  de  sorte 
que 

X,=       l(oi)(o4)(3o,)  +  (o2)(o3)(i4); 

X  |(oi)(o3)(43)  +  (o3)(o4)(i2)iKoO(o3)(42)4-(o2)(o4.)(3i)i..., 

on  peut  écrire 

et  X^i-  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  seule  racine  Xk. 
Gela  posé,  les  quantités  suivantes  : 

zo  =  aOXo(ii>0(i3)(i4)(23)(24)(34), 
z,  :-a6Xj(23)(24)(2o)(34)(3o)(4o), 
^,  =:a6X2(34;(3o)(3i)(4o)(4[)(oi), 

^3  ==  a6X3(4o)(4l)(4'^)(oi)(02)(l2), 
^4  =  a«X4(oi)  (02)  (o3)  (  12)  (  l3)  ('23), 

seront  elle-s-mêmes,  sauf  un  facteur  qui  est  la  racine  du  discri- 
minant, des  fonctions  rationnelles  semblables  de  ^07  -^n  •••)  car 
on  peut  écrire,  par  exemple,  en  représentant  le  discriminant  par  A 


Zq  =  a-X 


^  (01) (02) (03) (o4) 

ce  qui  est  évidemment  une  fonction  rationnelle  de  ^0.  Or,  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  dont  les  racines  seront  ces  quantités  Zq^ 
s,,  ...,  aura  pour  coefficients  des  invariants,  et  sera  de  cette 
forme 

^^ -f- L53  _|_  M  A^ -f- 1  v/Â3  —  o, 

L  et  M  étant  du  douzième  et  du  seizième  ordres  et  I  du  dix-hui- 
tième.   )) 
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THÉORIE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES 


APPLICATIONS  A  L'ARITHMÉTIQUE. 


Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  Sciences,  t.  LUI,  i86t  (II),  p.  214 
ç,\.  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  s'user.,  t.  VII,  1862,  p.  25. 


«  Depuis  noire  dernier  entretien  sur  les  questions  arithmétiques 
qui  sont  l'objet  de  vos  recherches  et  où  vous  m'avez  donné  un 
nouvel  exemple  de  la  grande  fécondité  des  méthodes  dont  vous 
conservez  le  principe,  je  pense  avoir  réussi,  dans  une  certaine  me- 
sure, à  donner  satisfaction  à  un  désir  que  vous  m'avez  plusieurs 
fois  exprimé  relativement  aux  beaux  théorèmes  de  M.  Kronecker 
sur  les  nombres  de  classes  de  formes  quadratiques.  Ces  théorèmes, 
qui  semblent  par  leur  nature  devoir  naturellement  entrer  dans  le 
cercle  de  vos  études  sur  les  fonctions  numériques,  restaient  cepen- 
dant comme  isolés  et  appartenant  à  un  ordre  d'idées  très  distinct 
où  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  dans  les  fonctions 
elliptiques  paraissait  seule  pouvoir  donner  accès  Les  démonstra- 
tions du  P.  Joubert  découlent  en  effet  de  cette  théorie  où  la  notion 
de  classe  de  formes  quadratiques  s'offre  de  la  manière  la  plus  né- 
cessaire et  joue  le  rôle  le  plus  important.  J'attache  à  ces  démons- 
trations un  grand  prix,  car  elles  éclairent  et  étendent  la  théorie 
arithmétique  des  formes  en  montrant  que  les  théorèmes  donnés  il 
j  a  si  longtemps  par  Gauss  sont  autant  de  propriétés  des  fonctions 
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elliptiques,  et  elles  ajoutent  un  des  plus  remarquables  exemples 
de  ces  liens  cachés  qui  réunissent  l'analyse  transcendante  à  l'arith- 
métique. En  parvenant  par  une  autre  voie  à  ces  théorèmes  de 
M.  Kronecker,  c'est  à  l'ordre  d'idées  qui  vous  appartient  que  je 
pense  les  avoir  rattachés  de  la  manière  la  plus  directe,  et,  si  je  ne 
me  trompe,  dans  le  sens  même  de  vos  prévisions,  car  la  notion 
arithmétique  de  classe  se  trouve  remplacée  par  l'idée  beaucoup 
plus  simple  et  plus  élémentaire  des  formes  réduites. 

»  Je  suis  parti  des  identités  que  fournit  le  développement  des 
quotients  de  fonctions  6,  en  séries  simples  de  sinus  ou  de  cosinus, 
et  dont  Jacobi  a  montré  le  premier  la  grande  importance  en  décou- 
vrant de  cette  manière  l'expression  du  nombre  des  décompositions 
d'un  entier  en  quatre  carrés  par  la  somme  des  diviseurs  de  cet  en- 
tier. Une  extension  fort  simple  de  ce  procédé  consiste  à  considérer, 
au  lieu  seulement  de  sin  am^,  cos  am^,  Aam^,  les  produits  de 
fonctions  doublement  périodiques  par  des  puissances  de  quan- 
tités B,  c'est-à-dire  des  expressions  ayant  la  période  4^"^?  ^t  se 
multipliant  par  un  facteur  exponentiel,  lorsqu'on  ajoute  2iK.^  à  la 
variable. 

))  En  faisant  z  =  —^^  et  posant  avec  Jacobi 

id  {z)  =^  i  —  iq  cos2^  H-  s^'"-  co^/\x  —  'iq'^  cos6^  -H .  .  . , 
H  (^)  :=  9.\/q  sina?  —  i\/' q'^  sin3a7  -h  ay^^^o  sin  5^  — .  .  . , 
©1  (.3)  =  I  _i-  2^  COS2  57  H-  iq'^  cos4^  ~*~  2^^  cosGa?  -f-.  .  ., 
Hi(^)  =  '^\J q  cosa?  -h  i\/ q'^  cosox  -f-  2^/^25  cos5^  +. .  ., 

de  sorte  qu'on  ait 

I     H(5)  ^  /k'  Hi(^)  ^  /w  0i(^) 

SHi  am^  =  -—  7— — -y        cos  am^  =  \  /  -r  -tt, — r  '        ^  ai^^-^  =  \  ^  -— — ^y 

s/k  0(^)  V     ^'    ®(^)  Q(^) 

les  plus  simples  de  ces  fonctions  seront 

Yi{z)%,(z)        n,{z)Q,{z)       H(^)Hi(^) 


(I) 
(2) 


Q{z)  e{z)  Q{z) 

UH.z)      imz)      euz) 


Q(z)       e{z)       e{z) 
Si  on  les  développe  en  séi^ies  de  sinus  et  de  cosinus,  on  trouvera. 
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pour  les  premières, 

-H  sin3a?\/^9  (i  "1-  '2^—1) 


-H  sill(2^+i)iry/^(2/i+l)-(i_i-2^-l-}-'2g-4_4_,  ,  .  _|,  2^-«').. 


—  cos3^y/^9  (i  —  iq~^) 

-}-  cos5rpy/^25  (i  —  2^-1  -I-  Q^q-^) 

—  co?>-jx\/q^^  (i —  2^-^  -^  iq-'^  —  iq~^) 


,, Pi 2^~^-l-2^~^ —       1 

+  (_,)«cos(2«+i)a;^5r(^«+i''|^   +;(_,)„^„'-        ■■   J^ 

-t-  sin4.a7g*  (2  y/ 9'"^  +  '2  v^-'-^) 

-H  sin6^^9  (2  v/^~^  -i-  2  V^^~^  -1-  2  (y^"^^) 

-H  sin8^^i6  (2  ^^  .^  2  (/^+  2  (/^^^^  -H  2  \/^-^9) 


H-  sin  2  nxq^'''  ( 2  y/^-i  -H  1  ^q-^  -h  ...  -t-  2  ,^y^-(2«-i)'^  ) . 
Quant  aux  secondes,  introduisons  la  fonction  suivante  : 

Z(x)  —  G0?>ixq{l\!q-^) 

—  (I0^l\xq^  (2  y/^"^ —  2  V^^^) 

H-  cos6^^9  (2  \/^""^  —  2  \/g~^  -f-  2  \/^~^^) 

—  cosB^^i^  (2  \/V~^  —  2  y/^"^  -t-  2  y/^--^  —  2  \/q-^^) 

—  (—  i)«  cos2  7^^^'^'[2  {/q^  —  2  (/^  +.  .  .—  2(— i)'^V^^-^2'^-i^']  > 
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et  ces  constantes,  savoir  : 


Sf.-^-=2<-)" 


l  —  q         1  —  g'^  ! — q^  T  —  q'  ^mà  l  —  q^ 

,    —  ,, ,  , 4/—  -  (2/;i+l)(2/;i-i-3) 


G  = 


■q  l^q-^  \-\-q^  l-^q' 

[  ^3  ^6 


4  r4-^2         14- g*         1 4- ^^^ 


4    '  ^  I  • 


ou  encore 


S./  qB  —    >    ^^— — - 

^  ^  jLu   l-i-  q^'^ 


•2/fi—l  ' 


^  (2m  4- 1)2 

4/-^        I  4/--       V^  ^ 


4^  ^        ^^    \-\-q 


Ini 


elles  donnent 


— •  sin  am^H  {z)  =  ^- ■       ^;   /   .:=  A0(^)  — 0  (o)Z, 

cosam^Hi(^)  ==  ^1 J/  /  ===  B0(^)  —  0i(o)Z, 

'IIZ  '2  71  0(-^) 

1    iam,.e,(.)=^^     ^   =Ge(.)-H,(o)Z. 

2TC  27T  ©(-^j 

))  Ce  second  groupe  de  fonctions  se  distingue  essentiellement 
du  premier  par  la  présence  des  fonctions  complètes  A,  B,  C,  dont 
voici  le  caractère  arithmétique.  Désignant  par  n  les  nombres  en- 
tiers ^  3  (mod  4);  on  aura  d'aJoord 

le  coefficient  a^  étant  la  somme  des  valeurs  de  l'expression 


(-0  ' 
en  prenant  pour  d  tous  les  diviseurs  de  n  inférieurs  à  sa  racine 
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carrée  ;  nous  le  représenterons  ainsi 


d  - 1 


Faisons  ensuite,  en  supposant  n  pair, 


»  Si  l'on  désigne  par  d  les  diviseurs  impairs  de  n  inférieurs  à  sa 
racine  carrée  et  par  d'  les  diviseurs  impairs  plus  grands  que  sa  ra- 


f/-i 


^i'-~-5:'--- 


))  Voici  donc  deux  nouveaux  exemples  de  ces  parties  de  fonc- 
tions que  Kronecker  a  introduites  en  arithmétique  et  qui  s'offrent 
sous  un  point  de  vue  si  différent  dans  les  recherches  délicates  et 
profondes  de  ce  savant  géomètre  sur  les  modules  qui  se  rapportent 
à  la  multiplication  complexe.  Par  cette  nouvelle  origine,  elles  se 
trouvent  rattachées  de  la  manière  la  plus  immédiate  à  l'ensemble 
de  vos  travaux  sur  les  fonctions  numériques,  et  peut-être  même  ne 
sera-t-il  pas  impossible  de  définir  par  des  équations  difFérentielles 
les  fonctions  qui  leur  donnent  naissance  en  partant  de  ces  expres- 
sions : 


•27rG  = 


»  Je  remarque  encore,  comme  un  nouveau  trait  de  la  distinc- 
tion à  établir  entre  les  fonctions  (i)  et  (2),  que  la  quantité  Z(^), 

qui  donne  A  et  B  en  y  faisant  x  =  o  et  x^-^i  conduit,  pour 


X  :=  ^  7  k  cette  relation 
4 


in-hl)-  v^      r/'^-in-hV^- 


v''^^^(i)=Z/-')"rT5^-2„S 


H.  —  IL 
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dont  le  développement  a  la  forme 


^'i 


y(- 


7/  +  J  U 


Le  nombre  n  est  ^  —  i  (mod  8)  ;  k^  est  la  somme  des  quantités 


r/2-  1  d  -  1 


(-1) 


pour  tous  les  diviseurs  de  /?  inférieurs  à  sa  racine  carrée,  c'est-à- 
dire  encore  une  partie  de  fonction.  A.u  contraire,  dans  ces  cas  et 
d'autres  analogues,  les  développements  des  expressions  (i)  ne  con- 
duisent jamais  qu'à  des  fonctions  numériques  complètes. 
))  Après  ces  deux  groupes  de  fonctions,  la  suivante  : 

pourra  servir  d'exemple  du  cas  le  plus  simple  qui  s'offre  ensuite 
dans  la  série  des  expressions  obtenues  en  multipliant  par  la  pre- 
mière puissance  d'une  des  quantités  B,  une  fonction  doublement 
périodique.  Elle  donne,  en  désignant  par  X  une  constante,  ce  dé- 
veloppement 


))  On  doit  donc  encore  -regarder  X  comme  une  fonction  com- 
plète, dont  la  valeur,  sous  une  forme  analytique  toute  semblable  à 
celle  de  A,  B,  G,  sera 

»  Mais,  tandis  que  A,  B,  G  se  rapportent  sous  le  point  de  vue 


Hosted  by 


Google 


I.  E  T  T  R  E   A  D  11  E  s  s  E  E   4    iM  .    L  1 0  U  V  1  L  L  E  .  113 

arithmétique  aux  fonctions  des  diviseurs  des  nombres,  X^  comme 
vous  allez  voir,  conduit  aux  fonctions  qui  expriment  le  nombre 
des  classes  quadratiques  pour  toutes  les  formes  de  déterminant  —  n. 
Il  étant  ^  3  (mod  4). 

))  Pour  le  démontrer,  je  regarde  1  expression  —      ^  - —  comme 

le  produit  de  ces  deux  facteurs 

— ^ — - — ^ — -       et       ^  —  sJ k  sin  am^; 

0(.^)  0(5)        ^ 

or  nous  avons  trouvé 

\      0(.)      -"^'"v-/ 

H-  sin  Zx  \q^  (r-f-  iq-'^) 
=   5j   sin  ('2  A^  -h  i)  ^  -y^ia/i-i)"  ^  V  g-a-^ 

le  nombre  a  devant  prendre  les  valeurs 

a  =  o,     ±1,     dz  2,      ...,     ±71, 
et  l'on  a 

s/FK  H(z]  .  \/q  .     .,         v/^3  ,     ^         ^^ 

7-7 — ■  =  '2  sin^r 1-  2  sin  ox — -  -t-  2  sin  0^  — ^  ■-;:  +  etc., 

TT       ©(-S)  I  —  q  l  —  q^  1  — q^ 

de  sorte  qu'en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  séries,  on 
devra  précisément  retomber  sur  le  développement  ci-dessus  de 

_K       /2A-K  \r-{z)Qi{z) 

27t\/         7:  02(5) 

On  trouve  ainsi,  en  se  bornant  au  terme  constant, 


""ICI       v/<7    '■"^        '  ■ 

^=2à    1-^2.^+1    \/^^2,.-|-l)'^  (1  _|_  2^-1  +  2^-4_,_  .  .  ._!_  2  g-^^-), 


^Et 


^^2  «4-1 


T^ 


expression  qu'il  est  aisé  de  développer  suivant  les  puissances  de  q 
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en  remplaçant  la  fraction 


1  —  q-^'i'^^ 

par 

6  désignant  tous  les  nombres  entiers  de  zéro  à  l'infmi.  En  posant 

N   =:(  271  H-  l)  (2/1-^4^  -h  3)  —  4^2, 

et  désignant  par  F(J^)  le  nombre  de  fois  que  cette  équation  aura 
lieu  pour  une  valeur  de  N,  en  supposant  n  el  b  entiers  et  positifs, 
a  compris  dans  la  série 


on  aura  évidemment 

»  Ceci  posé,  j'observe  que  la  valeur  de  N  représentera  tous  les 
nombres  entiers  ^  3  mod4,  et  qu'on  peut  l'écrire  de  ces  trois  ma- 
nières, en  faisant  correspondre  à  chacune  d'elles  une  forme  qua- 
dratique de  déterminant  —  N,  savoir  : 

(  N  =  ( 2 ^  -f-  i)  ( 2 71  -H  4 6  -h  3 )  —  l\a-, 
\  {in  -\-  i,     ia,     2 71  H-  4 ^  -H  3 ) , 

L    N  ~  (  2  71  -I-  I  )  (  4  'i  -i-  4  ^  -r-  4  —  4  <^^  )  —  (  2  7Z  4-  1  —  1  Cl)- ^ 
(  (27l-f-I,       272-1-1  —  ia,       4^  -i-  4^  ^-  4  "  4'^)5 

(  N  =  (27z-i-])(47i-+-4Z? -f-4 -i-4<^)  — ('>^^^-M-H  2«)S 

'     \  {2Al-}-I,       271  -r- I  -1-  2a,       4  71  +  4  ^  -^  4  -r-  4  <^0- 

))  En  employant  la  première  pour  les  valeurs  de  a  inférieures, 

abstraction  faite  du  signe  à  la  limite  - — - —  ?  la  forme  quadratique 

correspondante  représentera  toutes  les  formes  réduites  de  déter- 
minant —  N,  où  le  coefficient  moyen  est  pair,  et  qui  sont,  par 
conséquent,  de  l'ordre  proprement  primitif,  chacune  d'elles  étant 
prise  une  seule  fois.  Les  classes  ambiguës  seront  renfermées  dans 
ce  premier  groupe  et  correspondront  à  a=:o(Gauss,  Rech.  arith., 
p.  288).  Pour  les  valeurs  de  a  qui  vont  de  la  limite  inférieure 
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in  - 


— —  à  la  limite  supérieure  /z,  nous  emploierons  la  seconde  ex- 
pression en  leur  attribuant  le  signe  +  et  la  troisième  en  leur  don- 
nant le  signe  — .  On  aura  ainsi,  deux  fois  répétée,  une  série  de 
formes  (/>,  ^,  r)  de  déterminant  — N  où  se  trouvent  satisfaites  les 

conditions 

^>o,     iq<p,     iq<r. 

))  En  permutant/?  et  r  lorqu'on  aura/?  >>  r,  cette  série  donnera 
toutes  les  formes  réduites  de  déterminant  —  N  où  le  coefficient 
moyen  est  impair  et  positif,  l'un  des  coefficients  extrêmes  étant 
aussi  un  nombre  impair.  On  doublera  leur  nombre  si  l'on  y  joint 
les  formes  opposées  (/>,  —  ^,  /')  qui  en  sont  distinctes  et  appar- 
tiennent à  des  classes  différentes,  puisqu'il  n'existe  point  de  formes 
ambiguës  ayant  un  coefficient  moyen  impair.  Par  conséquent,  à  la 
totalité  des  deux  séries  de  valeurs  positives  et  négatives  de  a  cor- 
respond exactement  la  totalité  des  formes  réduites,  proprement 
primitives  du  déterminant  —  N.  Ainsi  la  fonction  /"(N)  qui  s'est 
offerte  d'abord  comme  la  somme  des  nombres  de  solutions  des 
équations  1,  II  et  IIÏ,  reçoit  cette  nouvelle  et  importante  signifi- 
cation arithmétique  de  représenter  le  nombre  des  classes  propre- 
ment primitives  de  déterminant  —  N.  L'équation 


X 


'l'"-'^'''-r.\/'^.C"^'mF"- 


envisagée  sous  ce  nouveau  point  de  vue,  montre  l'importance  de 

la  fonction  complète  de  1  expression 7-77 et  va  donner  très 

aisément  l'un  des  théorèmes  de  M.  Kronecker. 
))  Je  fais  pour  cela  x  =z  o  dans  l'équation 

K      /ÏTK  H2(^)©,(^)        ,^  ^  ^    ,^                       4/ — r 
my       7z  i;y-{z)  

—  C05  4 ccq^  (\^q~^  ^  ^  \/Ç~^) 

—  cos6xq^  (\/q~''^  •+-  3  \V^~^  -+-  5  sjq'-"") 


Le  premier  membre  s'annulant,  on  voit  immédiatement  que  le  se- 
cond membre,  ordonné  suivant  les  puissances  de  ^,  donne  une 
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série  dont  le  terme  général  est 

L'exposant  N  est  ^  3  (mod4),  2  ^^  représente  la  somme  des  di- 
viseurs de  N  supérieurs  à  sa  racine  carrée,  et  2,  ^^  ^^  somme  des 
diviseurs  qui  lui  sont  inférieurs. 

1^ 
»  Le  coefficient  de  q''    est  donc  précisément  la  fonction  désignée 

par  W(N)  et  définie  dans  le  Mémoire  de  M.  Kronecker  au  moyen 

de  la  relation 

En  emplo^'^ant  cette  notation,  on  pourra  donc  écrire 

1  .  1 

0,(o)Vir(N)ryï''=i2^(N).y^'', 

et  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  d'une  même 
puissance  de  ^,  on  trouvera 

i^(N)  -i-  1  F(^  —  22)  -H  2  F(N  _  42)  _,_. .  .4_  .^  //(N  —  4  A-2)  r=  |.  iF(N). 

Or  cette  relation  est  donnée  en  ajoutant  membre  à  membre  les 
équations  (V)  et  (VF)  du  Mémoire  de  M.  Kronecker,  et  observant 
que  la  fonction  oljn)  qui  y  figure  s'évanouit  pour  m  =  'N^  3(mod4). 
))  D'autres  théorèmes  résultent  d'une  détermination  difi'érente 
de  .A..  En  premier  lieu,  je  fais  le  produit  des  deux  séries 


0,|  (z)  =  i-\-  2g  COSIX  H-  2^*  cos4^  -\-  iq^  cos6x  -{-..., 

— -——-   =     > — C0S2^ — -  —  C0S4^ — r-  •  •  ? 

2  7r2    0-^(^)         ^i—  ^2/i  \  —  cf  \  —  q^ 

qui  donne   pour  le  terme   constant  dans  le  second  membre  l'ex- 
pression 

2Là  1  —  q'->'-  ~"  ZmÀ  I  —  ^2«  * 

»  Ce  même  terme  s'obtenant  aussi  en  intégrant  entre  les  limites 
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zéro  et  K  le  premier  membre,  on  aura 
et,  par  conséquent, 

-y  -^-^^^2^ _____  ~2^- 


nq'^ 


•^- 


Soit 


<î>^(7i)  représentera  la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  n  dont  les 
conjugués  sont  impairs  etW^(7i)  la  somme  de  tous  les  diviseurs 
moindres  que  \//2  et  qui  ne  sont  pas  de  même  parité  que  leurs 
conjugués.  Ainsi  pour  n  impair,  <E>i  (/^)  coïncidera  avec  la  somme 
de  tous  les  diviseurs  que  M.  Kronecker  nomme  ^(n)^  eiW^(n) 
sera  nul.  Cela  étant,  l'équation 


donnera  ce  nouveau  théorème  où  n  est  quelconque  : 

i^(47^  — i)  +  i^(4^— 32) -+-...+ F[4/^  — (2a +1)2]  =  ^^{ji)  —  Wi{n), 

))  Je  considère  en  second  lieu  le  produit  des  développements 
de  H(^)  et  de  la  dérivée  de  cosam^,  à  savoir  : 


H(^)  =  2y  ^  sin^  —  2\/q^  sin3^  -l-  ay/^/^^  sin 


00^  - 


1 ^    \  ^ — -  ■=        ^     sm^  +      ^  ^    ■  sm  3^  H —--  sm  5^  4- 

Ti-  &^{z)  ï  ■+- q  i-^q^  ^-^ç"" 

En  opérant  de  même  on  trouvera 
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(2  71  -h])  Cf' 


-(2^i+l)(2«+3) 


=  >(-,)    '■■    M.',(^')r/■■■, 


el,  si  l'on  pose 

N  représentera  tous  les  nombres  entiers  ^  3  (mod  4)  et  "^^2(N)  la 
somme  des  diviseurs  de  N  inférieurs  à  la  racine  carrée.  L'équation 


(/4^2^(«w'"=2<- 


■i)    '^    ^.(N)^^' 


donnera  par  suite  ce  troisième  théorème 

jP(N)  —  2F(N  —  2^-)  -1-  '2.F(N  —  4"-)  — . . . 

+  2(-iy^i^(N-4/r^)  =  (~i)   4    iF2(N):=:(-i)    ''•■    -L_Z__A_J. 

))  Le  temps  me  manque  en  ce  moment  pour  donner  le  système 
complet  de  toutes  les  relations  de  cette  nature,  et  m'occuper  des 
autres  théorèmes  de  M.  Kronecker  et  de  ceux  où  le  P.  Joabert(^  ) 
a  introduit  des  fonctions  numériques  distinctes  des  précédentes. 
J'aurais  surtout  à  retrouver  cette  relation 


2f(«)?«  = 


y  r^ 


(i-^y^ 


qui  sans  doute  doit  résulter  de  combinaisons  où  entre   la  fonction 

-—4^'  M.  Kronecker,   en  la  donnant  comme  l'expression  analy- 

tique  d'un  de  ses  théorèmes,  avait  bien  évidemment  pressenti  la 
signification  qu'elle  recevrait  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et,  à  cet  égard,  je  ne  puis  trop  admirer  la  pénétration 
dont  il  a  donné  la  preuve. 

))  Vous  m'avez  aussi  plusieurs  fois  parlé  de  la  décomposition 
des  nombres  en  trois  carrés;  dans  le  cas  où  il  s'agit  des  nombres 
^  3  (mod  8),  et  où  les  carrés  sont  tous  impairs,  voici  comment  on 
trouve  le  nombre  des  décompositions. 

))  Soit  X^  ce  que  devient  X  par  le  changement  de  ^  en  —  q\  en 
posant  pour  un  instant  s  =  \/ ■ —  i ,  on  aura 


•.X^ 


-  y  F(8.i-4-3)^~ 

0 


(1)  Voir  C.  B.,  t.  L,  i86o  (I),  p.  774  et  suiv. 
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Or  on  obtient  aisément  la  valeur  du  premier  membre.  Introdui- 
sons dans  FintésTale  a:  au  lieu  de  iJ  =  — — ?  ce  qui  donnera 


9.K^   /'2kK    r'~  V\Hz\ 

'2TIoA)   =:    i/    /         — 


^''^^^U.. 


Hz) 
Comme  en  changeant  g  en  —  q^  les  quantités 

•iL\    ^I^^.,    e(.),    H(.),    e,(.) 

deviennent 

■^r^  '\/^'  ®^(^^'  ''^^(^''  ^^-^^^ 

on  aura 

Mais,  par  la  substitution  de  -  —  x  à  x^   Fintégrale  se  change  en 
celle-ci  : 

•"^Hf(^)ei(.-) 


.1  &H 


Hz) 
d'où  résulte 


dx 


et,  par  suite,  à  cause  de  £  ''  =  —  i , 


P  .fo, 


Or  on  a 

H2(^)-f-/r'Hf(^)  =  /r02(^), 

il  s'ensuit  que 


„,x-.*,,=^^/^/,,e„>)...:^/(i^)• 


et  l'on  en  conclut  la  relation 


2^(8«  +  3)^     *      ==(^Vy  +  ^/5r»  +  (/^'-5+...)3, 
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qui  est  l'expression  de  ce  théorème  arithmétique  que  le  nombre 
des  représentations  d'un  entier  N^3  (mod  8),  par  la  forme 
^2  -^j-  -|-  z-^  en  supposante,  yj  z  de  même  signe,  est  précisément 
égal  au  nombre  des  classes  quadratiques  du  déterminant  —  N  pour 
lesquelles  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair. 

»  Quant  au  cube  de  i/  ^—  ou  0|  (o),  il  est  donné  sous  une  forme 

singulière,  et  dont  je  n'ai  pu  suffisamment  approfondir  la  signifi- 
cation en  faisant  e  =  o  dans  l'équation 

—  ^^imz&■l{z)  =  G0(^)  — Hi(o)Z. 

On  obtient  ainsi  immédiatement 


v/(^)'=«<«)(-*2fS5^)-<"-<«)i:<-'' 


-(2/;z-hl)(27?î+3) 
,9' 


Je  laisse  donc  de  côté  ce  résultat  et  d'autres  du  même  genre  pour 
vous  indiquer,  en  terminant,  de  quelle  manière  je  conçois  la  liai- 
son de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dans  ses  applications  à 
l'arithmétique,  avec  vos  recherches  générales  sur  les  fonctions  nu- 
mériques. 

))  Je  considère  pour  cela  les  développements  suivant  les  puis- 
sances de  ^,  de  sinam^,  cosams,  Aam^,  et  je  remarque  qu'en 
posant 

- —  sm  am^  =   >    ^jicf'    , 

/  T/-  n-—\  1 

—  cosam^  =r^  (— ij   2     S;,^2    ^ 
A  ani^  —  I  -t-    >    T/,  q'^ , 


r/-l 


les  sommes  s'é tendant  à  tous  les  diviseurs  cl  du  nombre  impair  n 
et  à  l'égard  de  la  fonction  T,  si  l'on  pose 


n  =  2^N, 
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N  étant  impair,  et  qu'on  désigne  par  d  les  diviseurs  de  N,  on  aura 
serablablement 

T,,  =:'V(—   l)      2        COSS^^+l^lr. 

On  retrouve  donc   ainsi  les  fonctions  numériques  qui  se  sont  si 
souvent  présentées  dans  vos  recherches. 
))  Soit  encore 


/K    H(^)e,(^-)   _vu  .J" 


0(^) 

et  désignons  par  cl  et  cV  deux  divisein^s  conjugués,  dont  le  produit 
soit  /z,  on  aura 

U,,  =  -  2^  sni  — .  œ,  ^''^  T^  2u  ^~  ^^         ^^^  1 ^' 

les  sommes  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  n  qui  est 
EEH  I  (mod4)  et,  en  dernier  lieu, 

^^,         ^^     .     d-^d' 


n  étant  ^  —  i  (mod  4).  On  reconnaît  ainsi,  au  point  de  vue  arith- 
métique, l'analogie  des  nouvelles  fonctions  avec  les  anciennes, 
et  en  même  temps  leur  différence  qui  consiste  en  ce  qu'un  divi- 

seiu^  d  est  remplacé  par  — ; •  On  ne  voit  point  encore  d'ailleurs 

s'offrir  de  parties  de  fonctions,  mais  elles  se  présentent  en  faisant 


^-C^)  =-2^  '^nq'*"'- 


Dans  ce  cas  n  est  ^  —  i  (mod4)7   ^^  ^^^  supposant  d<^d^^  on 
trauve 


?.-^^2^"')    ' 


d-\-d' 

cos •  x^ 
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la    somme    ne   comprenant  que  les   diviseurs    d^    qui    sont    infé- 
rieurs à  \J]i. 

»  J'espère,  mon  cher  confrère,  que  vous  n'oublierez  pas  m'avoir 
aussi  promis  une  Lettre  arithmétique  qui  soulève  un  peu  le  voile 
dont  vous  vous  êtes  jusqu'à  présent  recouvert.  Si  vous  le  jugez  à 
propos,  j'aimerais  bien  que  celle-ci  fût  publiée  dans  votre  Jour- 
nal, où  je  la  ferai  suivre  de  plusieurs  articles  sur  divers  sujets  qui 
s'y  rattachent  et  qu'en  ce  moment  je  snis  obligé  d'ajourner.  » 
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NOTE 


LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Extrait  de   la  6*^  édition  du  Calcul  différentiel  et  Calcul   intégral 
de  Lacroix;    Paris,  Mallet-Bachelier,   i86'2. 


On  donne,  comme  on  sait,  le  nom  de  fonctions  algébriques 
aux  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  variable,  aux  quotients 
de  ces  polynômes  et  aux  racines  des  équations  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  entière  par  rapport  à  l'inconnue  et  à  la 
A^ariable.  Les  fonctions  que  l'on  appelle  transcendantes  sont 
toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  la  définition  que  nous 
venons  de  rappeler,  par  exemple  les  exponentielles  et  les  loga- 
rithmes, les  sinus,  cosinus,  tangentes  d'un  arc  de  cercle,  oti  les 
arcs  sinus,  arcs  tangentes,  etc.  Les  fonctions  de  fonctions  que  l'on 
obtiendra  par  des  combinaisons  algébriques  de  ces  premières 
transcendantes  seront  encore  évidemment  des  fonctions  transcen- 
dantes, et  l'on  voit  ainsi  comment  on  petit,  qtioique  sans  utilité, 
en  multiplier  indéfiniment  le  nombre.  C'est  en  quittant  le  champ 
de  l'Algèbre  et,  en  quelque  sorte,  dès  l'abord  du  Calcul  intégral, 
qu'on  est  amené  naturellement  et  sans  effort  à  l'origine  véritable- 
ment féconde  d'une  infinité  de  fonctions  nouvelles,  distinctes 
essentiellement  les  unes  des  autres,  offrant  pour  chacune  d'elles 
un  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  même  temps  que  des 
caractères  communs  qui  les  réunissent  en  grandes  catégories,  et 
dont  Fétude  approfondie  est  l'un  des  objets  les  plus  intéressants 


Hosted  by 


Google 


l'iG  OEUVRES    DE     CHARLES    H  E  R  M  IT  E  . 

de  la  Science  actuelle.  Deux  géomètres  illustres,  Abel  et  Jacobi, 
ont  attaché  les  premiers  la  gloire  de  leur  nom  à  cette  étude,  en 
posant  les  fondements  de  la  théorie  des   transcendantes  et  dlf- 

/dx 
— ?  et  les  arcs  de 

cercle   /  ^    ■  ?  forment  les  termes  les  plus  simples  et  les  plus 

j    v/i  — ^^ 
élémentaires.  Après  les  logarithmes  et  les  arcs  de  cercle,  ce  sont 
les  fonctions  elllpticjues  auxquelles  donne  naissance  l'étude  des 

/dx 
,  qui  ouvrent  la  série  des  nouvelles 

fonctions  et  en  présentent  le  premier  terme.  Ce  seront  celles  aux- 
quelles sera  cousacrée  cette  Note,  et  dont  on  va  essayer  de  donner 
une  première  idée  en  présentant  l'esquisse  de  leurs  caractères  les 
pkis  saillants. 

Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

En  rappelant  tout  à  l'heure  la  déiînition  des  fonctions  algé- 
briques, nous  avons  dit  qu'elles  comprenaient  d'une  part  les 
polynômes  et  les  fractions  rationnelles,  et  de  l'autre  les  racines  des 
équations  F(j*,  x)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  rationnel  et 
entier,  par  rapport  à  la  variable  et  à  l'inconnae  y.  Dans  le  pre- 
mier cas,  les  fonctions  ne  sont  susceptibles  que  d'une  seule  et 
unique  valeur  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x^  tandis 
que  dans  le  second  elles  offrent  autant  de  déterminations  qu'il  j  a 
d'unités  dans  le  degré  de  l'équation  supposée  irréductible  et  qui 
sert  à  les  déhnir.  Une  différence  du  même  genre  se  montre  entre 
les  transcendantes  simples,  sin^,  cosx,  tang^  et  arc  sin^,  arccos.2;, 
arc  tan g^,  les  premières  ressemblant  aux  polynômes  et  aux  frac- 
tions rationnelles,  comme  n'étant  susceptibles  que  d'une  seule  et 
unique  détermination;  les  secondes  au  contraire,  en  admettant 
une  infinité,  sont  à  cet  égard  comme  les  racines  d'une  équation 
dont  le  degré  serait  infini.  Et  il  en  est  évidemment  de  même  pour 
l'exponentielle  e^  et  le  logarithme  qu'on  peut  considérer  comme 
défini  par  l'équation  transcendante  ou  de  degré  infini  ey  =.  x.  Ce 
rapprochement,  qui  s'offre  au  premier  aperçu,  se  confirme  et  se 
complète  par  les  remarques  suivantes.  Pour  toute  valeur  réelle  ou 
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imaginaire  de  la  variable,  on  a 


X  X- 


l  \  .'1  I  .  '2  .  ô 


siil^     =a:"—   ^  -+- 


I .  '2 . 3         1.2.3.4.5         1.2.3.4.5.6.'; 


x'^  .^•'-  X^' 

1.2        1.2.3.4        1-2.0.4.0.0 


taiiga?—  - 


1.2.3.4. 5 


1.2        1.2.3.4 


et  du  fait  même  de  la  convergence  des  séries  résulte  qu'en  les 
arrêtant  à  un  terme  suffisamment  éloigné,  les  transcendantes  se 
trouvent,  avec  autant  d'approximation  cju'on  le  veut,  remplacées 
par  des  polynômes  et  des  fractions.  Tout  au  contraire,  les  déve- 
loppements 

.  .  \ÀJ  \AJ  «X/ 

0%{\-\-x)^x—  -~--\~  —  —  -   4-.,., 


arc  sin  ^'  =  x  ■ 


x^         i.3.x'^    ^    1.3.5.^'^ 
2.3         2.4.0  2.4.6.7 


arc  tang  x  =  x —  n — ~ h  . .  . 

007 


ne  subsistent  qu'en  supposant  la  variable  moindre  que  l'unité,  et 
l'assimilation  approximative  avec  des  polynômes  n'est  possible  que 
dans  un  intervalle  fort  restreint.  Enfin,  et  ceci  est  le  point  qu'il 
importe  surtout  de  remarquer,  par  une  seule  valeur  donnée,  soit 
de  l'exponentielle  ou  des  fonctions  circulaires,  on  en  peut  obtenir 
algébriquement  ou  même  rationnellement  une  infinité  d'autres. 
C'est  ainsi  qu'en  trigonométrie  rectiligne  on  calcule  en  partant  de 
l'arc  de  10'^  toutes  les  valeurs  du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tan- 
gente qui  figurent  dans  les  Tables,  propriété  aussi  remarquable 
qu'importante  de  ces  fonctions,  et  qui  découle  des  relations 

siii  {x  -\-y)  —  sin^  cosj^  -I-  sin^  cos^, 
cos(rî7  4-jk)  =  COS57COSJK  —  sinx  sin^, 
tang57  -H  tangjK 


iang(x-hy)-- 


j  —  tang^  tangy 
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dont  les  seconds  membres  sont  composés  algébriquement  avec  les 
fonctions  relatives  à  l'argument  ^  et  à  l'argument  y.  Ces  mêmes 
propriétés  nous  les  trouverons  dans  les  fonctions  elliptiques  dont 
elles  constituent  les  caractères  les  plus  essentiels,  et  nous  les  résu- 
merons en  disant  des  nouvelles  transcendantes,  qa^elles  sont  des 
fonctions  uniformes,  à  détermination  unique^  analogues  à  des 
fractions  rationnelles,  auxquelles  on  peut  les  assimiler  avec 
autant  d^ approximation,  et  dans  une  aussi  grande  étendue 
cfu'^on  le  veut,  des  valeurs  de  la  variable^  et  de  plus  que  les 
fonctions  relatives  à  la  somme  de  deux  arguments  x  et  y  s^ ex- 
priment algébriquement  par  les  fonctions  relatives  à  ^ argu- 
ment X  et  à  r argument  y.  Enfin,  et  de  même  qu'à  l'exponen- 
tielle    et  au  sinus   répondent   les    expressions  inverses,    log^    et 

—  •>     I         '  nous  verrons^    avec  une  infi- 

nité  de  déterminations,  s'offrir  comme  inverse  des  fonctions  ellip- 
tiques, l'intégrale  d'une  nature  plus  élevée 


/. 


d.v 


où  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  du  cjuatrième  degré  en  x. 

De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

Cette  propriété  importante  manifeste  d'une  manière  toute  par- 
ticulière la  différence  de  nature  des  fonctions  qui  la  possèdent 
avec  les  fonctions  algébriques  rationnelles  dont  nous  les  avons  tout 
à  l'heure  rapprochées,  et  leur  imprime  leur  caractère  le  plus  appa- 
rent en  quelque  sorte  de  fonctions  transcendantes.  C'est  d'ailleurs 
par  la  périodicité  que  les  sinus  et  cosinus  interviennent  dans  presque 
toutes  les  questions  de  l'analyse,  depuis  les  études  qui  ont  pour  objet 
les  propriétés  abstraites  des  nombres  entiers,  jusqu'aux  applica- 
tions du  calcul  à  la  Physique  et  à  l'Astronomie.  Aussi  est-il  bien 
digne  d'intérêt  d'étudier  à  ce  point  de  vue,  dans  la  longue  chaîne  des 
nouvelles  transcendantes,  celle  qui  s'offre  à  son  commencement  et 
se  joint  immédiatement  aux  fonctions  circulaires,  les  seules  con- 
nues pendant  si  longtemps.  C'est  au  début  de  leurs  travaux  qu'Abel 
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et  Jacobi  firent  simaltanément  la  découverte  capitale  que  les 
fonctions  elliptiques  possèdent  deux  périodes,  une  première  qu'on 
peut  toujours  supposer  réelle,  et  une  autre  qui  est  nécessaire- 
ment imaginaire.  Jacobi  démontra,  en  outre,  qu'une  fonction 
uniforme  d'une  variable  nepouvait  posséder  plus  de  deux  périodes, 
et  M.  Liouville  après  lui,  embrassant  dans  toute  sa  généralité  la 
théorie  des  fonctions  doubleinefit  périodiques^  fit  voir  qu'elles  se 
réduisaient  aux  seules  fonctions  elliptiques,  et  mit  hors  de  doute 
la  prévision  de  Jacobi,  que  ces  fonctions  résumaient  en  elles  tout 
ce  que  pouvait  présenter  l'analyse  à  l'égard  de  la  périodicité  envi- 
sagée dans  le  sens  le  plus  étendu.  Nous  allons  dans  ce  qui  suit 
nous  occuper  du  mode  d'après  lequel  se  manifeste  analytiquement 
ce  fait  si  remarquable  de  la  double  périodicité,  en  commençant  par 
étudier  sous  ce  double  point  de  vue  la  périodicité  simple  dans  les 
fonctions  circulaires.  Mais,  en  premier  lieu  et  en  raison  de  son  ca- 
ractère élémentaire  et  purement  arithmétique,  nous  donnerons  la 
démonstration  de  Jacobi  sur  l'impossibilité  d'une|  fonction  à  plus 
de  deux  périodes. 

I.  —  Proposition  de  Jacobi, 

En  désignant  par  a  et  b  deux  quantités  dont  le  rapport  soit  réel 
et  incommensurable,  on  sait  par  la  théorie  des  fractions  continues 
qu'il   est  possible  d'approcher  de  -r  par  une  infinité   de  fractions 

rationnelles  —  de  manière  à  vérifier  la  condition 
n 

a        m         z 
b  '~   n         n^ 

£  étant  moindre  que  l'unité.  De  là  on  tire 

7.      ^^ 
na —  mo  ~  ■ 

71 

Or  une  fonction  ayant  pour  périodes  a  et  b  ne  changera  pas  en 
ajoutant  à  la  variable  une  somme  de  multiples  de  ces  quantités  par 
des  nombres  entiers,  telle  que  na  —  mb.  Comme  le  nombre  n 
peut  être  pris  aussi  grand  qu  on  veut,    sans  quoi  t  ne  serait  pas 

incommensurable,  la  nouvelle    période   na  —  mb  =  —  peut  être 
H.  -  II.  9 
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rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  et  par  là  nous 
reconnaissons  déjà  qu'il  ne  peut  exister  de  fonction  doublement 
périodique  où  le  rapport  des  deux  périodes  serait  réel  et  incom- 
mensurable. 

C'est  à  cette  même  conclusion  d'une  période  infiniment  petite, 
ou  du  moins  dont  le  module  est  infiniment  petit,  que  nous  allons 
parvenir  en  supposant  trois  périodes  imaginaires  : 

a  =  a  -H  a'  \J —  i , 

c  =  Y  -h  y'  \J —  r . 

Je  dis,  en  effet,  qu'on  peut  déterminer  une  infinité  de  nombres 
entiers,  /n,  n^  /?,  tels  que  le  module  de  ara-\-  bn-^cp  soit  moindre 
que  toute  quantité  donnée. 

Considérez  pour  cela  la  forme  quadratique  ternaire 

où  \  est  une  quantité  réelle  arbitraire  et  dont  le  déterminant  sera 

(«(3'—  (3a')2 


A  = 


X2 


Le  minimum  de  f,  pour  des  valeurs  entières  des  indéterminées, 
aura,  comme  on  sait,  pour  limite  supérieure  /s  A,  de  sorte  qu'en 
désignant  par  /n,  /i,  p  ces  valeurs,  on  aura 

(  a  m  +  p  71  4-  Y/?  )-  +  (  a'  m  4-  P'  71  -H  y'/?  )^  H-  -f^   <  v/^  A, 

et,  à  plus  forte  raison, 

( a  m  -H  (3 71  M-  Y/?  )^  H-  ( a'  m  -+-  ^'  71  -H  ^ pY  <  v^^  A. 

S'il  est  donc  impossible  d'avoir  à  la  fois 

7.711  -^  i^n  ^  ^(p  =  o^ 
n!ra  h-  ^' n  -f-  ^[' p  =  o, 

ou  bien 

am  -^  bn  -^  cp  =  o, 

c'est-à-dire  si  a,  6,  c  sont  trois  périodes  réellement  distinctes,  on 
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reconnaît  que,  1  croissant,  A  peut  devenir  aussi  petit  qu'on  veut  et 
qu'on  parvient  à  des  périodes  dont  le  module,  ainsi  que  nous 
l'avons  annoncé,  est  indéfiniment  décroissant.  Toutefois,  nous 
supposons  que  le  déterminant  de  la  forme  quadratique  ne  soit  pas 
nul.  Mais,  dans  ce  cas  particulier,  au  lieu  de  la  forme  ternaire,  on 
considérera  la  forme  binaire 

Sous  la  condition  ajS'  —  pa' =  o,  son  déterminant  sera  — r-i — ' 
et  ne  pourra  jamais  s'évanouir.  Or,  en  supposant  que  le  mini- 
mum soit  donné  pour  x  =  /n,  y  =  ;i,  on  aura 


^a/7.+  p/z)2+(a'm+  p',^y2  4-g<^4l^^l^^ 


et  a  fortiori 


de  sorte  qu'on  pourra  raisonner  comme  précédemment  et  parvenir 
à  une  période  am  +  bn  dont  le  module  sera  d'une  petitesse  arbi- 
traire. Ce  cas  particulier  rentre  d'ailleurs  dans  celui  dont  nous 
nous  sommes  occupé  en  premier  lieu,  car  la  condition  ap' —  j^a^=ro 

exprime  c[ue  le  rapport   =  y  est  réel. 


fl. — De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires. 

La  notion  géométrique  de  ces  fonctions,  leur  définition  dans  le 
cercle,  met  en  évidence  immédiatement  tout  ce  qui  concerne  la 
périodicité,  tandis  qu'au  point  de  vue  de  l'Analyse  pure,  en  pre- 
nant, par  exemple,  pour  définition  les  développements 


1.2.3        1.2.3.4.5 


cc'-^ 


1.2  1.2.3.4  "  *  ' 

ce  caractère  si  important  semble  beaucoup  plus  caché.  11  n'en  est 
pas    autrement   à   l'égard    de  l'exponentielle    considérée    comme 
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la   limite    d'un   polynôme   entier  (^  i  H j    ?   ou    comme  la    série 

oc          oc'^  ic'^ 

I  H- \ \ ^ — -:  -h  .  .  ..    Mais    les  fonctions  circulaires    sont 

I  F  .  '2  I  .  2  . 3 

susceptibles  d'autres  expressions  où  le  caractère  périodique  appa- 
raît tout  aussi  immédiatement  qu'en  Géométrie,  et  qu'il  est  d'au- 
tant plus  intéressant  d'étudier  que  d'elles-mêmes,  par  une  généra- 
lisation facile,  elles  conduisent  aux  fonctions  plus  élevées  qui 
possèdent  deux  périodes  différentes.  Pour  premier  exemple,  je 
prendrai  le  développement  en  produit  infini 

qu'on  peut  considérer  comme  la  limite,  pour  m  infini,  du  poly- 
nôme 

„,.,,  =  , (,-î)(,-î). ..(,-£), 
-t)(-1>-(-;I 

Or  on  voit  tout  de  suite  qu'on  a 

cp(.r-+-i)— — cp(;27)  ^ 


ce  qui  donne,  en  supposant  m  infini,  cp(^  +  i)  =  —  <^(^),  d'où 
l'on  conclut  sin(Tî^  -j-u)  =  —  sinir^r,  et  en  remplaçant  izx  par  x^ 
sin(^  4-  Tc)  :=  —  sin^,  et,  par  suite,  sin  (^  -f-  air)  =  sin^. 

Nous   serons   conduit  à  un  second    exemple,  en  prenant  la  dé- 
rivée logarithmique  des  deux  membres  de  l'équation  (i),  savoir 

II  I  I 

"K  Q,0\1ZX   = h 


X  X  —  I  ce  —  '2  X  Ô 

1  I  1 


En  changeant  ^  en  ^  -}-  i ,  le  second  membre  devient 

I  i  1  I 


1  J  T 


X  -h  2        37-1-3        X  -i-  /i    '•••' 
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et,  par  suite,  se  reproduit,  car  les  fractions  partielles  n'ont  fait 
que  changer  de  place  en  s'avançant  chacune  d'un  rang.  C'est  ici 
qu'on  voit  s'offrir  par  une  généralisation  facile  la  manière  suivante 
de  représenter  une  fonction  ayant  pour  période  une  quantité  quel- 
conque, à  savoir  : 

^{^v)  cp(^  —  a)  cp(:r  —  2  a)  cp(^  —  3  a).  .  . 
o(a?-f-a)cp(^4-'2a)cp(i?7-f-3a)...  ; 
cp(^)  -f-cp(^  —  a)  ^  ^{x  —  -la)  -\-  ^{oc  ■ —  3  a)  H-.  .  . 
-f-cp(^  +  a)4-cp(^H-2a)-hcp(;r-i-  Za)  -\- .  .  .  . 

La  condition  de  convergence  du  produit  ou  de  la  série  infinie 
est  seule  à  remplir,  et,  si  l'on  peut  y  satisfaire  en  choisissant  pour 
(d{x)  une  fonction  qui  soit  elle-même  périodique,  on  se  trouve 
mené  à  l'expression  d'une  fonction  à  double  période.  Tel  serait, 
par  exemple,  le  développement 

If  I  i 


sin^r        sin(^ —  a)    '    sin(.^  —  2a)        sin(^  —  3a) 
I  I  I 


sin(^H-a)        sin(ir -i- 'la  )        sin(^-t-3a) 

qui  s'offre  précisément  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et 
qu'on  prouvera  facilement  être  convergent  lorsque  la  quantité  a 
sera  imaginaire.  Si  l'on  supposait  a  réel,  les  termes  successifs  delà 
série  ne  tendant  pas  vers  zéro,  la  divergence  serait  manifeste,  ce 
qui  s'accorde  bien  avec  ce  qui  a  été  dit  précédemment  de  l'impos- 
sibilité d'une  fonction  à  deux  périodes  réelles. 

Mais  on  peut  ne  pas  employer  l'intermédiaire  d\ine  fonction 
déjà  périodique,  et  parvenir  à  l'expression  d'une  série  doublement 
périodique  par  ce  développement  doublement  infini 


2'^(^" 


/i6), 


a  et  h  désignant  les  périodes,  7n  et  n  des  nombres  entiers  variables 
auxquels  on  attribuera  toutes  les  valeurs  de  — oc  à  -|-oc.  Et  de 
mêmC;  au  point  de  vue  des  produits  infinis,  une  analogie  immé- 
diate conduit  à  envisager  des  expressions  de  la  forme 

n 


nb 
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m  et  n  recevant  encore  toutes  les  valeurs  entières,  en  n'exceptant 
que  la  combinaison  772  =  0,  n  =  o.  Mais  l'étude  approfondie  de 
ces  expressions  a  révélé  une  circonstance  importante  autant  que 
singulière.  M.  Gayley,  dans  un  Mémoire  sur  les  fonctions  double- 
ment périodiques  publié  dans  le  Journal  de  M.  Liou^ille,  t.  X, 
a  fait  voir  que  leur  valeur  dépendait  essentiellement  de  la  loi  suivant 
laquelle  on  fait  croître  simultanément  jusqu'à  l'infini  les  nombres  m 
et  71.  Par  exemple,  on  obtient  une  expression  analytique  parfaite- 
ment définie  et  déterminée,  en  admettant  la  condition  que  m  et  n 
soient  les  coordonnées  d'un  point  contenu  dans  l'intérieur  d'un 
cercle  œ-  -\-y-  =  R-  dont  on  augmente  indéfiniment  le  rayon.  Mais 
en  remplaçant  le  cercle  par  une  autre  courbe,  ce  sera  une  autre 
fonction  qui  s'ofl'rira  à  la  limite,  et  au  lieu  de  réaliser  de  la  sorte 
des  fonctions  doublement  périodiques,  qui  se  reproduisent  en 
changeant  x  en  x  -f-  a  et  x  -\-  ù,  on  parvient  à  des  fonctions  qui  se 
reproduisent  multipliées  par  un  facteur  exponentiel.  Ces  fonc- 
tions présentent  en  efi'et  l'élément  analytique  fondamental  sur 
lequel  repose,  comme  nous  le  verrons,  toute  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  Mais  on  remarquera  que  la  prévision  fondée  sur 
l'analogie  des  expressions 


n 
n 


ce  {  l-\ 


77ta  -\-  7ib 


ne  se  trouve  pas  justifiée,  et  que  les  secondes  ne  sont  pas  préci- 
sément les  fonctions  à  deux  périodes,  bien  qu'elles  en  fournissent 
les  éléments  essentiels.  Ne  pouvant  exposer  dans  toute  leur  éten- 
due ces  considérations  délicates  et  intéressantes,  nous  allons  tou- 
tefois en  donner  l'idée  en  nous  bornant  aux  produits  simplement 
infinis  qui  conduisent  aux  fonctions  circulaires. 


III.  —  Su7^  l'expressioTi  I   1  ^  f  i  H-  — 


Le  fait   principal  sur    lequel  nous    voulons  appeler  l'attention 
consiste   en   ce  que  ce    produit  n'est  périodique  qu'autant  qu'on 
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l'envisage  comme  la  limite  déjà  considérée,  savoir  : 


,i,_ï    .-ïV^i.-' 


(-f)(-î)-(-s)' 

pour  m  infiniment  grand.  Faisons,  en  effet, 

(  <p(.r)=^(,-f)  (.-f)...(.-f), 
(  ('  +  f)('-^ï)---('-^S)' 

et  concevons  qu'on  augmente   indéfiniment  m  et  n  en  posant  la 
condition 

03  désignant  une  constante  désignée  à  l'avance;  nous  allons  mon- 
trer que  pour  a  infini  la  limite  de  ^{x)  dépend  de  co,  et  n'est  pé- 
riodique qu'en  supposant  co  ==  i . 
Soit,  pour  abréger. 


Jak  X  —  n  X 

jLêà  X  +  m 


I 


X  X  —  £  X  —  n 

\  I  I 


X  -\-  \        X  -^  '1  X  -^m 


l'équation  (i)  donne,    en   prenant  la    dérivée   logarithmique    des 
deux  membres, 

(,)  ?M  =  y_i_  +  y_^. 

cp(^)        j^  X — n       jhmÀx-\-m 

Or  on  a  identiquement 

'V       '  "^  /      I  r  \        '^  ^    _  "V         ^  'V  ' 

^  X  —  n        J^  \x  —  n        II)        AU  n       J^  nx  —  nr       Ami  n 

2       1        _V^/       i  i\        'V'^— \^       ~  ^  V' 

X  -i-  m       AU  \  x-\-in        m  )        AU  m       Àai  m  x-\-mr'       ^U  m  ' 

de  sorte  qu'en  faisant  encore 

^  m        AU  n 
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on  peut  écrire 

?'(^}  ^  X  ^  X  - 

cp  (  ^  )         ^à  nx —  n  ^       ^d  m  x  -f-  m'^  ' 

et  il  s'agit  d'obtenir  la  limite  du   second  membre  lorsque  m  et  n 

croissent  lusqu'à  l'infini.   Or  les  séries    >  -'>     7  r 

J      ^  ^^  nx  —  n^-      jmmà  mx  -h  m^ 

sont  l'une  et  l'autre  convergentes,  ont  séparément  des  sommes 
finies  et  donnent  lieu  par  conséquent  à  des  limites  parfaitement 
déterminées,  où  la  condition  m  =^  io n  ne  peut  jouer  un  rôle.  Mais 
il  n'en  est  plus  de  même  à  l'éeard  des  séries  7  — ^  7  ->  dont  les 
sommes  croissent  indéfiniment  avec  /?2  et  /z,  d'où  résulte  cjue  A  se 
présente  comme  la  différence  indéterminée  de  deux  infinis,  et  il 
s'agit  d'en  obtenir  la  valeur. 

Nous  représenterons  à  cet   effet,  par  une  intégrale  définie,  1 


a 


1  I 


série  — h  ^ — h  ...  H ■  en  partant  de  la  relation 

l  2  771  ^ 


I 


1 

x\^-~^  dx  =  -  . 


On  aura  efi'ectivement 


—  =    /     dxi\-\-  X  ^ .  .  .^  x"^ ~M  =    /    dx  — 


et   il   en   résulte   que    la   difiérence   des   deux   séries    semblables 
—  ?    7  -  s'exprime  par 

771      Jh^  71  ^  ^ 


f         CiJi'     f         Ct'.X'     —       I 


—    i     dx^ — 


et  il  s'agit  de  trouver  ce  que  donne  cette  intégrale  en  posant 
m  =  (jL>7i^  et  faisant  /z  infiniment  grand.  On  y  parvient  aisément 
par  cette  transformation  très  simple 


On  a,  en  effet, 


/ 


^   ,     x'^  —  x(^f^  I 

dx  =   /       dz 


dz 


z 

n 

/, 

z\ 

Cù/i 

(-:)■■ 

V' 

nj 

z 

('- 

z  " 

\"      ( 

^y- 

^ 

)        [ 

,          n) 
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et,  par  conséquent,  pour  n  infini,  l'intégrale  bien  connue 


X" 


dz =  /  ( 


La  quantité  désignée  par  X,  ayant  ainsi  poLir  valeur  /oa,  ne  s'éva- 
nouit qu'en  supposant  co  ==  i ,  et,  dans  ce  cas,  l'équation  (2)  de- 
vient 

cp'(a")    _    I  I  i  ^  t 

<ù{x)         X        X  —  1         X  —  1       '  '  '       X  —  jn 
I  I  I 


^  +  I         ^  -H  2  X  -{-  m 


et  il  est  visible  qu'on  peut  remplacer  les  deux  séries  infinies  par 
cette  seule  série  convergente 

o'(x)  I  IX  '2X  'IX 

-*— =   -   H 1 H-.  .  .  H h.  .  . , 

o{x)         X        x'^  —  r        x''-  —  /\  ^2  —  }jit 

dont  la  somme  est  TicotTi.^?.  Mais,  en  général,  et  en  laissant  entre 
m  et  n  le  rapport  arbitraire  w,  on  aura 

=  7:  COllZX  -4-  /w, 


d'où 


/ 


7     ^' {oc)         ,    .  , 

ax  -— — ^  =  t  sirni^  4-  a7i  co  -+-  const., 


et,  par  suite, 

o{x)  =  Ge^'^^  sinitrr, 

C  étant  une  constante. 

Ce  résultat  met  en  évidence  le  genre  particulier  d'indétermina- 
tion que  comporte  l'expression  1  1  -^  {  ^  H )  et  pourra  servir  à 

faire  comprendre  le   fait  analogue  relatif  au   produit   doublement 

infini  1  1  ^  (  i  -}-  j—  ]  dont  la  valeur  sénérale   s'obtient   en 

J-  X      V  <^'^^  -\-  on  I  ^ 

multipliant  par  une  exponentielle  de  la  forme  ^aj7-+p^+y  ^^j^q  valeur 
particulière,  déterminée  en  définissant  par  une  courbe,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut,  la  loi  suivant  laquelle  on  associe  les 
nombres  entiers  m  et  /2,  en  les  faisant  croître  indéfiniment. 
Mais,  sous  un  point  de  vue  plus  général,  on  peut  se  demander  s'il 
existe  des  fonctions  uniformes  et  entières  qui  aient  deux  périodes» 
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Tel  est  rol)jet  de  la  proposition  suivante  due  à  M.  Liouville,  et 
dont  l'illustre  géomètre  a  fait  la  base  d'une  théorie  complète  des 
fonctions  doublement  périodiques  ('). 


IV.  —  Proposition  de  M.  Liouville. 

Elle  consiste  en  ce  que  toute  fonction  uniforme  f(^),  possédant 
deux  périodes  a  et  6,  se  réduit  nécessairement  à  une  constante 
si  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Par- 
tons en  effet  de  l'expression  suivante,  de  toute  fonction  entière, 
uniforme,  ayant  pour  période  a,  savoir  : 


f(-)=y 


,  e"       '^ 


La  condition  î[x  +  6)  =  f(^)  donnera  l'égalité 

i  Tl  h  in  .X' 


V^  2  J7i 2  /"  "V^ 


■A-//;  e 


et,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  e  "   ,  on  trouve,  en 

intégrant  entre  les  limites  zéro  et  a, 


in  h 
-l  m 

A-/;)  e        ^    r=.  A/. 


On  en  conclut  cjue  A^^  est  nul,  car  en  supposant  imaginaire,  ainsi 
qu'on  le  doit,  le  rapport  des  deux   périodes  -?  on  ne  peut  avoir 

inb 

e  '^  =  i  que  pour  la  seule  valeur  m  ^=i  o.  Km  devant  être  sup- 
posé nul  pour  toute  valeur  de  m,  sauf  m  =  o,  on  voit  que  i{oc)  se 
réduit  à  la  constante  Ao- 

Cette  proposition,  aussi  simple  qu'importante,  nous  fait  voir 
que  les  fonctions  à  deux  périodes  seront  nécessairement  des  trans- 
cendantes fractionnaires;  elle  rend  compte  a  priori  des  singula- 

(1)  On  pourra  consuller  sur  ce  sujet  l'Ouvrage  de  MM.  Briot  et  Boucjuet,  inti- 
tulé :  Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  et  en  particulier  des  fonc- 
tions elliptiques,  Paris,  Mallet-Bachelier. 
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rites  que  présente  la  nature  des  produits  doublement  infinis 


n 


nb 


et  montre  l'impossibilité  de  donner  pour  origine  aux  fonctions  à 
deux  périodes  l'expression  plus  générale 

cp ( .r )  cp  ( ^  —  a)  ^{x  —  o^a)  cp  (  ^  —  3a).  .  . 

cp  (  .27  -f-  a  )  cp  (  ^  4-  2  a  )  cp  (  ^  -4-  3  a  ) .  .  . , 

en  prenant  pour  o(^)  une  fonction  périodique  entière.  Mais  ces 
expressions,  si  elles  ne  peuvent  conduire  aux  fonctions  à  double 
période,  nous  amènent  à  celles  qui  leur  servent  de  numérateur  et 
de  dénominateur,  et  c'est  à  ce  moment  qu'à  proprement  parler 
nous  entrons  dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques. 


Définition  des  fonctions  0(.^),  i^{oo),  leur  expression  en  produits 

et  en  séries. 

Rien  n'est  plus  important  ni  plus  digne  d'intérêt  que  l'étude 
attentive  des  procédés  par  lesquels,  en  partant  des  notions  anté- 
rieurement acquises,  on  parvient  à  la  connaissance  d'une  fonction 
nouvelle  qui  devient  l'origine  d'un  nouvel  ordre  de  notions  analy- 
tiques, et  un  traité  complet  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  ne  devrait 
omettre  aucune  des  méthodes  découvertes  et  suivies  à  l'égard  des 
fonctions  %(^x)  et  H(.2;).  Mais  ici  nous  n'en  indiquerons  que  deux, 
la  première  se  liant  naturellement  à  ce  qui  précède,  et  la  seconde 
devant  nous  permettre  de  donner  un  aperçu  sur  les  fonctions  ana- 
logues, mais  à  plusieurs  variables  et  d'un  ordre  plus  élevé,  qu'on 
nomine  fonctions  abéliennes  ou  ultra-elliptiques . 


I.  —  Première  méthode. 

Nous  adopterons  désormais  les  notations  employées  par  Jacobi 
dans  l'immortel  Ouvrage  intitulé  :  Fundamenta  noi^a  theoriœ 
functionuin  ellipticarufn,  et  nous  représenterons  les  quantités 
qui  serviront  de  périodes   par  K   et  /K',  i  désignant  y/ —  i .  Cela 
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posé,  en  désignant  par  c)[x)  une  fonction  entière  ayant  pour  pé- 
riode 2K,  nous  considérerons,  au  lieu  des  expressions 

cp ( ^ )  cp  ( ^  —  ili.' }(j^{x  —  2  i K' ) .  .  . 
(p  (  ^  -h  fK'  )  cp  (  ;r  M-  2  J  K'  ) .  .  . , 

que  nous  savons  ne  pouvoir  servir  à  la  définition  d'une   fonction 
entièrement  déterminée,  la  suivante  : 

^{00)  ==  cp ( 37  -4-  i  K' )  cp ( :r  -{-  3  t K' )  ^ ( ^  -H  5iK').  .  . 

cp(—  .r-f-  ÎK')  cp(—  X  4-  3iK')  cp( —  .r  -H  5ili'  ) 

On  aura  d'abord 

<î>(^  H-  2K)  =  <ï*(^), 

et  l'on  trouvera  ensuite  immédiatement 

cp( —  x  —  ÎK'  ) 


<ïï  ( .r  -f-  2  t'K' )  =  <i> ( a? ) 


cp(:27  -4-  fK') 


On  n'a  donc  pas  ainsi  une  fonction  doublement  périodique,  mais 
ce  nouveau  type  d'expressions  conduit,  comme  nous  allons  voir,  à 
des  fonctions  parfaitement  définies  et  déterminées. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  entière  ayant  2K  pour  période 


l  7Z  JL- 


cp(^)  =  i  —  e 
ce  qui  donnera 


^{x  ^  ili') 
En  posant 

q  =  e~ 
on  trouvera 


cp(—  .r—  fK')   _  -'-^(.r-H/K') 


K 

K 


cp  [  :r  4-  (  2  /?!  -h  [  )  i  K'  I  cp  [  —  ^  -H  (  2  m  -4  I  )  f'  K.'  ] 

=  I  —  2^^'"-^l  COS  -7-- 

et,  par  suite, 

<i>(x)  =  Il  —  2  ^  COS  '--  -h  g'' 


X  I  I  —  2^3  COS  — — \-  g^  j  I  ï  —  25^^  COS  --r-^ — h  g^ 
Or  il  suffit  que  le  module  de  g  soit  inférieur  à  l'unité  pour  que 
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ce  produit  représente  une  fonction  complètement  définie  et  déter- 
minée, car  la  dérivée  logarithmique  donne  cette  série 

¥(^)  ""  T  ^'"  X 

9  , t. , i! L 


T~2ârcos   ^^    -^  q-        I  —  iq^  cos-:=r^  -^  q^        i  — 'iq^  co^ -:-^ -{- q^^ 

qui,  dans  ce  cas,  est  toujours  convergente,  quelle  que  soit  la  va- 
leur réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x. 

En  introduisant  en  facteur  une  constante  A,  nous  poserons  avec 

Jacobi 

Q{x)  =  k^{x), 

ou  bien 

(iY^  x\ 
. \  =  k{\  — iq  co?>'ix~^  q^-) 

X  (i  —  iq^  co?>'ix  H-  ^6)  (i  —  '?.q^  co^ix  -\-  q"^^).  ,  .. 

C'est  la  première  des  fonctions  que  nous  voulions  définir;  elle  vé- 
rifie les  relations 


e(^  -\-ii¥J)  =  —  (è{x)  e  ^ 


(0  i  .. ,         .....         ..  .  -i#u-^.K') 


qui  servent  de  base  à  la  théorie. 
En  second  lieu,  soit 

on  trouve  immédiatement  les  relations  toutes  semblables  aux  pré- 
cédentes 

j  U{x-h'iK)    =  —  H(^), 

^'^  i  U(x^^iK')==-U(x)e~^^'"-''''\ 

et,  pour  l'expression  développée,  la  formule 

H  ( )  =  A.i\/q  sina7(i  —  2q^  cos-2X  -h  q^) 

X  (i  —  '2q'*  008  2  37  -\-  q^)  {i  —  iq^  ces 2^  -h  q^'^). . ,. 

C'est  la  seconde  de  nos  fonctions  fondamentales;   en  la  divisant 
par  la  première,  on  obtient  une  fonction  à  double  période,  car,  à 
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1  1      •  /    \  /     \     1  •  H  (:Z7) 


l»C     Lies    ICiCltlUllS 

i  1  ;    et   \  ^  ;  5  J^    M  Livj  1 

lis 

H(^-l-2K)     _ 

e(:^7)' 

H(^  +  4K) 

H(x) 

e(^-{-4K) 

0(.r)' 

H  (  37  -t-  2  ?;'  K'  ) 

H(^) 

e(a7  +  2z:K')  ~" 

0(a.) 

Faisons  enfin 

0i(^)==  e(^;- 

+  K), 

E,(x)=  H(^+  K), 

c'est-à-dire 


0j        I    =  A  (  I-h  2  9^  COS  2  37  H-  9^2  ) 


X(l  +  2Ç'^C0S237-|-^*^)(l-t-2^^C0S237-f-^^<^)..., 
^T      /2  K37\  ,        4/—  ,  „  ,  , 

Hi  (  '  \  =  A'i\/q  cosx(i -i- iq^cosix-^  q-") 


X  (i  -I-  2^-^  co?^ti37  -4-  çrS)  (i  -h  iq^  c<y^2X  -i-  ^^2).  . 
Ces  deux  nouvelles  fonctions  conduisent  aux  relations 

l      0l(37-i-2K)      =  61(3;), 

f  ei(3^^2iK')=    61(37)6    ^ 


Hi(37-^-2K)    =  — Hi(;r), 


/7l  , 


,  1  .  Hi  (.27)      61(37)  ^        r  • 

de  sorte  que  les  quotients  --- — ?  -—, — ^  seront  encore  des  lonctions 

^  ^  6(37;      6(37) 

à  double  période  qui  se  lient  chacune  à  la  précédente  à  peu  près 
comme  le  sinus  au  cosinus,  et  complètent  le  système  des  trois 
nouvelles  transcendantes  dont  l'étude  constitue  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Nous  allons  les  retrouver  sous  une  forme 
analytique  différente,  qui  les  rattache  aux  transcendantes  ultra- 
elliptiques à  plusieurs  variables  et  à  périodicité  multiple.  Mais 
cette  première  méthode  a  l'avantage  de  donner  immédiatement  les 
racines  en  nombre  infini  des  équations  transcendantes  qu'on  ob- 
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tient  en  égalant  à  zéro  chacune  de  ces  fonctions,  savoir  : 

0   (.^)  :=  0,  :r  =  2//zK -H  (9.  A?i'-i- i)  i'K', 

H  (  ^  )  =  G,  X'  =  1  m  K  -h  2  m' i  K', 

(di{x)  —  o,  ^  =  ('2/?i  ^-  i)  K  -f-  (2m'-f-  r)  jK', 

H 1  ( :r  )  =  G,  ^  —  (  '2  m  -h  I )  K  -i-  '2  /n'  t  K' , 

m  et  m'  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Aux  diverses 
relations  fondamentales  que  nous  venons  de  donner,  nous  join- 
drons encore  celles-ci,  dont  il  est  souvent  fait  usage, 

H  (^  -f-  iK')  =  i&  (x)  e~^^'^"^'*^\ 
Oi  (X  -h  ÎK')  -  H,(^)  e~^^''"'"^'''\ 

Enfin  nous  remarquerons  que  ces  fonctions  ne  changent  point  en 
y  remplaçant  x  par  X^,  K  et  K^  par  aK.  et  XK^  de  sorte  qu'on  peut 
particulariser  Tune  des  périodes,  prendre  par  exemple  K  =  i,  car, 
de  ce  cas  spécial,  on  reviendra  immédiatement  à  nos  expressions 
générales.  Mais  c'est  une  particularisation  différente  de  celle-là 
que  nous  aurons  à  mettre  en  usage,  et  dont  nous  parlerons  lors- 
qu'elle viendra  naturellement  s'offrir. 


IJ.   —  Deuxième  méthode. 

La  proposition  de  M.  Liouville  consistant  en  ce  qu'une  fonction 

uniforme  entière  NA,;^  ^        ''  ,  qui   admet  la  période  a,  ne  peut, 

sans  se  réduire  à  une  constante,  admettre  une  autre  période  ^, 
conduit  naturellement  à  rechercher  l'expression  analytique  des 
fonctions  à  double  période  sous  la  forme  fractionnaire 

2  m 
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Essayons,  d'après  cela,  de  déterminer  Am  et  B,,^  par  la  condition 

y  2  m %n  2  7n  —  [oc--Jrb) 


^  2  Ju '-  xn  ^  2  m  —  (,r  H-  b  ) 


^  désignant  la  seconde  période.  Faisant,  pour  abréger, 

,      /; 
ZTT  - 

il  viendra,  en  chassant  les  dénominateurs, 

et  dans  cette  nouvelle  égalité  les  coefficients  d'une  même  expo- 

i  TC  ,r 

nentielle  e  ""  devront  être  égaux.'  Or  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  ces  coefficients  seront  les  séries 

de  sorte  qu'en  mettant  pour  un  instant  n  au  lieu  de  m  pour  indice 
dans  le  terme  général  de  la  seconde,  on  sera  conduit  à  cette  égalité, 
qui  devra  avoir  lieu  quel  que  soit  a  : 

-1-00                                                                          -f-00 
00  00 

Il  pourra  sembler  difficile  de  tirer  de  là  les  fonctions  incon- 
nues Am  et  B^  dans  toute  leur  généralité;  aussi  nous  bornerons- 
nous  à  chercher  cette  solution  qui  s'offre  d'elle-même,  et  qui  con- 
siste à  obtenir  l'égalité  des  séries  en  les  rendant  identiques.  Nous 
poserons  donc 

et  nous  imaginerons  que  n  soit  exprimé  en  fonction  de  /tz,  de 
manière  que  ces  deux  quantités  puissent  représenter  en  même 
temps  la  série  complète  des  nombres  entiers.  C'est  ce  qu'on  ob- 


Hosted  by 


Google 


THÉORIE     DES     FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  l45 

tiendra  en  faisant 

n  =^  m  +  /c, 

k  étant  entier,    et  après  avoir  écrit  l'égalité  précédente   sons  la 
forme 


iV^(l^-«^Ajj.,_„ 

11^'"   B,;/ 

on  trouvera  ainsi 

Afx— ^/? 

B//,+/f 

l^2^^.-/;.-/c)A„_,,,_ 

-k 

11'^"  B,;, 

Mais  devant  satisfaire,  quel  qne  soit  [x,  à  cette  condition,  on 
pourra  poser 

fji  —  m  —  k  =  7n' , 

m'  étant  entièrement  indépendant  de  m,  ce  qui  donnera 

^ni'+k     B  m-\-k 

d'où  l'on  voit  que  chaque  jmembre  est  une  quantité  constante. 
Ainsi  les  fonctions  inconnues  S.,n  et  B^^  sont  deux  solutions  de  cette 
même  équation  aux  différences  finies 


^  ni-¥-k 

-  const., 

dont  r 

'intégrale 

générale 

est 

oL  dépendant  de  la  constante  du  second  membre,  et  Um  devant  vé- 
rifier la  condition 

Cette  quantité  a  peut  être  particularisée,  comme  on  le  voit, 
sans  restreindre  la  généralité  du  résultat,  car  il  suffira  pour  la 
retrouver  de  changer  dans  la  fonction  x  jen  ^  +  P  ;  nous  la  suppo- 
serons égale  à  zéro,  et  nous  prendrons  pour  Km  et  B^^^  les  valeurs 
suivantes  : 


B/«  =  b,,^i\ 


m- 
T 


H.  —  II. 
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les  quantités  cim  et  bm  vérifiant  les  conditions 
A.insi  en  faisant 

2  7/Z  


i  TI  JC 


le  quotient  — ^—  sera  l'expression  d'une  fonction  doublement  pé- 
riodique,  donnée  par  notre  analyse,  et  il  s'agit  maintenant  d'étu- 
dier de  plus  près  ces  séries  remarquables  auxquelles  nous  sommes 
conduit  pour  le  numérateur  et  le  dénominateur. 

En  premier  lieu  et  relativement  à  la  convergence,  si  l'on  sup- 
pose, comme  nous  l'avons  fait  déjà,  le  module  de  i)  inférieur  à 
l'unité,  le  nombre  entier  A^  qui  demeure  arbitraire  devra  évidem- 
ment être  pris  positif;  mais,  cette  condition  admise,  les  deux  séries 
considérées  comme  procédant  suivant  les  puissances  quadratiques 
de  i]  présenteront  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
delà  variable  la  convergence  la  plus  rapide,  et  dont  aucnn  exemple 
n'avait  encore  été  donné  en  Analyse.  En  second  lieu  et  pour  saisir 
de  quelle  manière  se  réalise  la  double  périodicité  dans  le  quo- 
tient, cliangeons^  en  x  +  6,  par  exemple,  dans  le  numérateur.  On 
trouvera 

ou  bien 

^{x  -f-  è)  =  \ 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  i]  =  e  ''  .  Mais  dans  le  terme  gé- 
néral il  est  permis  de  remplacer  m  par  m  —  /r,  puisque  l'indice 
doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  — oc  à  -1- oc;  on  trouve 
ainsi  et  en  faisant  cijn-k^=-  cim-, 

{ni  —  A-)-  ,  ,^  i'K X 

V^  --/-        +2  (/«-/>•)      2(7«-A-)-— - 

jn- 


—r-      2  m  —  (,?'+  b) 

anii\  ''  e       "  , 


m'- 
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de  sorte  que  la  série  ]3riinitive  ^(x)  se  reproduit  en  facteur. 
Nous  écrirons  cette  relation  fondamentale  sous  la  forme  suivante  : 

-k'-!l(2x-'hb) 

<ï> ( ;r  -H  £? )  =  'P{x)  e       "  , 

et  en  observant  qu'elle  a  été  obtenue  sans  rien  supposer  sur  les 
coefficients  arbitraires  a,nj  nous  y  joindrons  celle-ci  : 

U(x  -+-  b)  =  U{x)  e 

Par  là  se  manifeste  de  la  manière  la  plus  claire  à  quoi  tient  la 
double  périodicité  du  quotient  des  deux  fonctions  <î>(^)  et  n  (x). 
Chacune  d'elles  admet  la  période  a,  et,  lorsqu'on  j  change  x  en 
X  -\-  h^  elles  ne  font  qu'acquérir  un  même  facteur  exponentiel  qui 
disparaît  par  Ja  division  (^). 

Bientôt  on  verra  le  rôle  important  que  joue  le  nombre  entier  k 
qui  introduit  au  numérateur  et  au  dénominateur  k  constantes 
arbitraires  d'après  les  relations 

Mais  nous  devons  dès  à  présent  remarquer  qu'il  est  impossible  de 
satisfaire  aux  conditions 

<ï>(^  H-  a)  =  <î>(^),. 

,  ,      ,      —h — (2.r-i-^) 

4>(a?M-6)=:<ï>(^)e       "  ,, 

par  d'autres  fonctions  uniformes  entières,  que  parla  série  précé- 
dente. Qu'on  fasse,  en  effet,  pour  se  placer  dans  cette  hypothèse 
en  vérifiant  la  première  de  ces  conditions, 


(1)  Daas  le  cas  où  k  est  un  nombre  pair,   on  remarquera  la    relation  suivante. 
Faisons 


fonction  qui  ne  diffère  de  ct>(^)   qu'en  ce  que   les    constantes  arbitraires  a,,^  sont 
disposées  dans  un  autre  ordre;  on  aura 

0  \  — {2x-\-ù) 


*  (  ^  ^  -  j   =  <t>,i  (  ^  )  e        2  rt 
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on  plutôt 


il  viendra,  en  substituant  dans  la  seconde  égalité  et  en  comparant 
les  coefficients  d'une  même  exponentielle,  cimj^k  =  <^m-  Avant 
d'aller  plus  loin,  nous  nous  proposerons  dans  .une  courte  digres- 
sion de  dire  quelques  mots  d'une  généralisation  aussi  remarquable 
qu'importante  des  séries  que  nous  venons  de  rencontrer. 


m.  —  Aperçu    sur    les  fonctions    de  plusieurs  variables 
à  périodicité  multiple. 

Une  fonction  f(^i,  ^27  •  •  -•)  ^n)  de  n  variables  peut  être  pério- 
dique non  seulement  par  rapport  à  chaque  variable  considérée 
isolément,  mais  par  rapport  à  leur  ensemble,  lorsqu'elle  vérifie  une 
condition  de  cette  forme 


f (^i-f-  <2i,  ^2- 


■  a,,)  =  f(^i,  ^2,    . .  -,  ^n)- 


Sous  ce  point  de  vue  plus  général,  on  a  d'abord  cette  proposition 
qu'une  fonction  uniforme  de  n  variables  ne  peut  admettre  plus 
de  in  périodes  simultanées  (^).  Mais  il  est  extrêmement  remar- 
quable et  c'est  à  M.  le  D''  Riemann,  de  Gottingue,  qu'on  doit  cette 
belle  découverte  analytique,  qu'à  l'égard  des  fonctions  uniformes 
ou  bien  déterminées,  les  'i/z  périodes  simultanées  ne  peuvent  être 
des  quantités  données  a  priori,  et  indépendantes  les  unes  des 
autres.  Qu'on  forme,  en  effet,  avec  n  périodes  simultanées  conve- 
nablement choisies  : 


«1,        ^2, 
bu        ^2, 


gu      ^2,       ••.,       gn, 

les  n  fonctions  linéaires 

Xi  —  ai  Xi-h  bi  372+ .  .  .  -h  ^]  Xa-, 

X2  =^  a^Xi-^  Z?2^2-H.  .  .^-é'2^/^, 


X„=  aaXi-^baX^-\-,  .  .-\-gnXa' 


(1)  Si  elle  est  entière,  elle  n'en  peut  admettre  plus  de  /i. 
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En  posant 

on  aura  ane  fonction  transformée  simplement  périodique  par  rap- 
port à  chaque  variable,  mais  qui  conservera  n  autres  périodes 
simultanées,  et  c'est  à  leur  égard  que  se  manifeste  dans  toute  sa 
simplicité  la  relation  que  nous  voulons  énoncer.  Représentons-les 

par 

Ai,      a  2 ,      •  •  •  7     A  /i , 

B„     B,,     ...,     B„, 

Gj,      0-2,       . . . ,      Qn- 

La  proposition  de  M.  Riemann  consiste  en  ce  que  les  termes  de 
ce  Tableau  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à  la  dia- 
gonale A,,  Bo,  .  .  .,  G/^  sont  égaux  entre  eux,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  en  ce  que  les  fonctions  linéaires 

Ai^?!  -H  A.2 ^2  -H . . . -+-  A/i^,i, 


G]^l  +  G2^2  +•  •  •+  Gn^n 


sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  forme  quadratique  à  n  in- 
déterminées. 

Voici  maintenant  la  généralisation  des  séries  relatives  aux 
fonctions  à  double  période,  et  qui  donnent  l'expression  analy- 
tique des  fonctions  analogues  à  n  variables  et  2/1  périodes  simul- 
tanées. 

Représentons  la  forme  quadratique  dont  il  vient  d'être  question 
par  cp(^, ,  ^o,  .  .  .,  .2?/^)  et  posons 

.  ^7^ 

''^  -21  t:  [m^Jc^-hm^.T^-h. ..)-{-— '^{mij/n^. ..} 

^{CUi^  ^'2,    .  ,  .^  Xn)  =     y    (^jn^,}n^x,,..^ 

le  signe  7  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  — oc  à  +00 
des  n  indices  mi,  7722,  ...,  m,i^  et  le  coefficient  constant  a,^^^^^^  ,..^,„^^ 
étant  assujetti  à  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur  lors- 
qu'on augmente  du  nombre  entier  k  l'un  quelconque  des  indices. 
Cette  fonction  est  évidemment  périodique  à  l'égard  de  chacune 
des  variables  considérée  séparément,  et  voici  la  propriété  fonda- 
mentale qui  la  rattache  aux  séries  elliptiques. 
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Désignons   par  a^,   a2,   ..  .,  a,i^  /inombres   entiers  arbitraires^ 

on  aura 

^  f  i    d^  i    d(D  I     d(p 

\  2  a  ai  2   aa^_  i  dan 

Cette  relation  ne  contenant  pas  les  constantes  a,,^^^  „^^^  ...,  w„5  ^^^^^^ 
autre  série  Wi^x^-^  ^o?  •••?  ^iî)^  où  ces  constantes  auront  des  dé- 
terminations différentes,  donnera  de  même 

„  /  I    <icp  \     d'^  I    d'^ 

\  2  r/ai  2  ««2  2  daa 

Il  en   résulte  crue   le   quotient  -— — - — "'  '  '  ''  '  '\  représentera   une 

A  '  0(37,,  .^2,    .  .  .,    Xn.)  ^ 

fonction  de  n  variables  k  in  périodes,  n  d'entre  elles  égales  à 
l'unité  et  appartenant  séparément  à  chaque  variable,  les  n  autres 
étant  les  termes  du  Tableau  dont  on  a  déduit  la  forme  quadratique 
cj(^'i,  .To,  .  .  .,  x,i)'  Elles  résultent  efPectivement  des  égalités  pré- 
cédentes, en  j  supposant  successivement  nuls,  sauf  un  seul  qu'on 
prendra  égal  à  l'unité,  les  nombres  entiers  a^,  a^,  ....  an-  Nous 
voyons  aussi  figurer  dans  les  séries  un  entier  k  dont  dépend  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  qu'elles  renferment;  or  ce 
nombre  sera  limité  et  fini,  lorsque  la  condition  suivante,  dont  la 
découverte  appartient  encore  à  M.  Riemann,  sera  remplie. 
Soit 


un  système  de  /^-  constantes  arbitraires,  il  sera  nécessaire  et  suffi- 
sant que  les  fonctions 


f(^l+5i,     ^2-1-  -52,      .  >  .,    Xn-V-  Sn), 


égalées  à  zéro  ou  à  l'infini,  n'admettent  qu'un  nombre  fini  et  limité 
de  solutions  qu'on  ne  puisse  réduire  les  unes  aux  autres  en  ayant 
égard  aux  périodes. 


Hosted  by 


Google 


T  H  h:  O  R  I  E     DES    F  O  N  G  P  I  O  N  S     ELLIPTIQUES.  I  5  l 

C'est  à  Gupel  et  à  M.  Rosenhain  qu'est  due  la  première  notion 
des  séries  dont  nous  venons  de  parler,  et  leur  application  dans  le 
cas  de  deux  variables,  à  l'expression  des  fonctions  inverses  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  du  cinquième  ou  du 
sixième  degré.  M.  Weierstrass,  dépassant  de  beaucoup  les  résul- 
tats obtenus  par  ces  deux  illustres  analystes,  résolut  dans  toute  sa 
généralité  à  l'aide  des  mêmes  séries  le  problème  de  l'inversion  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  de  degré  quelconque. 
Après  lui,  en  suivant  une  voie  toute  différente,  M.  Riemann 
parvint  aux  mêmes  résultats,  et  c'est  dans  le  champ  plus  vaste  en- 
core des  transcendantes  à  différentielles  algébriques  quelconques 
que  ces  deux  grands  Géomètres  se  rencontrèrent  en  obtenant  en 
même  temps  la  solution  du  problème  si  général  de  l'inversion  des 
intégrales  de  fonctions  algébriques  quelconques,  l'une  des  plus 
belles  et  des  plus  importantes  questions  qui  se  soient  jamais  offertes 
en  Analyse. 


IV.  —  Comparaison  entre  les  expressions  sous  forme  de  produits 
infinis  et  de  séries  des  fonctions  0  et   tl. 

Nous  venons,  dans  un  rapide  aperçu,  de  montrer  le  lien  et  l'ana- 
logie des  séries  cjui  donnent  l'expression  des  fonctions  doublement 
périodiques  à  une  seule  variable,  et  de  celles  qui  conduisent  aux 
transcendantes  abéliennes  les  plus  générales.  Mais  le  cas  le  plus 
simple  dont  nous  allons  nous  occuper  exclusivement  est  le  seul  où 
ait  lieu  une  décomposition  en  facteurs  que  ne  comportent  aucune- 
ment les  cas  les  plus  généraux  où  les  séries  renferment  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  variables.  Le  rapprochement  de  ces  deux 
genres  d'expressions  se  présente  de  lui-même,  et  résulte  de  ces 
relations  qui  ont  été  précédemment  données  et  que  nous  réunis- 
sons ici  : 

—  —  (    ■       T' 

e   (^-t-  'lili')  z=  —  %{x)e     '^  ■''"^'  ", 

-  —  (  ■  Y'\ 

H  {x-\-o.iK')^  __  H  (^)e     K  '■''■^'  '  ^ 


e 

{x-\-  2K)  = 

e 

{x), 

H 

(  37  -1-  2  K  )  =  - 

-H 

(x), 

©1 

(^-f-  2K)  = 

Oi 

(^), 

H 

i(^M-2K)  =  - 

-H, 

i(^), 
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Comme  on  a  évidemment 

0(^  +  4K)  ==  e(^),        H(^-i-4.K)  =  H(^), 

on  voit  que  les  fonctions  0(^)  et  H(^)  satisfont  toutes  deux  à  ces 
conditions 

—  —   ■ 
^  ( ^  ^  2  t  K'  )  —  —  4>  (  .r  )  e     ^^  , 

et  les  fonctions  0,(^)  et  ¥[^(x)  à  celles-ci,  pour  une  raison  sem- 
blable, 

<i>(^-f-4K)     =  4>(^), 

Mais  ce  sont  précisément  celles  cfue  vérifie  l'expression  générale 

lorsqu'en  supposant  le  nombre  k  égal  à  2,  on  prend  pour  périodes 

a  =  4  K, 
b  =  21  K'. 

Les  constantes  am  se  réduisent  alors  à  deux,  a^  et  a^ ,  et,  comme 
elles  suffisent,  ainsi  que  nous  l'avons  établi,  à  représenter  la  solu- 
tion de  ces  équations  la  plus  générale  par  des  fonctions  entières, 
en  leur  attribuant  des  valeurs  convenables,  les  fonctions  6^  (x) 
et  R^(œ)  seront  données  par  la  série 


,.cin>i]''  e 


n^  iTZjc 

-     1m — — 


.cim^'  e         «    =  «0   7,     T     ^  -*-<^i 


1 (2'"  +  ^)-nr 


Cette  détermination  résulte  d'ailleurs  immédiatement  des  condi- 
tions 

on  remarque  en  effet  que  les  séries  qui  multiplient  a^^  et  a^   véri- 
fient respectivement  la  première  et  la   seconde,  de  sorte  qu'on 
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a0i    {x)  =  ^     g 

00 

4-00 


e 


en  désignant  par  a  et  |3  des  quantités  constantes.  Si  Ton  remplace 
les  exponentielles  par  les  lignes  trigonométriques  et  la  variable  x 

par -^  on  obtiendra  ces  développements  remarquables 

a  01    ( J  =  I  -+-  2^  Q.Q^-'ix  -4-2^*  ces  4^  -+-  icf  ces  6  5^'  -4-.  .  . , 

/    Q     T\      'Y'\  I      ' /       .  7     , 

pHi  (  )  =  i\/q  Q,o?>x  -}-  '2\/q'^  ces  3^  -f-  s  y/ ^^o  cosoa?  -1-. .  . . 

En  y  remplaçant  x  par  ^  H ,  on  en  déduira 

a8    (  ^^- )  =  I  —  2^  COS2;37  -|-2^*cos4^  —  ?'^^  cos6^  -t-.  .  . , 


(BH  f  ^^ i  =  2  v^^  sin^  —  2\/^'J  sinS:?^  H-  2  y/^^s  sin5^  —  .  .  . . 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  la  relation 

on  trouvera  que  les  deux  constantes  a  et  |B  sont  égales  entre  elles. 
Voici  donc  entre  les  séries  et  les  produits  infinis  des  relations  d'i- 
dentité extrêmement  dignes  d'intérêt,  et  auxquelles  bien  d'autres 
méthodes  pourraient  conduire.  Jacobi,  le  premier  auteur  de  leur 
découverte,  et  M.  Cauch}^,  en  ont  donné  plusieurs  qui  sont  tout  à 
fait  élémentaires,  mais  c'est  surtout  la  suivante  qui  appartient  à 
M.  Gauchy,  et  présente  ce  caractère  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Considérons  avec  l'illustre  Géomètre  le  polynôme  entier  et  fini 

==  H-  Al  ^  -H  A2  5^  -H  .  .  . -h  A/^,^'^ 

La  relation  identique 
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donne  cette  suite  d'égalités 

Ai(i—  ^)   =-  I  -  q'\ 


d'où  l'on  déduit  immédiatement 


(^-^)(I-^^)...(l-^0 

Cela  posé,  nommons  un  instant  ^(^)  ce  que  devient  ^(^)  en  y 
remplaçant  q  par  q- ^  n  par  'in  et  ^  par    ^^_^  ■  Si  l'on  fait 

<ï>(^)  =  i -}- a,^ -h  a^-s^ -H.  .  .-H  a2«^-'S 

on  trouvera  aisément  a/  au  moyen  de  A/,  et,  en  introduisant  n  -^  i 
pour  indice,  on  aura  cette  expression 

Le  nombre  entier  i  doit  être  regardé  comme  recevant  toutes  les 
valeurs  de  —  /2  à  -K  /z,  mais  on  peut  se  borner  par  exemple  aux 
valeurs  positives,  car  on  vérifie  sans  peine  la  relation 

il  en  résulte  pour  ^{z)  cette  forme 

<î>(^)=  art^«-4-  a,i+i(2^'-iH-^/i+i) 

ou  encore 

cï>(^)  ^  a,.-  [iH-  ^^  (^  +  ^-1)  +  ^ii±!  (^2  ^.  ^-2)  +.  .  .  ]  . 

L  ^n  ^ti  J 

Mais  revenons  à  la  valeur  de  ^{z)  sous  forme  de  produit,  et  ob- 
servons d'abord  qu'en  remplaçant  q  par  q-  et  n  par  in  dans  f  (^), 
il  vient 

(i  +  2)  (i-h  q'iz){\-^  q^z).  .  .{i^  q'^f^-^-z) 
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de  sorte  qu'en  mettant  en  dernier  lieu  — ^tj^t  ^^  li^^^  de  z^  on  trou- 
vera 

Or  on  peut  écrire  autrement  les  facteurs  du  premier  produit,  en 

remarquant  que 

z  z    [  q 

I  -f-    -    =    -      I    ^  — 


q  q    \  z 

z  z    I  q^ 

q^  q^  \  z 

z  z   I  q"^ 


q^         q^  \  z 


cela  donne  pour  ^{z)  cette  nouvelle  valeur 


Z 

Telle  est  la  forme  définitive  du  produit  de  facteurs  dont  nous 
avons  le  développement  suivant  les  puissances  de  z.  En  faisant, 
pour  abréger, 

c'est-à-dire 

_  (I  —  q'^^'^d  -  q'-^>-'^).  .  .(l  —  ^2/.+2) 

_    ([  —  ^2/^)  (j  _  ^•>/.-2).  .  .  (1  —  ^2/^-2^+2) 

^^'    ~  (i  —  q-'^''-^-^){i  —  q'-'^-^"^).  .  .(1  —  ^2/t+2i-)' 

l'identité  algébrique  que  nous  venons  d'obtenir  s'écrira  ainsi 

(-î)(-f)--(-^' 

(l  -I-  ^^)  (l-i-  ^3^).  .  .(i  -4-  ^•2"-!^) 

et  par  suite,  en  faisant  z  =  ^-^^, 

(l-H  2^  008  2  37  +  ^2)  (H-  2^^  005  2  37  +  ^^  j  .  _  (i  _^  'iÇ^^/i-l  COS2  37  -H  ^*«-2) 

=  5l/i(i  -i-  2ai^  COS237  H-  ^112^^  COS437  -F. .  .-t-  211/^^""  ç.o^inx). 
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Or  on  a  pour  n  infini 

^  ^ ; 

et  l'identité  algébrique  fournit  l'importante  propriété  de  la  trans- 
cendante 6^(^),  exprimée  par  la  relation 

(i  -h  2q  cos2^  -^9^)  (i  -^  '^Ç^  COS2.37  -h  q^)  (i  -+-  2q^  C0S1CC  -^  q^^) .  .  . 

I  -h  2q  cos'ia^  ^  2q^  cos4^-H  '2q^  cos6^  -h. . . 
^  (i-^2)(i-ry4)(l-^6)... 

Ce  résultat  nous  conduit  à  préciser  complètement  la  définition 
première  que  nous  avons  donnée  des  quatre  fonctions  0(^),  H(^), 
@^  (^),  H^  (^*),  en  les  représentant  par  un  produit  de  facteurs 
affecté  d'un  coefficient  A  resté  jusqu'ici  arbitraire.  Nous  ferons 

désormais 

A  =  (1-  qn(l-  q^)  {i-  q^)  {l~  q^).  .  ., 

et  nous  aurons  de  la  sorte 

Si  l  ■ j  =  i  -^  iq  C0S1CÛ  -f-  2q^  cos4^  4-  ?-^^  cos6a7  H- .  .  . . 


En  partant  de  là  et  à  l'aide  de  la  relation 


0j(^-t-.-K')-Hi(^)6    1k^'^'^'''\ 


on  aura  ensuite 


Hi  ( )  =  2  /^  cos^  -f-  2  \J q'^  cos3^  -}-  -ii/^^s  cosôiï^  -H. . ., 


et  ces  deux  formules,  en  j  changeant  ^  en  ^  -f .  donneront 


©  (  )  ~  ^  —  '^9  cosaa?  -H  2^^  cos4^  —  2^^  cos6^  - 


2K.2^ 


=  2y/^  sina?  —  2  y  ^9  sin3^  h-  2  y/^^^  sin5a7  - 


Telles  sont  sous  les  formes  de  produits  infinis  et  de  séries  les  trans- 
cendantes dont  nous  allons  établir  les  propriétés. 
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Des  deux  formes  principales  que  peuvent  prendre  parmi  une 
infinité  d^autres  les  fonctions  S,  H,  etc. 

Ce  point  touclie  à  la  plus  belle  partie  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  à  la  théorie  de  la  transformation,  que  les  bornes  de 
cette  Note  ne  nous  permettent  point  d'aborder.  Mais,  indépendam- 
ment de  leur  intérêt  propre,  les  formules  que  nous  allons  établir 
et  qui  donnent  cette  transformation  spéciale  des  fonctions  B, 
H,  etc.,  où  Ton  remplace  l'une  par  l'autre  les  quantités  K  et  iEJ^ 
nous  seront  indispensables  plus  tard,  et  'nous  devons  d'autant 
moins  les  omettre  qu'il  est  extrêmement  facile  d'j  parvenir, 
comme  on  va  voir.  D'ailleurs,  on  sera  mis  ainsi  [sur  la  voie  de  la 
recherche  analogue  et  plus  générale,  où  l'on  remplace  K  et  ^:K 
par  mK  -\-  m' iKJ ^  /?K  -|-  n' iK'^  m,  m'^  /2,  n'  désignant  des  nombres 
entiers,  et  qui  constitue  le  sujet  même  de  la  théorie  de  la  transfor- 
mation. Dans  le  cas  où  mn' —  m' n  ^=i  i,  on  est  amené  à  ce  que  Ja- 
cobi  nomme  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  des  fonctions 
0,  H,  etc.  ;  mais,  parmi  toutes  ces  formes,  ce  sont  celles  que 
nous  allons  établir  et  dont  nous  aurons  à  faire  usage,  qui  méritent 
d'être  particulièrement  distinguées.  Posons 


6   ix)  =  e*Ki^'0  (^), 

Tj    (x)  =  e^K^^'   H   (37), 

TU  .T- 

ei(^)=:  e^^KK'ei(a7), 

U  je- 

r^i(^)  =  e^^'H,(;:r), 

on  verra  immédiatement  correspondre  aux  relations  fondamentales 
propres  aux  fonctions  0,  H,  (^^,  H^,  à  savoir  : 

B  (x  -+-K)=  01  {x), 
H  (^  +  K)=  Hi(:r), 
e.i{x-+-K)  =  e  (x), 
Hi(^-hK)  =  — H(^), 


(a) 


(b) 


@   (x^  iK')  =  m(x)e    ^1^ 


H  {x  -^  iK')=  ie  (x)  e    ^^^ 
01  (^ 


.  (2  .r  -t-  i  K') 


iK')  =  Ei(x)  e    ^^^ 


l    E,{x-^iK')=:&,(x)e    4K^'^'-^''^\ 
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celles-ci  : 

^^^  j  ei(;r-i-n<:')  =  'oi(^), 

71i(^-f-^'K')==0i(^), 

'  ^(2,r+K) 

-r)  (^-H  K)  =       rii(x)  e^^^'  , 

-^,  (2.r+K) 


(d) 


Cela  posé,  remplaçons  les  équations  (a)   parles  suivantes,  qui 
évidemment  leur  sont  équivalentes  : 

(  e  (^_K)==:     e,(œ), 

\  H  (^_K)=-Hi(^;, 
^^  ^  01  (^— K)  ==       0(^), 

(     Hi(:27-   K)=:  1{(CC). 

Alors,  en  comparant  les  équations  (a^)  et  (b)  aux  équations  (c) 
et  (d)^  on  remarque  que  le  second  système  de  relations  coïncide 
avec  le  premier  lorsqu'on  y  remplace  d'une  part 

K     et     iK' 
respectivement  par 

iK'     et     —  K, 

et  de  l'autre 

6(a?),      Tj(a7),      61(37),      'r]i(^) 


Hi(^),      \u(cc),      e,(cc),     Q(x). 

Les  nouvelles  fonctions  que  nous  avons  introduites  se  trouvent 
ainsi  ramenées  aux  anciennes  et,  si  l'on  remarque  que  par  le  chan- 


gement de  K  en  îK'^  et  de  i¥^'  en  —  K  la  quantité  q  ^=  e      ^^   de- 

K 

vient  qQ=:  e      ^%  on  aura  en  conclusion  les  expressions  suivantes, 
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OÙ  M  et  N  désignent  deux  facteurs  constants  : 

/  0  i\\  ce  \  !  / 

I  °        0  f j  =  M .  'i  y  qo  ces  .27  (  I  +  '2  ^2  ^^s 'hx  ^  q\) 

X  (  I  +  2  ^7  J  ces  '2  ,27  -1-  ^  g  )  (  [  +  -2  ^  g  ces  2  ^  +  ^  J  ^  ),    .  .  .  , 

X  {l  —  'iq\  cos'2,27  ^-  q\){\  —  -iql  ces  2^  +  ^o^):  •  •  •  i 

X  (l  -H  29^15  C0S2JC  +  ^J  )([  H-  2^§  ces  2^  -}-  ^J'^)?    '  •  •  î 

/2fK'^\ 
ï]  1    (    j    =  M  (  [  —  2  ^0  COS  2  ^  -h  ^  f,  ) 

X  {\  —  iq\  C0S2^'  +  ^S  )(l  —  2  9§  C0S2^-1-  ^J^),   .  .  ., 

6  ( )  =  N  (2  \/^o  cos;r+  "^y q%  cos3^-|-  2  v/^§^  ces 5^  -h  .  .  .), 

\  TU  / 

r-Q  (  ^^ 1  =  N  (2  /^o  sina?  ^  2  y/^U  sin3^-h  2  t/i^o  ^  sin5a7  —  •  •  •)? 

=  iN  (iH-  2^0  ces  2^  -\~  iq\  cos4^  +  ^Ç'o  ^^^  6^  -H.  .  .), 


'  2  j  K'  X 

Oi    ( )  =  M  .  (  I  -f-  2  g'o  cos  2X  ^ql) 


2" 


'  ii¥J X 


(  •!  i¥^ x\ 

'Ol    (    )   =  N  (l  —  '--^^O  005  237+  2^J  C0S4^  —  2^o   C0s6a^'  -H.  .  .). 

\     '^     / 

Le  principal  intérêt  de  la  seconde  forme   analytique  qui  nous 

est  ainsi  donnée  par  les   quantités  6(^),  vi(^),   etc.,   consiste  en 

'l¥s.x 
ce    que    l'on  introduit,    au    lieu   de  ?    l'argument  imaginaire 

En  supposant  K  et  K^  réels,  on  a  donc  sous  forme  réelle 

et  l'on  peut  suivre  la  marche  des  fonctions,  que  l'argument  soit 
lui-même  réel  ou  multiplié  par  y/ —  i  ;  bientôt  on  en  verra  une 
application. 

Propriétés  fondamentales  des  fonctions  6  et  H  ;  définition 

de    sinama;',    cosam^,    A  am^. 

En  employant  dans  ce  cjui  précède  la  considération  de  la  fonc- 
tion 


m  2             /  TT  X 
2  m 


pour  le  cas  de  A"  =  2,  nous  avons  supposé 

a  =  4  K , 

b    =2^^'. 
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Désormais  nous  garderons  pour  périodes  ces  deux  quantités,  et 
nous  ferons  par  suite 

°°  m-         iTl  X 

avec  la  condition 

ce  qui  donnera,  comme  nous  l'avons  établi,  la  manière  la  plus 
générale  de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  uniformes  aux 
deux  conditions 

<  k  iTi ,  .„,, 

ï  .        ,  TT  {X  -4-  l  K' 

Cette  solution  générale  renfermera  donc  pour  A"  =  4?  par  exemple, 
quatre  constantes  arbitraires,  que  l'on  mettra  en  évidence  en  dis- 
tinguant ces  quatre  formes  de  l'indice /72,  m^=^  l\n^  4^  +  15  4^  +  2, 
4/^  +  3,  ce  qui  donnera 


a^yq       '       e 


i  71 X 


(4.-1-1)^ 


q      -       e  ^^ 


(4  «-+-3)2  „    ^7^.r 

(4rt^-3)  ■ 

e 


2K 

OU  bien,  pour  abréger, 

Par  là  on  voit  que,  dans  le  cas  où 

la  solution  est  représentée  par 

et  ne  contient  plus  que  deux  constantes. 
De  même,  en  supposant 
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on  aura  avec  deux  constantes  arbitraires  seuiement 

Ainsi  nous  avons  la  manière  la  plus  générale  de  vérifier  ces  deux 
systèmes  de  conditions,  savoir  : 

I.  ^  ~        

(   ^{x  ^  2iK')  =  ^{x)  e      ^^ 

<P{X-+-      2K  )  r=z—  4'(^), 

^(,x  -h  lili')  =  ^(00)  e      ^ 


"•  ^  -^UM-n.) 


Cela  établi,  nous  remarquons  qu'en  élevant  au  carré  les  deux 
membres  des  diverses  équations  fondamentales  de  la  page  i52, 
les  résultats  sont  précisément  de  la  forme  du  premier  de  ces  deux 
systèmes.  Nous  en  tirons  cette  conséquence,  qu'en  désignant 
par  a,  è,  etc.,  des  constantes,  on  aura 

62  (.27)  =  a  *o(^)  H-  ^4>2(^)t 

H2  {x)=  c  ^o(x)  4-  d^2{^), 
et  en  changeant  .r  en  ^  -j-  K, 

El{x)  =  c^o(^)  —  d^2{x). 

En  second  lieu,  si  l'on  multiplie  membre  à  membre,  soit  les  deux 
premières,  soit  les  deux  dernières  de  ces  mêmes  équations,  c'est 
à  la  forme  du  second  système   quison  se  trouve  amené,  par  suite 

on  a 

&(x)}î(x)  =  A<ï>i(^)H-B<i>3(^), 

A  et  B  désignant  de  nouvelles  constantes,  et  cette  relation  donne, 
en  y  changeant  ^  en  ^  +  K.^  la  suivante  : 

0i(^)Hi(^)  =  jA*i(^)  — jB<i>3(^). 

De  là  se  tirent,  parmi  bien  d'autres  conséquences  (^),  les  relations 
algébriques  et  différentielles  de  nos  fonctions. 


(1)  Notamment  la  transformation  du  second  ordre. 
H.  —  II. 
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I.  —  Relations  algébriques.  —  Du  module  et  de  son  complément. 

Deux  équations  linéaires  entre  les  carrés  0-,  H-,  %'\.^  HJ  résul- 
tent évidemment  des  expressions  de  ces  quantités  par  <ï>o  {x)  et 
<ï>.2  (x).  L'une  d'elles  pourra  être  présentée  sons  la  forme 

a  et  a!  désignant  des  constantes  que  nous  allons  déterminer. 

Pour  cela  faisons  ces  deux  hypothèses  x  ==  o  et  x  =  K;  comme 
on  a,  d'après  les  formules  de  la  page  i43,  H(o)  =  o,  Hi  (K)  =  o, 

il  viendra 

_   0-HK) 

'        Hf(o) 
Mais  on  introduit  au  lieu  de  a  et  a!  les  quantités  suivantes  : 


H2(K) 

et  comme 
donne 

la 

relation 

H(K)  =  Hi(o), 

on  aui'a 

I             ,      K 

d'où 

k^'-{x)  =  m{cc)-^  k'Hl(x). 

Cette  première  relation  obtenue ,  la  seconde  en  résulte  en  y 
changeant  x  en  x  -f-  ^'K^  ;  si  l'on  emploie  à  cet  efïet  les  formules 
données  page  i43,  il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  expo- 
nentiel, 

ou  bien 

02(^27)  =  km{x)  -^- k'ei(x). 

Ces   deux  équations    représentent    d'ailleurs   toutes  les   relations 
algébriques  possibles  entre  nos  quatre  fonctions  ;  elles  conduisent 
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9.  yq  -1- 

J^  \/q^  -1- 

'1  \/q'-- 

M-  2  y/'^^'J  M-.  .  . 

ï  -H  '1 
^-  'iq 

.q-\-'iq'- 
-^  iq'*  — 

-^•iq^ 
2^9-H 

-4-  2  ^  1  <^  H-  .  .  . 

2^16  _.  .. 
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à  la  notion  des  quantités  que  nous  ayons  désignées  par  k  et  k' ^  et 
dont  les  racines  carrées  s'expriment  en  série  de  cette  manière  : 

/-p^   0(0)   _ 

e(K)  I  -f-  2^  4-  2^^'  -4-2^9_}_  2^^6_|__  , 

La  première,  k^  s'appelle  le  module  de  S{x),  }i(x)j  Si  (x)^ 
H,  (^),  et  la  seconde,  //,  le  complément  du  module.  Considérées 
par  rapport  k  q^  ou  plutôt  en  faisant 

q  —  e^'^^\ 

par  rapport  à  la  variable  co,  ces  c|uantités  constituent  un  genre  de 
fonctions  analytic[ues  entièrement  nouvelles  et  de  la  plus  haute 
importance  parmi  les  fonctions  d'une  seule  variable.  C'est  prin- 
cipalement en  Algèbre,  dans  la  théorie  des  équations,  et  en 
Arithmétique,  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  in- 
déterminées, que  la  considération  de  ces  fonctions  a  suggéré 
d'elle-même  des  points  de  vue  tout  nouveaux  et  ouvert  des  voies 
fécondes,  où  ont  été  obtenus  les  plus  intéressants  résultats.  Les 
bornes  de  cette  Note  ne  nous  permettent  pas  d'entrer  dans  ce 
champ  déjà  si  étendu  de  belles  recherches,  mais  ce  que  nous 
dirons  à  l'égard  des  fonctions  0,  H,  etc.  servira  de  préparation 
suffisante  pour  lire  les  Mémoires  spéciaux  qui  y  sont  consacrés. 
C'est  de  ces  fonctions,  en  eflet,  étudiées  à  la  fois  par  rapport  à  x 
et  (JL),  que  découle  tout  ce  qui  concerne  k  et  k^  qui  contiennent 
seulement  co,  et  il  ne  semble  pas  possible,  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances  en  Analyse,  d'arriver  à  toutes  leurs  propriétés  en 
partant  uniquement  de  leur  définition  comme  quotient  des  séries 
données  précédemment  ('). 

(^)  Poisson  et  M.  Caucliy  sont  arrivés,  par  deux  méthodes   différentes,  à  cette 
identité  : 

\/'  —  ib)  (i  ■-+-  2  e''"'  -H  2  e''^^^  +  2  e9i'~"-i-. . .) 

qui  conduit  à  des  propriétés  fondamenLales  des  modules  considérés  comme  fonc- 
tion de  oi.  Mais  il  n'est  possible  de  tirer  de  là  que  la  transformation  pour  le  pre- 
mier ordre,  et  aucune  autre  voie  pour  parvenir  aux  équations  modulaires  ne 
s'est  encore  oft'erte  que  celle  qui  a  été  donnée  par  les  fondateurs  de  la  théorie 
,des  fonctions  elliptiques. 
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On  se  rendra  compte,  jusqu'à  un  certain  point,  de  cette  diffi- 
culté, en  observant  que  k  et  k  n'existent  comme  fonctions  de  (o 
qu'autant  qu'en  supposant  cette  variable  imaginaire  et  de  la  forme 

P  est  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ce  sont  donc 
véritablement  des  parties  de  fonctions  qui,  dès  lors,  échappent  à 
beaucoup  des  méthodes  les  plus  habituellement  employées.  Ainsi, 
il  n'existe  pas  pour  k  et  k^  de  développement  suivant  les  puissances 
de  Cl),  et  si  l'on  fait 

(jO    =    (Oq  -(-   /l 

pour  pouvoir  employer  la  série  de  Taylor,  voici  encore  les  circon- 
stances particulières  qui  viennent  s'offrir.  Les  quantités  k  et  k 
sont  déterminables  par  la  résolution  d'une  équation  numérique, 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  co,  telles  que 

A-i-v/— B 

co-  G ' 

A,  B,  G  étant  entiers,  et  B  essentiellement  positif;  mais,  si  l'em- 
ploi de  ces  valeurs  initiales,  en  faisant,  w  =  Wq  +  A,  donne  pour 
premier  terme  des  séries  une  simple  irrationnelle  numérique,  les 
termes  suivants  sont  nécessairement  des  transcendantes.  Ainsi,  par 
exemple,  pour  cOq  =  ^',  on  aura 

sj  1  y/ '2 

et,  en  prenant  w  =  ^*  +  A,  ce  sera  l'intégrale 

dx 


j. 


/T 


qui  entrera  dans  tous  les  coefficients  des  développements  de  k 
et  k' j  suivant  les  puissances  croissantes  de  h.  On  voit  par  là  com- 
bien on  est  éloigné  des  séries  qui  définissent  les  transcendantes 
simples,  où  les  coefficients  sont  toujours  commensurables.  Mais, 
sans  nous  étendre  plus  longuement  là-dessus,  et  pour  revenir  à  ce 
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qui  concerne  notre  sujet,  nous  allons  justifier  les  dénominations 
de  module  et  de  son  complément,  données  k  k  et  k' ^  en  démon- 
trant cette  égalité 

k^--\-k''^  =  I. 

Les  deux  relations  que  nous  avons  obtenues  sont 

(       &%x)  =  kWHx)-^k'  Q\{x). 

Faisons  dans  la  seconde  x  =  K,  après  avoir  divisé  les  deux  mem- 
bres par  B^(^),  en  remarquant  qu'on  a 


et,  par  suite. 


ei(^-f-K)  =  e(^), 
0,(K)=:e(o), 


on  trouvera  précisément  l'égalité  qu'il  fallait  démontrer. 
Il  en  résulte  cette  relation  entre  les  séries  infinies 


iq'^  -4-  2^1*^  -h.  .  .)^, 


-\-  {\  —  iq  -^  'iq'^' 

—  (l  -h  2^  H-  2^^  • 


qu'il  est  extrêmement  facile  d'établir  directement  à  l'aide  des 
propositions  arithmétiques  connues  sur  la  décomposition  des 
nombres  entiers  en  quatre  carrés.  Mais,  laissant  encore  de  côté 
ces  questions,  nous  allons  compléter  ce  qui  concerne  la  défini- 
tion même  de  k  et  k  dont  nous  avons  obtenu  les  racines  carrées 
comme  fonctions  uniformes  et  l)ien  déterminées  de  co.  Jacobi  a  fait 
voir  que  les  racines  quatrièmes  possèdent  la  même  propriété  en 
donnant  les  formules  remarquables  que  nous  réunissons  ici  : 

1 .  sj k  —  v/2  y q 


!2. 


4. 


==  ^2  yq 

=  \l'h  \/q 

=  y^-  Vq 


I  -H 

q  — 

^2-^S-... 

ï  + 

9'^ 

^6  _|_  qVi  -f-.  .  . 

I  -4- 

q-^ 

^3  -h  9^*^  -f-.  .  . 

I 

—  q 

—  ^'^  -H  ^'^  -t-.  .  . 

I  — 

2^2  _|_  2^8  —  2^18  —  .  .  . 

I  -f-  ^  H 

r  ^^  -+-  ^6_|__  . 

1  -i-  2  9^  -f-  2  9^*  -I-  2  9^9  -H  . 
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Les  lois  de  ces  séries  sont  données  par  ces  formules  oii  le  signe  ^ 
s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  l'indice  n  de  —  oc  à  -|-  co,  savoir  : 


n-^n      ^n--i-n 


2.  =/2v/^ 


3.  =v/'ïv/'7 


"y  (—  l)'^  qin^^ii 


-  2  ^''' 

=  \/'2  v/g  - 


2.- 

En  second  lieu,  et  pour  le  complément  du  module,  on  a 

1.  yi^< ^  .-n-q^-^r-^r-. 


t  -r 

■q- 

■  ^y- 

^■-q"^ 

'  — ^' 

—  . 

I  — 

■q- 

q' 

-f-  q^ 

-+-  <7io 

— 

I  -f- 

q-\- 

cf 

-i-  q^ 

-+-^i« 

H- 

I  - 

-iq 

--r'iq'-- 

-   2^9  - 

h-  2 

;^16__. 

I  — 

2^2 

-1- 

'iq^  - 

-2^18 

+ 

2^'^2  _     _ 

l  — 

-  2^2 

+ 

•2^8  _ 

-2^18 

-4- 

2^32  _.  _ 

4.  — 

OU,  en  mettant  en  évidence  les  termes  généraux. 


2. 
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3.  Vk'  = 


La  quantité  \^kk'  qui  joue  aussi  un  rôle  important  est  donnée  par 
le  développement  de  foi^me  semblable  aux  précédents  : 


II.  —  Définition  de    sinam^,  ces  am^,  A  am:??. 
E quations  différentielles. 


Posons 


,   A'   H,( 


X) 


Les  relations  algébriques  obtenues  précédemment,  et  qui  sont  ho- 
mogènes par  rapport  aux  quatre  fonctions,  donneront 


U^  -+-   ç-^    =.   l, 
/v-  U'  -\-  W-  =    I  . 


La  première  conduit  à  représenter  a  par  un  sinus,  (^  par  un  cosi- 
nus; c'est  ce  qu'a  fait  Jacobi,  et,  en  adoptant  les  notations  de  Fil- 
lustre  géomètre,  nous  poserons 


ic  =  sin  am^, 
ç  =  cos  am-Q?, 
w  =  A  am^. 


Le  sinus,  le  cosinus  et  le  A  de  l'amplitude  de  la  variable  x  seront 
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ainsi  les  trois  fonctions  doublement  périodiques  fondamentales. 
Nous  voici  amenés  maintenant  au  point  en  quelque  sorte  le  plus 
essentiel  de  la  théorie,  où  l'on  a  pour  but  de  les  définir  par  trois 
équations  différentielles. 

Considérons  à  cet  effet  la  dérivée  de  w,  à  savoir  : 

du  _  J_  Yi'{x)%{x)  —  Yi{x)^' jx)  __  ^{x) 

Cette  dérivée,  comme  la  fonction  elle-même,  admet  la  période 
2  i¥^'  et  ne  fait  que  changer  de  signe  lorsqu'on  change  x  en  œ-[-  2K.] 
ayant  donc  pour  le  numérateur  la  valeur 

^       dx 
on  tirera  immédiatement  des  relations 

02(^-1- 2  i'K')  =  02(^)e~^'^^''"'^'*^\ 

auxquelles  donne  lieu  le  dénominateur,  celles-ci  : 

*(^  +  2K)    — <ï>(^), 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  précédemment  établi  (p.  160  et  161),  on  a 

^{x)  —  ax  ^\{x)  ^  a^^-^{x)  =  m  S(x)  E{x)  -h  mi  @i(x)  Hi(^), 

m  et  irii  désignant  des  constantes.  Observant  donc  que  u  change 
de  signe  avec  ^,  et  que,  par  suite,  —  est  une  fonction  paire,  on 
voit  que  la  partie  impaire  7?2@(^)H(^)  doit  disparaître;  ainsi 
772  =  o,  et  l'on  a  simplement 

En  divisant  par  02(^)  et  faisant 

mi  \J k 


il  viendra 


— —  ~  ^^  w  ^  \k  s/ {i  —  u""-  )  {i  —  k'^  u^-) . 
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Cette  constante  [jl  représente,   puisque  la  fonction  a    s'évanouit 

1     T      •         1                         siri  a  m  a?  t      -^  •    j  ' 

avec  x^  la  limite  du  rapport pour  x  =^  o^  limite  qui  dé- 
pend en  général  des  quantités  K  et  K^  Mais  nous  avons  précé- 
demment remarqué  que  l'expression  des  fonctions  ©(^)H(^)  ne 

changeait  pas  en  y  remplaçant  x^  K,  K.'  par  —,  -->  —,  et  que  cette 

circonstance  serait  utilisée  pour  particulariser  d'une  certaine  ma- 
nière les  périodes.  D'après  cela,  nous  allons  introduire  une  rela- 

tion  qui  aura  pour  eiiet  de  rendre  égale  a  1  unité  la  limite ? 

afin  de  rapprocher  en  ce  point  essentiel  le  sinus  d'amplitude  du 
sinus  trigonométrique.  Ayant 


4  /-  I      .      TT  ^   /  '    7ZX  ,\  /  ,  TU  .r 

sinam(^)_    i  -^  x       iK\  ^  K  /  ^,  Iv 

^  '^  (  I  —  iq  ces  wr  ^  9    )  (  ^  "  '-*-  9    ^^^  ~f7~  "^  T 

nous  ferons,  pour  ^  =  o, 

TT     \/q{i-q-^y^{i  —  q'^)Hi-q^)K.. 


4/- 


ou  bien 


Ainsi,  en  admettant  que  les  quantités  K  et  ¥sJ  vérifient  cette  condi- 
tion, nous  aurons 

du 

ax 

c'est  la  première  des  relations  différentielles  que  nous  voulions  éta- 
blir. Les  autres  en  découlent  à  l'aide  des  équations 


et  sont 


W' 

-H 

V' 

'  =  h 

k^  u^- 

+ 

w 

2   —   j 

dç 
dx 

= 

- 

U  W, 

dw 
dx 

-= 

— 

k-  uv 
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Plus  généralement,  on  aura 

— =^  {cto  -^  a^  U"  -H  «9 11^  H-  ...  -4-  ail  u^'^  )  vw^ 


^^2« 


=  (  Ao  -4-  Al  ?^2  _|_  ^2  ?;/:^  -4- ...  -h  A;^  11^-'^  )  u^ 


les  coefficients  étant  des  fonctions  entières  de  A-.  On  en  déduit  ce 
développement  qui  subsiste  entre  les  limites  —  i  et  +  i  de  la  va- 
riable, et  où  l'on  a  fait 


u  ^=^  X  —  ik a -^  +  4 k^ (  a^  -4-  3 ) 


[.'2.3.4-5 


—  8/f3(a^  +  33a)  — ^ h  iG/:^^^^ -i- 3o6a^  -h  189)       ^' 


1.2. ..7  1.2. ..9 


—  32/»:°  (cc^  -^  2766  a=^  -f-  8289a) 

i  .  z  .   .   .   1  1 

On  trouve  de  même 

1.2  1.2.3.4  1.2. ..6 

-f-(i  +  4o8/:2  -i-9f2/f^-H  64À^6)  — ^ — ^  — .  .,  , 

1.2.  .  .0 

1.2  ^1.2.3.4  '    I  . 2  ...  6 

-FÂ:2(64-i-9r2/c2-|-4o8Â:*-f-  /c^)  — — .... 

I  .  2  .  .  .  o 

M.  Gudermann  (  '  )  a  fait  la  remarque  qu'on  pouvait  poser,  aux 
termes  près  du  cinquième  ordre, 

sin  (^  i/i  H-  /r^) 

u  =  , 

v/n-/f2 

et 

(;  —  cosa7,         w  =  coskx, 

en  négligeant  seulement  X'*,  ce  qu'on  vérifiera  sans  peine  par  le 
développement. 

Voici  donc  une  nouvelle  et  complète  définition  des  trois  fonc- 
tions doublement  périodiques,   en  joignant  aux  équations   diffé- 

(^)  Journal  de  Crelle,  t.  19. 
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rentielles  les  valeurs  initiales  11  =  0^  p  =  i ,  (p  =  1  pour  x  rz=  o.  En 
particulier,  la  fonction  sinam(.z?)  sera  déterminée  en  posant 

/""  du 

et  c'est  cette  intégrale,  ou,  plus  généralement, 

¥ {u) du 


f 


J   /(  i  ^  zi^  )  (  I  —  k'^  u:^-  ) 

en  désignant  par  F(i^)  une  fonction  rationnelle,  dont  l'étude  a 
ouvert  la  voie  pour  parvenir  aux  fonctions  elliptiques.  On  recon- 
naît ainsi  l'origine  de  cette  expression  de  fonctions  inverses,  dont 
nous  avons  plusieurs  fois  fait  usage,  puisque  a  est  la  fonction  in- 
verse de  l'intégrale  dont  la  valeur  est  .r,  et  l'on  peut  juger  quel 
long  enchaînement  d'idées  et  quels  efforts  il  a  fallu  pour  parvenir 
de  là  aiix  notions  de  fonctions  doublement  périodiques  et  aux  sé- 
ries qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ.  Mais  ce  long  travail  a 
été  fécond  pour  la  Science;  c'est  comme  conséquences  de  ces  re- 
cherches que  nous  ont  été  acquises  plusieurs  notions  analytiques 
entièrement  fondamentales,  et  en  particLilier  ce  que  nous  savons 
sur  le  mode  même  d'existence  des  fonctions  intégrales.  Après  avoir 
trouvé,  par  exemple,  que  sinam(jç)  ne  change  pas  lorsqu'on 
change  x  en  ^  -I-  4^^K.  4-  ^ni' lYJ ^  m  el  m'  étant  des  nombres  en- 
tiers, on  a  dû  nécessairement  rechercher  dans  l'intégrale 

r  du 


\/{l—  ^^2)(l_  kUt'-) 


la  raison  de  cette  sorte  d'indétermination  qui  donne  naissance  à  la 
périodicité  dans  la  fonction  inverse.  M.  Cauchy,  dans  son  Mé- 
moire sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  avait 
donné  les  principes  essentiels  de  cette  étude  si  importante;  elle 
a  été  complètement  faite  par  M.  Puiseux,  dans  un  excellent  travail 
intitulé  :  Recherches  sur  les  fonctions  algébriques  [Journal  de 
M.  Liou^ille^  année  i8:")o),  et  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur. 
Un  autre  résultat  encore  consiste  dans  ce  sens  plus  complet  et  plus 
approfondi,  que  l'on  a  été  conduite  attacher  en  Analyse  à  l'expres- 
sion même  de  fonction,  en  reconnaissant  et  en  caractérisant, 
entre  les  divers  modes  de  dépendance  de  deux  quantités,  des  dis- 
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tinctions  essentielles  et  dont  les  recherclies  auxquelles  a  donné 
lieu  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ont  montré  toute  l'impor- 
tance. Ainsi  ont  été  proposées  ces  questions  dont  l'objet  est  de 
reconnaître  dans  la  définition  même  d'une  fonction,  donnée,  par 
exemple,  par  une  équation  différentielle,  si  elle  est  uniforme  ou 
non,  et  dans  le  premier  cas  si  elle  est  entière  ou  fractionnaire. 
Les  résultats  les  plus  beaux  par  leur  grande  généralité  qui  ont  été 
obtenus  dans  cette  voie  sont  dus  à  M.  Weierstrass  (•)  et  à 
M.  Riemann  (2). 


lïl.  — Des  quantités  K  et  K'. 

En   particularisant  les   périodes    de   manière   à  rendre  égaie   à 

15       •    r    r      1-      •        1  sinam^  •    /-    • 

lunite  la  limite  du  rapport  pour  x  iniiniment  petit,  nous 

sommes  parvenus  à  l'expression 

^^  L(i-^)('-^^0(i-^/^).--  J  ' 

qui  conduit  à  une  conséquence  importante.  Observons  d'abord 
Cju'en  supposant  ^  =  K  et,  par  conséquent,  sinamK  =  i  (3)  dans 
l'expression  en  produit  infini  de  sinam^,  on  aura 

En  divisant  membre  à  membre  ces  deux  équations  et  extrayant 


(^)  Théorie  der  AheVschen  Functionen  [Journal  de  Crelle,  i856).  Voyez 
aussi  diverses  Notes  de  M.  Cauchy,  publiées  à  cette  époque  dans  les  Comptes 
rendus,  Qt  un  Mémoire  de  MM.  BrioL  et  Bouquet  :  Sur  V intégration  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

(-)  Allgemeine  Voraussetzungen  und  HiUfsmittel  fur  die  Untersuchung 
von  Functionen  unheschrànkt  verànderlicher  Grossen,  etc.  [Journal  de  Crelle, 

1857). 

I     H  (^ ) 
(^)  On  trouve   que    sinamK  =  1    par  la  formule  sinama7=  -^    — - — --,   en   se 

^k    ®(^) 

rappelant  que  par  définition  \Jk—  ?  page  162. 
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la  racine  carrée,  il  en  résulte 

expression    susceptible    d'une    simplification   remarquable.    Em- 
ployons à  cet  effet  la  relation  donnée  par  Euler 

(l  —  <7'^)(l  —  ^^)(i  —  Q^)'-' 
l  +  ^)(l-H^2)    i_|_^3)...  =  i Ï_Z^ Ï_L^ ï^ 

^       ^^         -^  ^  ^     ,      (i — ^)(i  —  ^^)(j  —  q  )'■' 


{l-q){l-q-^)(l  -q"-)..,' 

on  obtiendra  d'abord 

et  en  remarquant  ensuite  que 

(l  +  ^)(l-H^^-)(l-^^^)..-.  -        (l-\-q){ï-^q'^){l-\-q"^),., 

X  (I  -^q'^){l-T-q^){l-\-  q^).,  . 

on  verra  tous    les    dénominateurs    disparaître  dans  la   valeur    de 
i/'^^—y  qui  deviendra  ainsi 

Cela  étant,  si  l'on  pose  x=:  o  dans  la  formule  précédemment  dé- 
montrée 

01   (   ]    =  I  -f-  2^  C0S2^  -h  2q^  ces  4^  4-2^9  C0s6^  H- .  .  . 

=  (1  -f-  2^  CCS  2.2?  -i-  ^7^  j  (j  _|_  2^3  cOS2:r  H-  ^^  ) 

il  viendra 

01  (o)  =   I  -h  2^  4-  2^''-  -H  2^^  -f-.  .  . 

d'où  ce  résultat,  qui  est  d'une  grande  importance  dans  la  théorie 
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des  fonctions  elliptiques, 


/ 


2K 

—  =  0i  (  0 )  =  ]  -]-  iq  -h  iq^  -+-  'ig'-^ 


On  en  déduit,  en  ayant  égard  aux  équations 

/T  =  H(K)  ^  H,(o) 
^    '        0(K)        6,(0)  ' 

0(0) 


v/^- 


0i(o)^ 
les  deux  suivantes  : 

^^-^  =  Hi(o)  =  2\/q  -h  2\/q^  -f-  a  v/^25_j_  ^  ^^  _{_ .  .  .^ 
::^ =  6   (o)  =1  —  iq  -^  iq^  —  iq"^  -\- .  .  .. 

C'est  la  seule  quantité  K  qui  donne  lieu  à  des  relations  de  cette 

forme  ;  la  quantité  lU,  entrant  d'une  manière  différente  dans  l'ex- 

_    1^ 
pression   q^=.  e       ^\  ne  paraît  pas  susceptible  de  développements 

analogues  en  série.  Mais  toutes  deux  s'expriment  d'une  manière 
parfaitement  semblable  à  l'aide  des  modales  k  et  k'  par  ces  inté- 
grales définies 

du 


K=- 


_    r  du 


\       s/il-    U'^){l-kHÛ)  J^        /(t_,,2)(i_/:'-2,,2) 


comme  nous  allons  le  démontrer. 

Précédemment   nous    avons    déjà   fait   voir    que    sinamK=i; 
remarquons  maintenant  qu'en  faisant  ^  =  K  dans  les  relations 

^  "^  •   T-,    ^ 

et  en  divisant  membre  à  membre,  il  viendra 

,      W{li.-^-ili.')  _  0(K)   _  _^ 
0(K  +  a^')  "  H(K)  ~  /// 

I     H(^)  1  1  [ 

par     conséquent,      sm  am ^  =: --  7-- — r    aura     la    valeur    y    pour 

1  ^  '  ^/^.  0  {x)  k     i 
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^  =  K  +  ilL' .  Ayant  donc 

du 


V/(i  —  if^)  il  —  k'  it'^) 
nous  en  concKirons  que 

J„  /(r-«^)(,-/,n«2) 

1 
f^        du 
J,     s/{\-u^){^-kHt^) 

et,  par  suite,  en  retranchant  mem])re  à  membre, 

J,     ^(i-  u^){i~t^u'-) 
Or,  en  faisant 


cette  dernière  intégrale  deviendra 

r'  dv 


/(l—  P2)  (1  —  k'iç'l) 


ce  qui  donne  le  résultat  annoncé. 

Mais  ce  que  nous  venons  de  dire  laisse  subsister  une  lacune 
importante  :  nous  sommes  en  effet  à  l'un  de  ces  points  de  la 
théorie  des  ^fonctions  elliptiques  qui  appellent  de  nouvelles  re- 
cherches pour  être  aussi  complètement  traités  qu'on  peut  le 
désirer.  En  passant  de  l'équation  différentielle 

à  la  relation 

/^"  du 


v/(i  — w^)(i  — /cn^^) 


on  laisse   absolument  arbitraire  la  loi   de  succession  des  valeurs 
de  la  variable  u  dans  l'intégrale,    de  sorte  qiie  les  relations  précé- 
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dentés 

du 


du 


v/(î—  u^){\  —  k'~u^) 


n'auront  un  sens  entièrement  déterminé  qu'en  définissant  le 
chemin  (^)  décrit  par  la  quantité  ?^  =  sinam^,  lorsque  x  varie 
de  zéro  à  R,  puis  de  K  à  K  +  ^'K^,  et,  comme  l'argument  x  peut 
varier  entre  ces  limites  suivant  une  infinité  de  lois,  il  faut  de  plus 
connaître  comment  les  chemins  correspondants  qui  en  résultent 
donnent  tous  au  point  de  vue  de  l'intégration  par  rapport  à  u  le 
même  résultat.  C'est  seulement  dans  le  cas  où  l'on  suppose  K,  K^, 
et  par  suite  k^  des  quantités  réelles,  et  qu'on  se  donne  ces  lois 
particulières 


2K 

X  —  —  t, 

liYJ 

X  —  K-\ 


^  et  T  croissant  de  o  à  -  d'une  manière  continue,  que   l'on  peut 
traiter  la  question  que  nous  avons  posée. 

Et  d'abord  on  voit  que  u  =  sinam  ( j  est  réel  par  le  déve- 


loppement 

''2K  A  _  i\/ q  sin  t —  2  sj q'^  sin  3^  -t-  2  \/ q'^'^  sin  5t  — . .  . 
TT     /  I  2  q  COS'At  -^ '2  q^  cos/\  t — 2^9  cos6  ^ -h.  .  . 

D'ailleurs  entre  les  limites  zéro  et  K  la  dérivée 

du  _    k__  Hi(^)  0i(^) 

dont  la  valeur  initiale  est  l'unité,  sera  toujours  positive.  Elle  ne 
peut  efiectivement  s'annuler  qu'en  faisant 

Hi(^)  =  o, 
Oi  {x)  =  o, 

(1)  Nous  supposons  que  les  notions  fondamentales  dues  à  M.  Gauchy  sur  la 
représentation  géométrique  des  imaginaires,  et  sur  les  intégrales  prises  le  long 
d'une  courbe,  sont  connues  du  lecteur. 
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c'est-à-dire  (voyez  p.  r43), 

^  =:  (  2  m  -t-  r  )  K  -I-  2  m' J  K', 

^  =  (  2  /?2  -1-  T  )  K  -+-  (  '2  /?z'  ^-  I  )  t  K', 

et  aucune  de  ces  racines  n'est  comprise  clans  l'intervalle  consi- 
déré, la  valeur  ^  =  K  se  trouvant  précisément  la  limite  supé- 
rieure de  cet  intervalle.  Nous  conclurons  de  là  que,  t  croissant 
de  o  à  -,  a  croît  de  même  de  o  à  i  et  que  dans  l'expression 


K=    '  ^^^ 


0    V(i-i.2)(.-/cn.2) 


l'intégrale  est  prise  dans  le  sens  habituel. 
Soit  en  second  lieu 


comme  on  a 


H(K+-i^UH/"^''^'^ 


0     Kh =01 


on  pourra  écrire 

sinam     K  -^ 


et  en  introduisant  les  fonctions 

71  :r- 
71  .r^ 

2  z:  K'  T  \  1 


sin  am  (  K 


//ce,  (^"J 

I      I  —  2^0  C0S2-U  -h  2q'^  cos4t  —  '^^0  cos6t.  .  . 
^J^    i  -f-  2^0  C0S2T  -^  ncj'l  cos^t:  -\'iq\  cosôx.  .  . 

ce  qui  est  encore  une  quantité  réelle  (^).  On  conclura,   comme 


K 

— 7T    rry 

(^)  On  se  rappelle  que  q^^  e     ■    *■ ,  voyez  p.  i58. 
H.  —  IL 
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tout  à  l'heure,  que  la  dérivée  par  rapport  à  t,  qui  est  nulle  aux 

deux  limites  t  =  o,  t  =  -  ;  ne  peut  s'évanouir  dans  leur  intervalle, 

de  sorte  que  c'est  encore  dans  le  sens  ordinaire  d'une  intégration 
rectiligne  que  l'on  a  l'équation 


fK'  = 


1 
'*^  du 


v/([—  u^){i  —  k^u'^) 
d'où  nous  avons  tiré 


Avant  de  quitter  ce  sujet  et  afin  d'en  |rjaontrer  la  difficulté 
lorsque  K,  K^  et  k  sont  imaginaires,  je  remarquerai  que  la  suppo- 
sition qui  vient  le  plus  naturellement  à  l'esprit,  qu'on  peut  faire 
varier  x^  par  exemple,  de  o  à  K,  suivant  une  loi  telle  que  u  soit 
constamment  réel,  ne  saurait  être  admise.  Autrement  dit,  il  est 
impossible,  en  général,  que,  dans  l'expression 

K=    /•'  du 


l'intégrale   soit  toujours   rectiligne,   comme  nous   l'avons   trouvé 
tout  à  l'heure. 

Effectivement,  soient 

îDi'  ==  cK  -hdlK', 

cij  6,  c,  d  étant  des  nombres  entiers  qui  vérifient  ces  conditions  : 

ad  —  bc  =  L, 
a  ^  I 

mod^. 


En  posant 


d~\ 


^^e 
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on  aura 

/2^cc\       (—0      -       ?/(/?  sina7  — 2/99  sin3a7-i-2y/Ç2s  sin5^ — ... 
sin  am  f )  =   — ^^=^^ 3 

V        TC       /  ^/^  l   —1^C0S2CC^'2.'^C0S/^CC  ~   2^  C0S6CC-+-  ... 

ce   qui  est  la  même  expression  analytique  ('),  au   signe  près  en 

^  et  cK^,  que 

''2Ka?\          I     2  y^  sin^r  —  2  v/^9  sin3^ -h  2  v/û'-^  sin5a7 — ... 
siïiam  '  '  —  —  ^ —^ —^ 


'^     /         s/k    I  —  2<7  C0S2^  -H  2^^  cos4^  —  2^9  cosS^H-. .  . 

en  K  et  K^  On  en  conclura  que  ^'  sera  donné  comme  K  par  l'in- 
tégrale /  -  ♦  Or,  en  supposant  b  différent  de  o, 

la  valeur  imaginaire 

ne  pourra  évidemment  résulter  que  d'une  intégrale  curviligne. 
Mais  voici  un  résultat  important  et  qui  subsiste  quel  que  soit  le 
mode  d'intégration  :  c'est  que  les  quantités  R  et  R  vérifient  la 
même  équation  linéaire  du  second  ordre 

dont  l'intégrale  avec  deux  constantes  arbitraires  G  et  G'  est  par 

suite 

^  =:  GK-+-  G'K'. 

Gette  équation  conduit  au  développement  de  K  et  K.'  sous  cette 
forme  :  soient 

/l\2,,  /l.3\2,,  /I.3...2/Z— l\      ,, 


(^)  Les  relations  analogues  relativement  à  cosam(^)  et  Aam(^)  sont 


^x\  __  ^"      /T  2^':^cosa^H-2^^9cos3^+'i  v^.^^^CQs5a7  +  ... 

"^     !  V    k'    I — 2  ^cos2a; -{- 2^^  cos4a7  —  2  i^9  cos6^  +  ... 

)^x\  -     /-7  1+ 2 '^  cos2^ -h  2'^  cos4^ -i- 2  ^^cosôa; -+-  .  .  . 

^      )~  I  —  2  ^COS  2^  +  2  ^  C0S4^  —  2  l^COSÔa;-!-  .  .  .  ' 

on  en  déduit,  en  supposant  x=o,  ce  qui  concerne  s/k  et  sjk'  lorsqu'on  y  change 
K  et  K'  en  cH'  et  ^'. 


l  2'iyix 
Aam 
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et  km  la  somme  des  n  premiers  termes  de   cette  suite,  on   aura 

K  =  -  k, 

K'=Klog| -(.-!)- ^(k-.,)-^(k-k.)-.... 

On  en  déduit  aussi  cette  propriété  remarquable,  à  laquelle    nous 
parviendrons  plus  loin  par  une  autre  voie  : 


en  faisant 


KJ— JK'z-  - 

2 


1 

-  u'^  du  ^,         r^  k^-u^-dii 


-f 


\/(  l  —   U'  )  (  l  —  /v"-^  it^-  )  Ji       /(  i^-  —  l)  (l  —  ^'^  ^^^  ) 


Addition  des  arguments.  —  Théorème  d'Abel. 

C'est  Euler  qui  a  donné  le  premier  les  formules  pour  exprimer 
sinam(a  -\-  b)^  cosam(a  +  ^),  Aam(a+  è),  au  moyen  des  fonc- 
tions semblables  relatives  aux  arguments  a  et  b.  et  cette  impor- 
tante découverte  a  été  le  point  de  départ  et  la  base  des  travaux 
qui  ont  fondé  la  théorie  des  fonctions  elJiptiques,  de  même  à  peu 
près  qu'en  Trigonométrie  élémentaire  on  est  parvenu  aux  pro- 
priétés analytiques  du  sinus  et  du  cosinus  en  partant  des  relations 
qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  en 
fonction  des  sinus  et  cosinus  de  ces  arcs.  L'illustre  analyste,  par 
une  sorte  de  divination  restée  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Science, 
obtint  sous  forme  algébric]ue  l'intégrale  générale  de  l'équation 

du  du 

(0 


s/{ I  —  u^  )  ( i  —  /c2  u^  )        \J{\~  u'- )  (i  —  k^  u'^^) 

Or  ce  résultat  revient  exactement  à  l'expression  du  sinus  d'ampli- 
tude de  la  somme  de  deux  arguments,  comme  nous  allons  le  mon- 
trer. Effectivement,  en  désignant  par  G  la  constante  arbitraire, 
l'intégrale  est 


^    ^  ^        u  \/(i  —  u"-)(i  —  k'Hi"-)  -i-  u  \/{i—u^){\  —  kUi'-) 

{9.)  L  = T^ — ; — jz 

^  I  —  k^  u^u  ^ 
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Mais  si  l'on  fait, 

u  =  sin  ama, 
u'  =  sin  ama', 

l'équation  (i),  réduite  à  la  forme 

da  -^-  dà  =  o, 


donne  immédiatement 


a  -\-  a  =  c. 


Voilà  donc,  sous  deux  formes  différentes,  l'intégrale  d'une  même 

équation  différentielle,  et  l'on  devra  passer  de  l'une  à  l'autre  en 

établissant  la  relation  qui  lie  les  deux  constantes  arbitraires.   Je 

remarque   à  cet  effet  que   c  est  évidemment  la  valeur  de  a  pour 

d  =  o,  et,  si  l'on  fait  semblablement  a'  =  o  et,  par  suite,  u'  =  o 

dans  l'équation  (2),  elle  donne  c  ^=^u^=-  sinama.  La  relation  entre 

les  constantes  est  donc 

G  =  sin  amc. 

Ainsi  la  valeur  de  C  en  a  et  a^  donne  précisément  la  détermina- 
tion de  sinam  (a -h  a^)  en  fonction  algébrique  de  sinama  et 
sinama'.  La  Géométrie  fournit  aussi  plusieurs  méthodes  extrême- 
ment intéressantes  pour  parvenir  à  ce  même  résultat;  ne  pouvant 
ici  les  indiquer,  nous  nous  bornons  à  donner  solis  sa  forme  analy- 
tique si  remarquable  le  théorème  découvert  par  Abel  pour  l'addi- 
tion d'un  nombre  quelconque  d'argiiments. 


I.  —  Théorème   d'Abel. 


Les 

H(.r), 
double 


II. 


III. 


expressions  de  sinamx",  cosam^,  Aam^  par  B(^'), 
etc.,  fournissent  les  relations  suivantes  qui  établissent  la 
périodicité  de  ces  fonctions,  savoir  : 

\   sinam  (^  H- 2K)     =  —  sinama, 
(   sin  am  (iî? -f- 2  t'K^)  — -1- sinama; 

(   ces  am(^' -h  !2K)     =  —  cosama;, 
(   cos  ani(^ -H  2Z.'K' )  — — cosam^-; 

i   A  ann     (^H-aK)     =-i-Aam57, 
j   A  am    (^-i-2iK')= — Ld^mx. 
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Or  Oïl  remarque  que  les  trois  fonctions  se  reproduisent  dans  le 
second  membre  au  signe  près,  de  sorte  que  les  diverses  combinai- 
sons deux  à  deux  de  ces  signes,  pour  l'une  et  l'autre  période, 
forment  pour  chacune  d'elles  un  caractère  spécial  et  qui  lie  entre 
elles,  d'une  certaine  manière,  toutes  les  fonctions  plus  générales, 
composées  de  sinam^,  cosam.r,  A  am^,  qui  à  l'égard  des  périodes 
satisferont  aux  mêmes  relations.  Ainsi,  en  désignant  par  F(^)  et 
f{oc)  deux  polynômes  entiers  en  sinam.2^  respectivement  des  de- 
grés n  et  n  —  i ,  et  faisant 

/    X        •              t:./   •   9           .        dsïn  ama?    ....  , 

(^^[cc)=  sin  am^r  F (sin^  ama?)  -i-  -7 jr  (sin^  am 57), 

,     .                       ^  .       .^           ,         ^cos  am^  .^ 

cp2(a7)=  cosam^  1^  (cos^aina?)  h /(cos-arna;), 

'^^{cc):=  ^s^m cet  {^^  ama?)         -+-  /  (A^  arn^;, 

on  aura,  comme  précédemment, 

cpi(;r -i-  '2K)       =  —  ^j(^)^ 

cpi(a7-}-  7.iK')  =-1-  cpi(.r); 

(  cp2(a7-h  2tK')  =  — cp2(^); 

Ce  sont  ces  diverses  expressions  qui  figurent  dans  le  théorème 
que  nous  allons  établir,  ou  plutôt  encore  la  suivante  qui  possède 
le  caractère  résultant  de  la  quatrième  combinaison  possible  des 
deux  signes  dans  le  second  membre,  savoir  : 

cp(^4-2fK')  =-l-cp(^). 

En  désignant  par  F(^)  et  F^  {x)  des  polynômes  respectivement  de 
degré  n  et  n  —  2,  ^{oc)  sera  représenté  de  cette  manière,  savoir  : 

dz 

s  désignant  indifféremment  sin  am^,   cosam^r,   ou  A  am  ^.  Mais^ 
soit  pour  fixer  les  idées,  ^  =  sinam.2;,  et  afin  de  mettre  en  évi- 
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dence  dans  ç(^)  le  numérateur  et  le  dénominateur,  employons 
l'expression  ^  =  -—  ^;  '  ?  qui  conduira  évidemment  au  dénomi- 
nateur  %'^^(x)^  de  sorte  qu'on  pourra  écrire 

Cela  posé,  ayant 

—  2  n  -77-  (X  -1-  /  R') 

la  relation 

<ï>(^)  =  Cp(a7)02/^(a7) 

donne  immédiatement,  en  ayant  égard  à  ce  que  cp(^)  admet  les 
périodes  aR,  2  ÎY^ y  ces  deux  conditions 

Or  on  peut  satisfaire  à  ces  relations,  et  de  la  manière  la  plus  gé- 
nérale, en  n'employant,  bien  entendu,  que  des  expressions  en- 
tières, si  l'on  fait,  en  désignant  par  A  un  facteur  constant, 

<î>(a7)  =  AH(^  —  r^i)Y\.{x  —  a2). .  .H(^  —  «2/0- 

Effectivement,  on  vérifiera,  à  l'aide  des  équations 

H(^  — a  +  aK)     :=z— H(as' —  a), 

H(^  -  a  +  2f  K')  =  —  H  (07  —  a)  e~  "K"  ^•"-  « "^ ' ^'' ^ 

qu'il  suffit  pour  cela  de  poser  la  condition 

ai  -f-  a2  -f- .  .  .  -H  oLin  =  o. 

Les  quantités  a^,  a2,  ...,  a2/2_<  restent  donc  arbitraires,  ainsi 
que  le  facteur  constant  A,  et  il  est  aisé  d'établir  que  la  fonction 
entière,  la  plus  générale  qui  satisfait  aux  relations  (i),  ne  contient 
pareillement  que  2/1  constantes  arbitraires. 

Soit,  en  effet, 

,  l  TZ-SP 
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OU  plutôt 

V^  —    '«  — r— 

la  seconde  des  relations  (i)  donnera  la  condition 

ce    qui   ne   laisse    subsister  dans   l'expression   de    ^(^)    que    les 
in  constantes  ^o,  a,,  .  ..,  a^n-\' 
Nous  pouvons  ainsi  poser 

.,  ,    ^        AH(.2' —  a,  )  H(^— a.2). .  .H(.^  —  «2^1) 

(■^  ?(^)= w^r^) ' 

et   cette    équation  remarquable    aura   également  lieu  en   prenant 
pour  o(^)  la  fonction  déduite  de 

en  faisant  z  =  cosam.r  et  ^  =  A  am^. 

Maintenant,  une  analyse  toute  semblable  donnera,  à  l'égard  des 
trois  fonctions  CI?^  (.^),  cpo(^'),  ^^(yx)^  les  théorèmes  suivants,  où  Ai, 
A2,  A3  désignent  des  constantes,  savoir  : 

AiH(.z"  —  ai)  H(a7  —  as).  .  .H(^  — a2«+i) 


Cp2(.r)  = 


A2Hi(^  —  «1)  Hi(.r  —  as).  ♦  .Hi(3?  —  Q^.27i+i) 
A3  6(57  —  a,  )  6(^ —  ag).  .  .0(^7  —  a2;i-,-i  ) 


et  l'on  aura  encore  entre  les  quantités  a  la  relation 

ai  -h  a2  -f- .  .  .  -ha2/i+i  =  o. 

C'est  dans  la  conséquence  que  nous  allons  en  déduire  que  con- 
siste, à  proprement  parler,  le  théorème  d'Abel. 

Nous  partirons  à  cet  effet  des  équations  relatives  à  ^(^)  et 
cp^  (^)  où  figure  la  fonction  H(^)  qui  s'annule  avec  x  et  met  ainsi 
en  évidence  les  racines  des  équations  (p(^)=  o,  ^\{oc)  =  o.  En 
particulier,   considérons  la  fonction  'f  (^),    où  trois  cas  différents 
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se  présentent  et  correspondent  à 


ï85 


z  =  smam.r, 
z  —  cosam^r, 
^  =  A  am^. 


Les  polynômes  F  et  F^  introduisant  "in  constantes,  on  pourra^ 
ayant  pris  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  z^^^  ^  déterminer  les  in  —  i 
autres  coefficients  par  les  équations  du  premier  degré 


cp(ai)  =  o,  cp(a2)  =  o, 


^(a2/^-l)   =  o. 


Cela  fait,  la  relation  (i)  nous  montre  qu'on  aura  encore  f  (^)  =  o 
pour  .r  :=  ao/^,  c'est-à-dire  d'après  la  condition  posée  entre  les 
quantités  a 


X  ^=  —  (  0(1  -f-  a,  +  .  .  .  +  a2«-i  )• 


Or  le  produit 


dz 


F(^2)_^  __  ^Fi(s2) 


F(..)_g.F,(.^)] 


donne  dans  les  trois  cas  que  nous  avons  à  considérer  un  polynôme 
entier  de  degré  /j^jx  et  ne  renfermant  que  des  puissances  paires 
de  ^,  car  on  a  successivement  pour 


r]  7  ^    2 


(l  —  ^2)(/:'2_,_^2^2)^ 


Z  =  Aam^r 


\dx)    '' 


Dans  le  premier,  ce  polynôme,  décomposé  en  facteurs,  sera  donc 

(5'2—  sin^amai)  (^^^  _  sin^amag).  .  .{z'^  —  sin^  aiTia-;/^  -i) 
X  [^^—  sin'^am  (ai  ^-  «2  ^-.  .  .+  «2/2-1  )\ 

dans  le  second 

(2^  —  cos^amai)  (5-  —  cos-aiïia2).  .  .(2^  —  cos2ama2;i-i  ) 
X  [^-  —  cos^am  (ai  4-  «2  +  -  •  •-(-  a2«-i)]7 

et  enfin  dans  le  troisième 

(^2  —  /\2  amai  )(^-  —  A2ama2).  .  .(^^ —  A'^aina2//-i  ) 

X  [5-  —  A^am  (ai  4-  a2  4-.  .  .+a2,i-i)]. 
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Les  identités  que  nous  venons  ainsi  d'établir  donnent  un  résul- 
tat important  lorsqu'on  y  fait  z=  o.  Si  l'on  désigne  en  effet,  sui- 
vant les  trois  cas,  par  L,  M,  N  le  terme  qui  ne  contient  pas  z 
dans  le  polynôme  F  (s-),  on  obtiendra  les  relations 

-h  T. 

sinam  («i  H-  a2-h.  . .  H-  <x-2n-i)  '■ 
cos  am(ai  -H  a2  +  . .  .  -h  ^2n-i)  '■ 


sinam  ai  sinama2. . .  sinama27i_i 

±M 

cos  am  ai  cos  am  a2 . . .  cos  am  a2/i-i  ' 

zhN 

• 

Aamai  Aama2. .  .  A  amaa^^— i 


Des  conclusions  toutes  pareilles  seront  données  par  la  fonction 

(j^i{,v)  =  sm  amcc  b  (sin^am^)  -^ -j /(sin^ama?), 

OÙ  F  et  /  introduisent  2  n  -{-  i  constantes  arbitraires.  En  prenant 
encore  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée 
dans  F(z')  et  déterminant  les  autres  coefficients  par  les  conditions 

Ti(ai)==o,         ?i(a2)=o,  ...,         cpi(a2,0  =  o, 

on  aura 

d  sin  Qmx  \  2 


sin2  ama?  F2(sin2  am;r)  -—  (  -^ j  /^(sin''*  am^) 

=  (sin^am^  —  s\n'^a.mGCi){sin^amx  —  sin2ama2)-  •  .(sin^am^ —  sin2ama2«) 
X  [siii2  am^  —  sin2  am  (ai  -+-  a2  -H.  .  .+  ^271)]- 

Ce  second  théorème  donnerait  la  valeur  de 
sin2  am  (  ai  H-  a2  -I- . . .  -+-  a27^  ), 

OÙ  figure  un  nombre  pair  d'arguments,  mais  le  premier  a  l'avan- 
tage de  conduire  en  même  temps  à  l'expression  de 

sin  am (  ai  -h  a2  -i- . .  . -I-  a2/i-i  ), 
cos  am  (ai  -1-  a2  4- . . .  -f-  ^2,^-1  ), 

A  am(ai  -h  a2  -(-.  .  .-i-  a2/i_i), 

OÙ  il  importe  peu  que  le  nombre  des  arguments  soit  impair,  car 
rien  n'empêche  d'en  supposer  un  égal  à  zéro.  Une  dernière  consé- 
quence à  cet  égard  nous  reste  encore  à  établir.  Observons  que  les 
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équations 

T(«i)  =  o,         cp(a2)=o,  ...,         cp(a2;i_i)  =  o, 

ou,  pour  abréger, 

cp(a^-)  =  o, 

déterminent  pour  les  coefficients  de  F  et  Fi  des  fonctions  ration- 
nelles, dans  le  premier  cas,  pour  z-==.  sinam^,  de 

smama^         et        5 =  cos  ama/ A  ama/i 

dans  le  second,  pour  z  =  cos  am^,  de 

d  cos  am  a,- 

cosama/         et =  —  sm  ama/ A  ama/; 

dai 

dans  le  troisième  enfin,  pour  ^  =  A  ama/,  de 

^  ^        d^3imoLi 

Aama^-         et         -. =  — a:^  gm  am  a^  cos  ama/. 

dai 

Telle  sera  donc  la  forme  des  quantités  que  nous  avons  tout  à 
l'heure  désignées  par  L,  M,  N,  et,  par  suite,  des  valeurs  elles- 
mêmes  de 

sin  am(ai  H-  0(2  -h  .  .  .-+-  ^2n-i) , 

cos  am(ai  -4-  «2  -l- . .  . 4-  ci2n-i), 
A  am  (  ai -f- çcg  4- .  .  . -h  as/i-i  ). 

Quant  au  double  signe,  il  suffira,  pour  le  déterminer,  d'un  cas 
particulier;  nous  allons  en  donner  un  exemple. 


II.  —  Formules  pour  l'addition  de  deux  arguments. 

Nous  appliquerons  les  théorèmes  précédents  au  cas  de  trois  ar- 
guments a^,  a2  et  as,  en  supposant  le  dernier  égal  à  zéro,  et  nous 
prendrons 

dz 

cp ( ^ )  =  (  2*  -f-  a^2  -^  h)  -\-  cz  -j-  ' 

On  remarquera  alors  que,  dans  le  cas  de  ^  =  sinam.3?,  l'équa- 


Hosted  by 


Google 


l88  OEUVRES    DE    CHARLES     HERMÏTE. 

tion  fondamentale  a  cette  forme 

{z^  4-  a.s2  _t-  è)2  _  (.ij^i  \'1~}    z=  z-iz^-  —  sin2  amai)  (^2 —  sin2ama2) 

X  [z^  —  sin2am(aiH-a2)], 

de  sorte  qu'on  doit  déjà  poser  ^  =z  o.  Si  l'on  supprime  dans  les 
deux  membres  le  facteur  5^,  et  qu'on  fasse  ensuite  ,s  =  o,  on  ob- 
tiendra 

sm  am(ai  +  a.,  )  —  -; -. 

sm  amai  sm  ama2 

Gela  posé,  les  équations  o(a,)  =  0,  ^(ao)  =  o  deviennent 

sin^  amai  -H  a  sin  amai  -h  c  cos  amai  A  amai  =  o, 

sin^  am  y.^-\-  a  sin  am  ao  -h  c  cos  am  oc^  A  am  cjl^  =  o, 
d'où 

c  sin^  amai  —  sin'^  amao 


sm  amai  sm  ama2        sin  amai  cos  ama2Aama2  —  sm  ama2  cos  amai  A  amai 

valeur  qui  se  réduit  à  sin  cuiia^  pour  a2  =  o,  de  sorte  qu'on  doit 
prendre  dans  la  formule  le  signe  supérieur.  11  vient  ainsi,  en  mul- 
tipliant les  deux  termes  de  la  fraction  par 

sin  amai  cos  ama2  A  ama2  -{-  sin  ama2  cos  amai  A  amai, 
et  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  sin-  amai  —  sin^  amao, 

sin  amai  cos  amas  Aamas  +  sin  amas  cos  amai  A  amai 


sin  am(ai  -^  0.2)  =■ 


I  —  A^  sin^  amai  sin^  amas 


Dans  les  autres  cas  où  z  =  cos  am^  et  5  =:  A  am^,  l'équation 

z^  -+-  az-  -i-  o  -^  cz  -7-  —  o 

admet  la  racine  z  =  i  qui  répond  au  troisième  argument  supposé 
nul.  On  doit  donc  faire 

z'^  -1-  az^-  -^  b  =  (z^  —  1)  (^2  _|_  ^)^ 
ce  qui  conduit,  pour  z  =  cos  am^,  aux  équations 

cos  amai  A  amai 

cos^  amai  -\-  m  -h  c  ; =  o, 

sm  amai 

cos  ama9  Aamag 
cos2  amas  -i-  m  -\-  c 


sin  amas 
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et  à  la  valeur 

cos  amfai  4- «2)  =  , 

cos  amai  ces  ama2 

de  même  pour  ^  =  A  am^,  on  a  les  relations  toutes  semblables 

cos  a  m  ai  Aamai 
A2  amai  -{-  Jii    '    -^ 

A-  a  m  «2  -H  m 

A  am(ai  -h  a2)  = 

Un  calcul,  entièrement  analogue  à  celui  qui  concerne  le  sinus, 
donne  les  formules  suivantes  : 

cos  am^i  cos  ama2  —  sin  amai  sin  ama9  Aamai  Aama, 

cos  am(ai+a2)=  .^    .    ,, r— ^ -, 

^  ^  I  —  A:2  sin^  amoîi  sin^  ama2 

Aam  a^  Aama^  —  k"^  sin  amai  sin  ama2  cos  amai  cos  ama2 


sin  amai 

^? 

cos 

ama2  Aama2 

0, 

sin  ama2 

zt  în 

'  "^ 

Aamai  A  ama2 

A  am(at  4-  cf.^)  = 


I  —  k~  sin-  a  m  ai  sin'^  ania2 


Les  trois  formules  que  nous  venons  de  déduire  du  théorème 
d'Abel  sont  nommées  à  juste  titre  fondamentales^  car  elles  suf- 
fisent pour  déterminer  complètement  les  fonctions 

sinama:^,     cos  am  ^,     A  am:r. 

On  peut  voir  dans  les  premiers  Mémoires  d'Abel,  et  postérieure- 
ment dans  les  Travaux  de  Gudermann  ('),  l'un  des  meilleurs  auteurs 
qui  aient  écrit  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  comment 
elles  donnent  la  double  périodicité,  puis  les  expressions  de 

sin  am(AZ;27),     cosam(7i^),     Aam(/i^), 

où  n  est  un  nombre  entier  quelconque,  d'où  l'on  déduit,  en  rem- 
plaçant ^  par—?  et  passant  à  la  limite  pour  n  infini,  les  expres- 
sions analytiques  sous  forme  de  quotients  des  séries  0  et  H.  Nous  j 
joindrons  les  suivantes,  qui  s'en  déduisent  immédiatement,  savoir  : 

sinam  ai  cos  am  a9  A  ama^ — sin  am a-?  cos  amai  A  amai 

sin  am (ai  —  a2 )  — 1- — -^ ^— > 

^  r  —  /c-' sin2  amai  sin- ania2 

.  ^        cos  amai  cos  ama9  -^  sin  amai  sin  amao  A  amai  A  ama^ 

cos  am ( ai  —  a., )  =  j^    .    ^ r-^ = ~ r 

^  I  —  k^  sin2  amai  sm^  ama2 

Aamai  A  amx2-+- /c^sinamai  sin  ama9  cos  amai  cosama9 

A  am  ( ai  —  a2 )  =  .^    •    ^ : ► 

^  ^  1  —  a:^  sin^  amai  sm  ama2 

(1)  Yoir  Journal  de  Crelle,  t.  16,  17,  18,  19,  20,21,  23,25  et  41. 
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Par  voie  d'addition  et  de  soustraction  on  en  conclut 


sin  am  (a^  -h  «2)  -h  sin  am  (ai  —  a2)  = 


'isin  a  m  ai  cosama2  Aama2 
I  —  k^  sin^  amai  sin-  amao 


/  .  ,  ,  2  cos  amai  CQS  ama 

cos  am(ai-|-a2)+ cos  am(ai — ag)  = 


I  —  /f2  sin^  amai  sin^  am  a2 

A  am(ai-|-a2)+      Aam(ai  — «2)  = 


2  A  amai  A  ama2 


[  —  k-  sin2  am  ai  sin^  ama2 

.  X         •  /  X       2sin  ama2  cos  amoci  A  amai 

sm  am(ai-|-a2)—  sin  am(ai  —  a9)= -, — r^ -, 

I  —  k^  sm2  am  ai  sm^  am  «2 

I  /  \  /  X       2sin  am  ai  sin  ama2  Aain  ai  Aama2 

cos  am(ai  — a,)— cosam(ai  4-a2)=  -  z  i  a 


Aamfas  — a2)—     Aam(ai^-a9)  = 


r  —  k^  sin^  amai  sin^  ama2 
ik^  s\n  amai  sin  ama2  cos  amai  cos  ama2 


I  —  k'^  sin 2  am  ai  sin'^  ama2 

Les  trois  dernières  équations,  en  faisant 

ai  -h  ^2  =  ce,         oci  —  a2  =  a, 

conduisent  à  déterminer  toutes  les  valeurs  de  œ^  qui  donnent 

sin  am^  =  sin  ama, 

cos  am57  =  cos  am  a, 

A  am^  =  A  ama. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  reconnaît  que  toutes  les  solutions 
sont  données  par  celles  des  équations 

X  —  a 
sm  am  ==  o     ou     00. 

'2 

X  -{-  a 
cos  am  =  o, 

X  -h  a 

A  am  =  o. 

2 

On  en  conclut  immédiatement,  d'après  les  formules  données 
page  143  pour  les  racines  des  équations 

e(^)  =  o,       ii(x)^-o,       e^{x)  =  o,       Hi(^)  =  o, 

qu'on  a 


de  même,  pour 


X  =       a  -{-  /i  mli  -h  im'  iK\ 

X  =—  a  -h  (/im-i-  ^2)K-i-  2  m' i  K'  ; 

cos  ama;  ==  cos  ama, 
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on  obtiendrait 

(  ,T  =  zh  a  -h  /[  /n  K  -h  i\  tn'  iK\ 

I  X  —  ±1  a  -^{/[fn  -^  i)  li  -h-  (^  m' -+-  a ) t K', 

on  plus  simplement 

X  =  =t  a  H-  2  m  (  K  H-  ÎK'  )  -h  4  ''^'  ^'K', 
et  pour 

A  am.r  =  A  ama, 

X  ~  ±  a  -h  2  7?lK  -^  /\  77l'  l  K' . 

Dans  ces  formules  m  et  m'  désignent  des  nombres  entiers  quel- 
conques, positifs  ou  négatifs. 

Les  formules  pour  l'addition  de  deux  arguments  donneraient 
lieu  à  beaucoup  d'autres  remarques;  je  me  bornerai  ici  aux  ré- 
sultats relatifs  à  la  duplication  et  aux  valeurs  que  prennent  les  trois 
fonctions  lorsqu'on  suppose  l'argument  égal  à  une  demi-période. 
Les  premières  découlent  des  formules  fondamentales,  qui  donnent 
immédiatement 

2  sin  ama  cos  ama  A  ama 
sm  a  m  '2  a  = 


cos  amaa  = 


A  am^a  =  ,^    .    . 

et  l'on  en  déduit  les  valeurs  suivantes,  qu'a  données  Gudermann  : 

/      .           K              [                  I      .           iK'         i 
sin  am  —  =     ,  ?  sm  am  =  — —  ^ 

{  cos  am  —  =  —z==^  j  {   cos  am  = 


I  —  /c^sin^ama 

I  — 

2  sin^  am  a  -+-  ^^  sin'^  ama 

I  —  k^  sin^  ama 

I  — 

ik^  siii^  ama  4-  k-  sin^  ama 

2 


/!-+-/:'  1  '^  \/k 


K  /77  .  ^^'  I 7- 

A  am  —  =  /^  ;  A  am  =  y/  i  H-  /c  ; 

2  \  '1 

sin  am  1  —  dz  t  K     —    ,  ;  sm  am     K  =h  —  )  =  -—  ? 

'i  /       sl^~k  \  '^  I       ^k 

Aam/'-±:/K'')=:=p?:VÂ';  [       A  am  (^K  ±:  ^')  =  y/i  — /:  ; 
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et 


'^^)'V' 


ik 

X' 


cos  am  ( )  =:.  (I  zjz  0  ^  ^  ' 


A  am 


2 


IJl.  —  De  la  rnultiplication  des  argiunents. 

Ce  point  important  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  est  si 
intimement  lié  à  la  théorie  delà  transformation,  dont  nous  ne  nous 
occuperons  pas  ici,  que  nous  devons  nous  borner  à  l'indication 
d'un  petit  nombre  de  résultats. 

En  premier  lieu,  soit  n  un  nombre  pair,  et  posons 

m  ^=  —  5 

2 


sin am ^ -+- /V sin3  ama7 +  . . .+ H' sin2''^-3  am  ^ 
SI  n  am  {rix)  =  n  cos  am  a?  A  a  m  .-r 


( —  i)2  cos  d^m{nx)  — 

n 

( — j)2Aam(/z^)=  ,       ^  TT      . 

^  ^       '        i-f- A.  A2  am:?7-i-.  .  .+ H2  A2'«  am^ 

Soit,  en  second  lieu,  n  impair  et  faisons 

nr-  —  I 

m  = y 


i-f-A 

sin'2  am^ 

-i-.. 

,  .+  H  sin 

'^"'-  diVax 

I  -4- 

a; 

cos^ 

am.77  4- . 

.  .-f- 

Hi  cos2'" 

dixnx 

I  -+- 

Al 

cos- 

a  m  ^  -f- . 

.  .-H 

Hi  cos2/^i 

am^ 

I  -1- 

A  2 

A2  a  m  ,77  -1- .  .  . 

M-H 

'/^  ^■^f'^SLmcc 

sinam^^-a  sm^  am^ -f-.  .  .  + /?  sin^/^'+i  am^ 

sin  am  (nx)  =  n  — — ^- , 

I  -^  a  sin'-^  am:r  -i- .  .  .  -i-  /z  sin^'"  amx 

cos  am^  -4-  a[  cos^  ama?  +.  ..-h  /l'cos^^'^+i  am^ 


cos  amf^jc)  =  /2 
A  diTn{nx)  =  n 


1  +  «1  cos2  am^'  + ...  H-  Al  cos'^^^  am^ 
A  am  .3?  -H  «4  A^  am  :r  -j-  .  .  .  -+-  hL  A^^'^+i  am  57 


I  -F  «5^2  ^'^  afiTt-^  -^  •  •  --t-  ^2  A-''^  ama7 
Tous  les  coefficients  dans  ces  diverses  formules   sont  des  fonc- 
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lions  rationnelles  et  entières  de  /r^,  et  Jacobi  a  donné  pour  leur 
détermination,  dans  le  cas  où  n  est  impair,  le  théorème  suivant  : 

Soient 

u  .  ,        U  TT       P 

sim  ami&'  =  — z->  sm  am(  nx)  —  — —  et  u  —  tt-? 

s/k  s/k  Q 

P  ^^  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  u\  si  Von  fait 

k 

ces  deux  polynômes  satisferont  à  V équation  linéaire  aux  dif- 
férences partielles  que  voici  : 

dz 
du 

,  ^  d-  z  „  ,    „        ,.   dz 


Sur  les  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 

On  y  est  amené  par  la  considération  de  l'intégrale 

/   F(sinam:r,   cosam^^,   ù^divax)  dx, 

OÙ  F  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque,  et  qui  va  main- 
tenant nous  occaper. 

Soit,  comme  précédemment, 

u  =  sin  aîii^, 
ç  =  ces  am^, 
wp^  =  A  am^. 

On  reconnaîtra  d'abord  qu'elle  peut  être  réduite  à  la  forme 
/  (AH-Bp-i-G(^-hDpw)  dx, 

où  A,  B,  G,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  quantité  u.  11 
en  résulte  que  la  première  partie 


/' 


A  dx 
H.  —  II.  i3 
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demande  seule  an  examen  attentif,  car,  à  l'égard  des  deux  sui- 
vantes, l'intégration  s'effectuera  par  les  règles  relatives  aux  radi- 
caux carrés  du  second  degré,  en  prenant  u  pour  variable  indé- 
pendante, et  la  dernière  se  trouvera  même  ainsi  ramenée  aux 
fonctions   rationnelles.   C'est   donc    seulement  dans    l'expression 

/  k.dx  que  l'on  peut  s'attendre  à  voir  résulter  de  l'intégration  des 

fonctions  nouvelles,  et  que  les  considérations  suivantes  vont  mettre 
effectivement  en  évidence. 
Soit 


A  = 


^{u) 


^  et  i  désignant  des  polynômes  entiers;  en  multipliant  par^( — u) 
les  deux  termes  de  la  fraction  et  faisant 

on  décomposera  l'intégrale  proposée  dans  les  deux  suivantes  : 

dont  la  seconde  se  ramène  encore  aux  radicaux  du  second  degré, 
puisqu'en  faisant  u^  =  t  elle  devient 

I      r*i(0  dt 


^^(O     ^{i~t){i—  kU) 


Il  y  a  donc  seulement  lieu  de  s'occuper  de  la  première,  qu'on  fera 

dépendre 

tels  que 


dépendre,  en  décomposant  en  fractions  simples  X-, — -;  de  termes 


f 


(r  -h  (lu'^)P 
ou  bien 

u?-'^  du  r  du 


r  a'^''  du  r 

J    v/(i—  a2)(i  —  t^u^)  J 


y/(  I  —  u^){\  —  k-  u"~  )  J    {\  —  oLu'-  )P  \/(i  -  u'-)  {\  —  k'^u'^) 

et  ces  termes  sont  eux-mêmes  réductibles,  comme  on  va  voir,  aux 
cas  les  plus  simples  de  /z  =  i ,  /?  =  i . 
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Partons  en  premier  lieu  de  la  relation 

du  ni  . 

qui  clifférentiée  donnera 


clx'^ 


—  m{m  —  i)  w'«-2  —  rri'-{\  -+-  k"^)  W^  -\-  m{m  -h  [)  k'^W^^'^. 


En  intégrant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  cette  équation, 
on  trouvera  cette  formule  de  réduction 


du^^^  c  r  r 

:m{m—\)  /  u"^-^- dx  ~  m^  {\ -^  k^-)  j  W'^ dx^m(m-^i)k^  l  u^'^^^dx, 


dx 


qui  montre  comment  de  proche  en  proche  on  ramènera  l'intégrale 
proposée  oiim  =  2  ^,  aux  seuls  cas  de  /i  ==  o,  /i  =  i . 

Le  premier  donne  un  terme  proportionnel  à  la  variable,  et  c'est 
le  second  qui  conduit  à  un  nouvel  élément  analytique,  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  introduisant  comme  facteur  constant  le  carré  du  modale, 
nous  poserons 

Z(^)  —    /     k-  sin^  diUixdx^ 

ce  sera  ce  que  l'on  nomme  et  ce  que  nous  appellerons  dorénavant 
la  fonction  de  seconde  espèce. 

Partons  en  second  lieu  de  la  relation 


u  J{i  —  v'-)  {\ -— k'- u^)  .  ,  /         1 4-  Â-^        Â:2\      r         ^,^ 


,    / 1  -f-  A"2        ?,k^\    r  dx 

.  .    /c2    r        dx 


qu'on  trouvera  identique  par  la  différentiation.  Il  est  clair  que,  de 
proche  en  proche,  elle  fait  dépendre  le  cas  le  plus  général  des  trois 
suivants  où  l'on  suppose  p  =  —  i^  p  =  o^  p  ^=  i .  Le  premier  nous 
ramène  à  la  fonction  de  seconde  espèce,  le  second  donne  un  terme 


Hosted  by 


Google 


196  ŒUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

proportionnel  à  la  variable  :  c'est  donc  seulement  le  dernier  qui 
met  encore  en  évidence  une  fonction  nouvelle,  que  nous  étudie- 
rons soQS  la  forme 

r  k  ^2  dx 

j     i_aw2 
au  lieu  de 

r     dx 

J    i—a.u'^' 
En  faisant 

OL  z=  k^  sin2  ama, 

1  ^a   ,„    . 

A  = y-  k^  sin  ama  cos  ama  A  ama, 

2  da 

nous  poserons 

^"  k'^-'  sin  ama  cos  ama  A  am  a  sin^  ama7.<i^ 


n(^,  a)  =  j 


I  —  Â:^  sin^  ama  sin^  ama; 


et  cette  expression  sera  désormais  pour  nous  la  fonction  de  troi- 
sième espèce. 


I.  —  Expression  par  0(^)  des  intégrales  de  seconde 
et  de  troisième  espèce. 

Nous  avons  précédemment  établi  la  relation  suivante  : 

,  .   „  .,        ^<isinama7       ^H(^  —  ai)H(^  —  çi,^)\\{x  —  «3) 

sin  am^(sin2  ama^-h  A)  -h  B  -, =  C  -— — r ^ ? 

dx  ©3(^) 

OÙ  les  coefficients  A  et  B  s'expriment  par  a4  et  a2  en  posant 

...  A  X       T^  <isin  amai 

sin  amaïf  sin^  amai -+- A) -f- B  -^ =0, 

^  aa  1 

.  ,        T^  r/sin  ama2 
sin  ama2(sin2  amaa  -i-  A)  -f-  B =  o. 

Soit 

ai  =  —  0L2=^  a^ 

et,  par  suite, 

d'après  la  condition 

ai  -t-  ao  -f-  «3  =  o, 

on  trouvera 

B  =  o,         A=  —  sin^ama, 
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et,  par  conséquent, 

sm  am^(  sin2  ^mx  —  sin^  ama)  =  G  — ^ — -, — ^ — ^ — -  • 

Déterminant  G  en  faisant  ^  =  o,  il  viendra  enfin 

02(o)H(^  -h  a)  n(x—a) 


sm^  ama?  —  sin^  ama  = 


k&-^(cr)Q^(a) 


Cette  relation  importante  prend,  si  l'on  change  a  en  a  -{-  îK.' ^ 

cette  nouvelle  forme 

7.    .   „             .   „                 02(o)0(^-+- a)©(^--a) 
I  —  a:2  sin2  ama  sin2  am^  =  — ^^ -— — ,  ^ ^ ,    ; > 

à  laquelle  on  parviendrait  encore  d'une  autre  manière  en  employant 

l'identité 

i   Uix  -\-  ajHi X  —  a) 

-r  r—, — =  sms.m{x  -h  a)  sm  dim(x  —  a) 

k  %{x-\-  a)^{x  —  a)  \  )  \  1 

sin2  ama?  —  sin^  ama 


~  1  —  k^  sin2  am  a  sin^  ama? 

Elle  donne,  en  prenant  les  logarithmes  de  deux  membres, 

log(i  —  k^  sin2  ama  sin^  ama?)  =  log0"^(o)  -}-log0(a?-i-a) 

-1-  log-0(a?  —  a) —  '2log0(a?)  —  2log0(a), 

et  de  là  on  tire  immédiatement,  en  différentiant  par  rapport  à  a  et 
en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  x^ 


I 


k-  sin  ama  ces  ama  A  ama  sin'^  ama?<ia? 
I  —  Â-2  sin2  ama  sin^  ama? 

=:  U{x,  a)  =  X  ——{  -h  -  log  ^-)  [; 

^         ^  0(a)        2      ^  0(a?H-a)' 


c'est  l'expression  analytique  découverte  par  Jacobi  de  la  fonction 
de  troisième  espèce.  En  divisant  para  et  supposant  ensuite  a==o, 
on  en  déduit 

Jr^                                  s'(x) 
'     k^  sin^  dLïïixdx  =  Z(x)  =  tx — -, 
0                                                                ®(^) 

où  l'on  a  posé 


(v)" 
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c'est  l'expression  donnée  également  par  Jacobi  de  la  fonction  de 
seconde  espèce  et  qui  va  nous  conduire  aisément  à  ses  propriétés 
fondamentales. 


II.  —  De  la  fonction  Z{x), 

La  première  de  ces  propriétés  est  de  n'avoir  qu'une  seule  et 
unique  détermination  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la 
variable.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  directement  de  la  considération 
de  l'intégrale 

/k"^  sin-  am  z  dz. 

En  effet,  pour  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

I 
=  o, 


^  =  2  m  K  -4-  (  2  m' -t- [  )  f  K', 

le  résidu  correspondant  de  A^^  sin^  am  s,  c'est-à-dire  le  coefficient 
de  -  dans 

£ 

^•2  sin2  am  [imK-v-  {im' -^  i)  ili! -\-  t] 


sin^  am£ 


s'évanouit,  car  sin^  ame  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  e 
dans  son  développement.  L'intégration,  quel  que  soit  le  chemin 
décrit  par  la  variable  ^,  ne  donnera  donc  qu'une  seule  et  unique 
détermination.  Nous  pouvons  ainsi  poser  sans  aucune  ambiguïté^ 
en  adoptant  les  dénominations  de  M.  Weierstrass, 


J  —    /     k-  sin^  am  x  dx^ 
iV  ^    f 


^0 


k^  sin^  am  xdx. 

K 


Ces  quantités  se   nomment  les  fonctions  complètes  de  seconde 
espèce  et  sont  liées  à  K  et  K^  fonctions  complètes  de  première  es- 
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pèce  par  la  relation  que  nous  avons  déjà  mentionnée 

KJ'— K'J  =  - 

et  que  nous  allons  maintenant  démontrer. 
A  cet  effet,  faisons  successivement 

dans  l'écjuation  fondamentale 

La  première  substitution  donnera  tout  d'abord 

car  on  a 

Pour  la  seconde,  nous  partirons  de  la  relation  donnée  page  i43  : 

et  d'où  l'on  tire 

10gei(^  -H  fK')  =  lOgHif;^?)—    y-r:   i'ix  -^  i¥J), 

4K 
En  différentiant  par  rapport  à  x,  on  en  déduit 

e'iC.r-4-  iW)  __  W'^{x)         iiz 

Maintenant,  si  l'on  fait  jî7  =  o,  la  dérivée  de  la  fonction  paire  Hi  [x) 
s'évanouissant,  il  viendra 

%\{i'K!)  _  e^K-+-  JK!)  _____  _^ 

ei(iK')  ~  e(K-f-  iK')  ~      2K' 
On  en  conclut 

tir 


et,  par  conséquent, 

ce  qui  donne  la  relation  annoncée  en  remplaçant  (^  par  -r^- 
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Ces  quantités   J  et  J^,  lorsqu'on  suppose  le   module  k  réel   et 
moindre  que  l'unité,  s'expriment  parles  intégrales  rectilignes 

—    Ç  k'^x'^  dx  _    Çk  /c2;^;2  dx 

et  l'on  a,  comme  pour  K  et  K',  ces  deux  séries  : 

1 
J'  =  J1o-|+i-(3-J0-3^(J-JO-5^(J-Jb)-..., 

en  faisant 

-,  r   ,  „       3  /  I  \  2  2  /i  —  3  /  r .  3 .  .  .  2  /2  —  5  \  '^  .  „      , 

2  4    \  '^  /  -^^  ^  —  '2   \  '2  .  4  .  .  .  2  /i  4  / 

i    in  — ^  I  /  i  .  3 .  .  .  2 /z  —  3  \  2  _ 


2        2/1        \  2  .  4 .  .  .  '>■  n  — 

Voici  maintenant  la  propriété  de  la  fonction  de  seconde  espèce 
qu'on  doit  regarder  comme  caractéristique  et  qui  justifie  son  in- 
troduction à  titre  de  nouvel  élément  analytique  .dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques;  elle  consiste  dans  les  relations 

Z(^-h2iK')  =  Z{x)-{-'ii]', 

Ces  relations,  qui  découlent  immédiatement  des  équations  fonda- 
mentales 

e(^+  2f  K')  =  —  Q{x)e"^  '''^'    \ 

en  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques,  donnent  en  effet  la  no- 
tion d'un  nouveau  genre  de  fonctions  qui,  étant  uniformes,  se  re- 
produisent avec  l'addition  d'une  constante  lorsqu'on  augmente 
l'argument  des  quantités  2K  et  ii¥J ,  Plus  tard,  on  verra  le  rôle 
et  l'importance  de  ce  caractère  qui  n'est  plus  la  double  périodicité, 
mais  qui  s'y  rattache  d'une  manière  étroite. 
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On  j  parviendrait  d'ailleurs  encore  autrement,    en  partant  de 
l'équation 

Z{x  -\-  a)  =  Z{cc)  -h  Z{a)  -h  k-  s\u  amcc  sin  3ima  sin  a.m{cc  -^  a)^ 

c'est-à-dire  du  théorème  de  l'addition  des  arguments  dans  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce,  que  Jacobi  démontre  comme  il  suit  : 
Différentions,  par  rapport  à  ^,  l'équation 

il  viendra 

/c^sin  ama  cos  ama  Aam^/ sin'^am^  _  ©'(a)         i   & (x  —  a)         \    &  {x  •+-  à) 
I  —  A"2  sin2  ama  sin- am^  %{a)        9,  %{x — a)        9,  0(^-ha) 

=  — Z(<^)h-  --Zix  -^  a) Z{x  —  a), 

d'où,  en  permutant  x  et  a, 

/c*2  sin  ama7  ces  ama:'  A  ain^  sin^ama  r,  /    s        i  r,  /  x       1  ^  .  x. 

— . . =—Z(x)^-L{x-^a)^-7.{x  —  a)] 

I  —  a:"- sin^  aina  sm'^  am^  2  1 

or  ces  relations,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

/:2sin  ama?  sin  ama  sinam(.T  -\-  a)  =^Z{x  -^  a)  —  Z{x)  —  Z{a). 


III.  —  De  la  fonction  n(^,  a). 

On  considère  comme  l'une  des  plus  belles  découverte^  de  Jacobi 
cette  expression  de  n(^,  a)  où  figurent  deux  quantités,  l'argu- 
ment X  et  le  paramètre  a,  par  la  relation 

&{a)        j  ,       Q(x  —  a) 

n(^.  a)  =  X  — - — ^  4-  -  log  -7 [, 

^  ■  (d{a)         '2     ^  Q{x  -^  a) 

dans  laquelle  n'entre  que  la  seule  fonction  0  avec  sa  dérivée.  Il 
pourrait  même  paraître  inutile,  à  cause  de  la  simplicité  de  cette 
expression,  d'introduire  avec  une  désignation  spéciale  et  comme 
un  élément  analytique  propre  la  fonction  de  troisième  espèce. 
Cette  désignation  cependant  est  consacrée  par  les  travaux  de  Le- 
gendre  qui  ont  précédé  la  découverte  de  Jacobi,  et  nous  l'emploie- 
rons dans  les  énoncés  des  propositions  suivantes. 
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A.  — Échange  de  l'amplitude   et   du  paramètre. 
L'équation  fondamentale  donne  immédiatement 

ou  bien  encore 

n(^,  a)  — n(a,.'r)  =  aZ(^)  — ^Z(a) 

en  introduisant  la  fonction  de  seconde  espèce.  Cette  propriété  peut 
être  établie  directement  et  élendue  aux  intégrales  d'ordre  supé- 
rieur par  la  méthode  suivante  qu'a  encore  donnée  Jacobi. 
Soit  cr?(cr)  un  polynôme  de  degré  quelconque  en  x  et 

/v/o  (  a  )  dx 
{x-~a)^^{x) 

la  différence  F(^,  a)  —  F(a,  x)^  ou  bien  la  somme  des  intégrales 

r         \/(^[a)dx  r         \/(f{x)da 

Jo     (x  —  a)  s/o{x)       J^      {X  -  a)  s/o(a) 

peut  être  remplacée  par  l'intégrale  double 

Jr^'     r^         dx  da  {^' {x)  ^  (ù' {a)\{x — a) -^  2o{a) — 2cp(a?) 

0      Jo     v/?(^)/?ÛÔ  i{x  —  aY 

Or  on  trouve  aisément  que  la  quantité  placée  entre  parenthèses 
est  une  fonction  entière  de  x  et  de  a,  de  sorte  que  l'intégrale 
double  se  ramène  à  une  somme  de  produits  tels  que 

'■'■  a'^'  da 


r     a'f^  da  r     x'^  dx 

Jo       v/?(^)        Jo       /?(^) 


Le  cas  des  intégrales  elliptiques  résulterait  évidemment  de  là, 

en  posant 

(^(x)  =  x{i  —  x)  {ï  —  k^x) 

et   prenant,    pour    variables  x  et  a,   les   quantités    , ^   .  ^ et 

sin^amrt. 
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B.  —  Des  fonctions  complètes. 

Supposons  successivement  dans  réqiiation  précédente 

n (  ^,  a )  —  n ( a ,  ^ )  —  a Z ( .77 )  —  xZ{a)^ 
^  ~  K         et         .r  =  K  -h  ?^'  K'  ; 

en  observant  qu'on  aura 

n(a,  K)  =  G, 

ri(a,  K  -h  jK')  —  G, 
on  en  conclut 

ri(K,  a)  =:::aZ(K)  — KZ(a)=:  a J  —  KZ ( « ) 
et 

I1(K  -+-  îK')  -  n(K)  =  ia}'—  ili.'Z{a). 

Telles  sont  les  valeurs  des  fonctions  complètes  ou  bien  des  inté- 
grales définies 

r  ^  k^  sin  am  a  cos  am  a  A  am  a  sin'^  am x  dx 

ii(K)  —  y     — 


n(K-i-ac)-ii(K)  ==  i 
'Ai 


I  —  k'^  sin-  a  m  a  sin^  a  m  x 

*  ^^'^^  ^   k'^  sin  am  a  ces  smci  \  ama  sin^  am  .t  (^^r 
r  —  k-  si  M  "-^  am  a  si  n'^  a  m  ^ 


Si  pour  un  instant  on  les  désigne  respectivement  par  II  et  iW ^  on 
aura  les  relations 

Il{x-h'iK^a)     =U{x,  a) -h -lU, 

n ( ^  -f-  2 f  K',  a)  =  n ( ^,  (2 )  H-  '1  iW 
et 

Kn'-nK'==— . 

Mais  nous  observerons,  à  l'égard  de  la  fonction  de  troisième  es- 
pèce, que  l'intégration  introduit,  en  modifiant  le  chemin  décrit 
par  la  variable,  un  multiple  entier  positif  ou  négatif  de  -ny'^ —  i, 
de  sorte  que  ces  relations  n'ont  lieu  que  pour  certains  modes 
d'intégration,  tandis  que  les  relations  analogues  relativement  à  la 
fonction  de  seconde  espèce  n'exigeaient  aucune  restriction  de 
cette  nature. 
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G.  —  Addition  des  ai^guments. 

Considérons,   pour  fixer  les  idées,    un  nombre   impair   d'argu- 
ments a, ,  a2,  .  . .,  ^'m^\  ;  liés  par  la  relation 

CCi  -{—  ^2  -\-  .  .  .  -H  !X2/2.+1    ^^^  O, 

l'équation  fondamentale 

%{a)         2      ^  6  (^  -f-  a) 

donnera 

II(a[,  a)-i-n(a2,  «^)-i-...-T-  n(a2/z^-i,  <2) 

i  ©(ai  —  t?)0(a2 — a).  .  .  0(a2Ai4-i  —  <^) 

-=1   —102'  — ^ * 

'2      ^  0( ai  4-  a)  0(^2 -Ha).  .  .  0(a2n-Hi  H-  a) 

Cela  posé,  je  dis  que  la  quantité   sous  le  signe  logarithmique 
s'exprime  rationnellement  par 

i    sin  amai,  sin  ama^,  ....     sin  amao>,_i-i, 

(A)  '  .     ^'  '  ' 

f   Dai  sin  amai,     D^^sinamao,      .  .  .;      Da^^^^  sin  ama2«-+-i. 

Rappelons,  à  cet  effet,  qu'en  désignant  par  f  {x)  et  /^  (.^)  deux 
polynômes  entiers  en  ^  des  degrés  n  et  n  —  i  et  faisant 

cp(^)  =  sin  am:r/(sin2ama7)  -i-D^sin  am^/i  (sin-  am^), 

nous  avons  obtenu  (p.  184)  la  relation  suivante  : 

AH  {x  —  ai  )  11(37  ^  ag).  .  .H(^  —  a2,i+i) 


cp(^)  = 


02«  +  l(^) 


OÙ  les  coefficients  des  polynômes  /  et  /^  doivent  être  déterminés 
par  les  équations  linéaires 

a>(ai)  =  o,  (p(a2)==o,  ...,  cp(a2,,)  =  o, 

et  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  (A). 
Cela  posé,  en  changeant  x  en  —  x^  on  en  déduit 

,         ^  AH(^ -4- ai  )  H(^-i-a2).  .  .  H(a7 -^  aa/z-f-i) 
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et  il  en  résulte 

cp(^)  H(^  —  ai)  H(^  —  «.2)- .  •  H  (^ — a-2.n+i) 

cp(—  X)    ~  H(X  -\-  OLi)   R{X  -h  CC2).  .  '   ^{CC  -+-  Oi^n  +  l) 


Or,  en  faisant 
d'où 


la  quantité 


.r  —  a  -i-  f  K', 


I 

sinam^  =  -, — ; 

k  sin  ; 


in  a 


.  D^  sin  ama 

Dpc  sin  am  ^  — -, — r-— 7 

H  (^  —  ai)  H  (^  —  as).  .  .  H(^  —  «2/^+1) 
H(^  -t-  a,)  H(.r -H  a2). .  .  H(:?7  -h  a2/i+i) 

deviendra  précisément 

0(a  —  a,  )  e(a  —  a2)  ♦  .  .  Q(<^  —  ^2^+1)^ 
6  (  a  -f-  ai  )  0  (  a  H-  a2  ) .  .  .  6  (  «  +  «27^+1  ) 

Elle  s'exprime  par  conséquent  comme  il  a  été  annoncé,  ayant  pour 
valeur  la  quantité 


ij  Xk"^  sin2ama  '  ~  \  k  sin^ama  /  ^ 


/:  sin  anna*^^  \  ^2  sin2ama  ^        \  /c  sin- ama  / '^^     \/{-2  sin^  am<2 

I  ç  I  I \        /Dg  sin  ama\        /  1 

k  sin  ama-^  \/:2  sin'^  anaa/        \  /c  sin^ama  /  "^^  \Â:2  sin-  ama 

qu'on  ramène,    en  multipliant  haut  et  bas  par  sin-'^+*  am  a,   à  la 

forme 

sin  amaF  (sin^ama)  —  D«  sin  ama  Fi  (sin^ama) 
sin  ama  F(sin2  ama)  -f-  D^^  sin  ama  Fi(sin2ama) 

F(^)  et   F^(^)   étant   comme  f{x)el  f^i^x)  des   polynômes   de 
degrés  n  el  n  —  i  en  ^. 

On  peut  donc  écrire,  en  remplaçant  l'argument  cL^n+s  par 

—  (ai  -h  «2-1-.  .  .-f-  a2;i), 
l'équation  suivante 

II(ai,  a)  -4-  n(a2,  a)  -4-.  .  .-^  n(a27i,  a) 
=  n ( «1  -h  «2  -f-  .  .  .  -4-  a2 ,^ ,  a) 

I  sin  amaF(^sin2amr/ )  —  D^  sin  ama  Fj  (sin^  am  a^) 

•2         sin  am  aF(sin'2ama)  -h  D^  sin  ama  Fi(sin'^  ama)  ' 
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c'est  le  théorème  de  l'addition  des  arguments  sous  la  forme  trouvée 
par  Abel. 


D.   —  De  différentes  fonctions  analogues  à  la  fonction 
de  troisième    espèce. 

D'importantes  questions  de  mécanique  conduisent  souvent  à 
réduire  aux  fonctions  0  des  intégrales  semblables  à  la  fonction  de 
troisième  espèce  et  qui  s'j  ramènent  par  quelque  substitution 
simple;  aussi  Jacobi,  dans  son  mémorable  travail  sur  la  rotation 
des  corps,  a-t-il  jugé  nécessaire  de  donner  le  Tableau  suivant, 
qui  offre  la  réunion  complète  de  ces  diverses  intégrales  ainsi  que 
leurs  expressions  sous  la  forme  la  plus  simple  par  les  fonctions  6. 


*^ /f^sin  amacosamaAam(2sin2am  .^"^^  &  (a)       i,       %{x  —  a) 

I  —  k~  sin- am a  sin^  am x  0(a)       2         6 (^-4- a) 


fi 

/"^  A-- sin  ama  cos  ama  cos^  am.-r  6^a?                0!,  (a)        i,       Q{x—a) 
. ; ; rrr   X  — ~  1 0  S * 
Aama(i  —  /x- sin-ama  sin'^ama?)                 0i(<^^)        2         0(^-t-a) 


r  ^  tang"  a  m  a  A  am  a  A-  am  x  dx 
J         1  —  A--  siii-  Rina  sin'^  am.^? 


loo 


H|(a)        •!      ^0(^  +  6^ 


A  am  a  cot  am  a  dx  R'  (  a)        i  .       S{x  —  a) 


I  —  Z:^  sin- ama  sin^  am„T  H  (a)         2      °0(^4-a) 


/■' 


Jf  "^  sin  am  a  cos  am  a  A  ; 
siii^  am  a  —  sin- 


amad.T  0'  (  a  )         1        _U(a  -h  x) 


lo- 


am X  "     0 (  a  )         2      ^  U{a  —  x) 


r  ^'  sin  am  a.  cos  am  a  A-  a  m  x  dx  0'i  (  ^^  )        i  i       H  (  a  -H  .r  ) 

Aama(sin''am  a — sin-am.-r)  '    0i(a)        2      ^H(a  — ^) 


^0 


Jr  '^  ta  n  o-  a  m  a  A  a  m  a  co  s  -  a  n 
'      ^-^. ^-1 
sm^am  a  —  s  m-  a  m 
(s 


""-diWixdx  H'i  (a)        I        _H(a  +  ^) 

,  .._.  .......       .Awx         ~  Hi(a)        2      ^H(a  —  x) 

r  ^  A  am  a  col  am  a  sin^  d.\\\x  dx  H'  (  a  )        i  ,       H  (  a  -1-  ^ ) 

8.  /  • -1 r— =:  —  37— -^-^-h    -logrpf- -• 

J  sin-aina  —  sni-amas"  H(a)        2         H(a  —  ^) 

Il  nous  suffira  d'observer,  pour  qu'on  puisse  immédiatement  les 
démontrer,  que  les  équations  2,  3,  4  se  déduisent  de  la  première 
en  y  changeant  successivement  x  et  a  en 

X  -T-  K,     a  -I-  K, 
X  -h-  jK',     a  H-  ^'K'. 
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Ces  quatre  équations  ainsi  obtenues,   on  en  tire  les  quatre  sui- 
vantes par  le  changement  de  ^  en  ^  +  îK'  (  ^  ). 


Des  fonctions  de  M.    Weierstrass. 

1]  a  été  déjà  remarqué  que  sin  amx,  cos  am^,  A  am^,  pouvaient, 
pour  des  valeurs  de  ^  moindres  que  l'unité,  être  développés  sui- 
vant les  puissances  de  cette  variable  en  séries  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  entières  et  à  coefficients  rationneis  de  k-,  11  en 
est  évidemment  de  même  de  sin-am^,  de  la  fonction  de  seconde 
espèce 

de  son  intégrale  /     Z(.^)  dx  et  même  aussi  de  l'expression 

—  /      Z  (,r)  (/,v 

e  ^'  0  ; 

mais,  tandis  qu'à  l'égard  de  sin^amx,  7j{x)  et  /      Z  (x)  dx  les 

développements  ne  subsistent  que  pour  des  valeurs  de  la  variable 
dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité,  l'exponentielle 

—  /      z  (,r)  dx 

e   ^  0 

conduit  à  un  développement  convergent  dans  toute  l'étendue  des 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x.  Effectivement  l'équation 


ente   par  / 

^0 


(^)  Si  l'on  représente   par  /      ¥  {x)  dx  Tune  quelconque  des  huit  formesdela 

fonction  de  troisième  espèce,  F(^)  aura  pour  périodes  'i  K  et  liK',  et  les  expres- 
sions précédentes  s'obtiendront  immédiatement  à  l'aide  d'une  expression  géné- 
rale des  fonctions  doublement  périodiques,  qui  sera  établie  à  la  fin  de  cette  Note, 
savoir  : 

H'(^-C) 


F{x)  =G-l-SR 


H(^-0 


les  quantités  C  désignant  les  racines  de  l'équation     - — -  =o,  et  R  les  résidus  cor- 

V  \x  ) 

respondants  de  ¥{x). 
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donne 

-f    ZUUlr  -—    0(^) 

Mix)=  e  ^0  =  e      2   -1-J . 

0(0) 

Voici  donc  une  propriété  bien  digne  d'attention  de  la  fonction 

6(x)  de  se   changer  par  l'introduction  du  facteur  e     ^    ôTT^  ^^ 

une  nouvelle  fonction  où  l'argument  est  sorti  du  signe  cosinus  et 
où  figure  directement  le  module  k-  à  la  place  des   périodes  et  de 

_     K' 

la  transcendante  q  :=  e      ^^ .  Les  mêmes  choses  auront  encore  lieu 
évidemment  à  l'égard  de  ces  trois  autres  fonctions  : 

-f    Z(.r)rfx  -^1   H(^)       I 

A[(cc)i  =  sm  ain  ce  e  ^  o  =  e      ^    -—7 — -   --=:? 

0(0)    ^^ 

Al(;r)o  =  cos  ania7  e  «-'0  =e     '^    —— — -    {/-r^ 

^   ^-  s{o)    y  k 

Al(:r)3=:      Aam^e^o  =e      ^   ttt— :  V /^  • 

'  %(x) 

Il  en  résulte  qu'à  côté  des  développements  périodiques 

2Ka7          I      2v/^sina7  —  2  v^^  sin3.^ -H  2  v/<7-^  sin5a7 — ... 
sin  am  =  -—  —^^-^ ^—^ — r— — 1- —^, a ' 

71  sJk       ^  — 2^  005237  -f-  2g*  C0S4:r 2^-^008  0^-^... 


Krr  _       / k'  2  \i q  cos^  -H  2^/^»  cos3  x^rt  \/ q'^''  cos5^-h  .  .  . 
TU  y     k    1  —  2^  cos2.'y  +  2  g'*  cos4^'^  —  2  ^9  cos6a7 -4-.  .  . 


2        "  -      ^  .      -  .     .-  . 

r.osam  - 


2  \Lx  /TT   ï  -^  2  ^/  COS  2  37  -f-  2  û'^  COS  Ix  -^-  'iq'^  COS  G  37  -f- .  .  . 

A  am  =  s/k' ^- \ ^ ^— , 

71  I  'iq  COS  ix  -\-  'iq*  cos4^  —  2g^C0S037  -f- .  .  . 

on  voit  s'offrir  un  autre  mode  de  représentation  où  ies  fonctions 
doublement  périodiques  sont  exprimées  par  des  quotients  de 
séries  rationnelles  en  x  et  /r^,  et  convergentes  quelJes  que  soient 
les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ces  deux  quantités.  Abel  avait 
entrevu  et  rapidement  indiqué  la  possibilité  de  ce  nouveau  mode 
d'expression  des  fonctions  elliptiques,  mais  c'est  à  M.  Weierstrass 
que  revient  l'honneur  d'avoir  mis  dans  la  Science,  au  lieu  d'un 
simple  aperçu,  une  théorie  profonde  qui  conduit  directement  à 
ces  nouvelles  fonctions,  non  seulement  dans  le  cas  des  transcen- 
dantes elliptiques,  mais  pour  les  transcendantes  abéliennes  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Ne  pouvant  exposer  ici  les  prin- 
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cipes  dont  cet  illusti^e  géomètre  a  tiré  ces  grandes  et  belles  décou- 
vertes, nous  nous  bornerons,  et  sans  sortir  des  fonctions  eUip- 
tiques,  aux  indications  suivantes. 


I.  — Définition  des  quatre  fonctions  K\{x).  — Equations 
différentielles. 

Afin  de  rattacher  immédiatement  ces  fonctions  aux  quatre  fonc- 
tions 0(^),  nous  poserons  : 

—  /     Z  [X)  dx 

Al(.'r)  =  e  *-^o  , 

k\{x), 
sin  am^  = 


('M 


et,  par  suite, 


(B) 


Al(;^') 

Al(^)2 

K\{x) 

Al(.^), 

Ai(^) 


Al/      ^  -^H(^)      I 


Al(5»;)2  —  e 


0(0)    V    /r 


Des  relations  (A)  résultent  en  premier  lieu  celles-ci  : 

A12{^)2  =  A12(^)  —  Al2(^)i, 
Al2(a7)3  =  A12(^)  —  X:^  Al2(a7)i. 

Nous  déduirons  ensuite  des  égalités 


Al(^)  =e  ^ ù 

Al(^), 
Al(rr) 


=  sin  am^, 


deux  équations   différentielles,    en   prenant  d'abord  les    secondes 
H.  —  IL  i4 


Hosted  by 


Google 


'210  ()E  U  V  R  E  S    D  K     C  II  A  II  L  E  S    H  E  R  jM  I  T  E  . 

dérivées  de  logarithmes  des  deux  membres,  ce  qui  donnera 

- — —% ^ — -  —  —  a:2  sin^  2imx  —  —  k^-    ,  ,, , — - 

et 

fZMogAl(;r)i       6^2iogAl(:y)__  r/^log  sin  am.y  ^  /^Osin^am:?^ 

dx^"  dx^  dx'^  sin^am^r' 

d'où,  à  cause  de  l'équation  précédente, 

f/2lngAl(^),   _  r  ___A12(^) 

dx'-^  sni^  am x  A  P  (  a;  )i 

Voici,    en   développant,    les    équations    différentielles    qui    en 


1 


ésultent  : 

1     .  ,^     ^   d-'^k\(x) 
1^^^^"^         dx-^ 

'd\\(x) 
dx 

!  ^^^^")^     dx^~ 

~  dk\{x^^ 
dx 

■^-k'kY-i^x)^^  o, 

-4-  A  l^(-27)  =0. 


On  aurait  d'une    manière  analogue,   ou  comme  conséquence  des 
relations  algébriques. 

Ces  relations  importantes  que  M.  Weierstrass  tire  immédiatement 
des  équations  de  définition  : 

<:/  sin  am.T 

=       cos  a  m  X  A  am  ^, 


dx 
d  cos  am  x 

dx 
d  A  am^ 


dx 


—  —  sin  am  x  A  am^, 
:  —  k^  sin  a  m  .r  cos  am  x^ 


et  par  une  méthode  qui  s'applique  aux  transcendantes  abéliennes 
les  plus  générales,  peuvent  alors,  par  une  nouvelle  méthode,  con- 
duire aux  fonctions  ©,  ou  servir  à  démontrer  directement  qu'elles 
définissent  des  fonctions  développables  suivant  les  puissances 
de  la  variable   en   séries   indéfiniment  convergentes,    et    dont   les 
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coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  A-  à  coefficients  ra- 
tionnels. Toutefois,  pour  eff'ectuer  les  développements,  on  suit 
une  voie  difi'érente  et  plus  simple  dont  voici  le  principe. 


JI.  —  Equations  aux  différentielles  partielles,  —  Formules 
de   développejnent. 

Une  analyse  un  peu  trop  longue  pour  que  nous  puissions  la 
rapporter  ici  a  conduit  M.  Weierstrass  à  ces  équations  linéaires 
aux  différences  partielles,  savoir  : 

■ ^ ^    H-  'iJf-x  r- — -  -h  ikk'-  T7— ^   M-  /c- 3^2  Al  {x)  =  o, 

dx-  dx  dk 

T-— ^-H  2/c"2;r , -■^-  ikk^-  tV-^  +  ik'-  -h  k^x^-)  A[(x)i  =  o, 

dx^  dx  dk 

d"^  k.\{x\  .^     dk\{x\  dk\{x).i  /9    9\    Al/     N 

dx^-  dx  dk 

• ~  -\-lk^-X  T^ +  2  /i/c'2  —-L.  _!-  (  /r-2  _|_  7^2  ^2  )  A  1  (  .2^  jg  "  O. 

dx-  dx  dk 

Ces  relations  importantes  sont  éminemment  propres  aux  dévelop- 
pements en  séries,  et  l'on  en  tire  les  formules  suivantes.  Soit,  en 
désignant  le  produit    i  .  2  .  3  .  .  .  /i  par  n  1 , 

x'^  x^  x^^^^ 

AI(a;)  =  1  -  A,  -  +  A3  g-f -. .  .H- (- r)'«-iA,„  ^^^^^.  .  .  (1), 

/yi2  0^4  ^2/?i 

Al(x)2=i-G, -^  +  G,  ^  _...+  (_,)™     c„,- 


4!       ■■        '       '  '"(am)! 


Al(.)3=.-D,^  +  D.^-...H-(-0"'     D,„^^^ 


(^)    Le   terme  en  .2;'^  manque    dans    ce   développement,    comme  on    le    voit   a 

-f     Z[.T)d.V 

prior  pari  l'expression  e  ^-^  0  où  la    série   en    exposant   commence   par  un 

terme  en  x'\ 


Hosted  by 


Google 


Jlz  OKUVUKS     DE     CHARLES     II  E  U  M  I T  E  . 

on  aura 

A4  =  3'2(A-2-i-/c*')  +  68A-S 

Aa  =  .5i2(/v2-l-/cio)-f-3oo8r/:'«  +A-8)  -h  5/look^, 

A7  =  2o48(/l2+/c12)  +  iy4o8(/c'*-|-  /rioj-f- 49  568  (/c«  + A'S), 

Ag  ==  8  i92(/r2-!-  A^i^)  -H  90282  (A-^  +  Â:i2)  -j-  395620  (k^  +  A-io)  _+-  603376  A-s 

Ag  =  32768(/r2+A-i6)-{-4g97r2(Â:^  +  /ci*)  -H  2  853  888 (A-^  + /c^^) 

-l-5  668o96(/i:8-!-/vio), 
Aio=  i3i072(A-2  +  /ci8)-}-2  539  52o(/v:^  + AI6)-]-  1 9 097 600 (/l«  h- Ai'*) 

-1-38153728(^8+  Ai2)_i_  42090784^10^ 


Bi  = 

B3  = 
B4  ^ 
B5  = 
Bg  = 
B7  -- 
Bs  = 

Bo  ^ 

Bio  = 


Ci  ^ 
G2  = 
G3  = 
G4  = 
Go  - 

G6    = 

G7  = 
Gg  -~ 

G,  = 

G]o  = 


-A-2, 

-/c6-i-9(A2  +  /c*), 

-  A8-i-i6(A-2+A6)  — 6A\ 
-Aio+25(A2-i- A8)  — 494(A^+ A6), 

-  A12+  36 (  A2  +  Aïo  )  _  5  78 1  ( /à  -1-  AS )  —  1 2  1 84  A^, 
-Ai^-4-49(A-2-i-Ai2)_55i73(A'*-i-Aio)—  i79  6o5(A^^-i- A»), 
-Ai6-t-64(A2-H  Ai^)  — 5o2  892(A'*4- A12)  —  2  279488(A^'-t- A^o  ) 

—  3  547  930  A8, 
-Ai8-4-8i(A2H- Ai6)_4  537  5oo(A*+ Ai^)  — 2  7i98  588(A6M- Ai2) 

—  .5933[498(A8-+-  Aïo), 
-A2o_}-i()o(A2-i- A18)  — 4o856  7i5(A*-}-Ai'^) 
-3i  38oo8o(A6H-  Ai^)  —  9090i527o(A8+  A^^)  _  [  278530  856Aio, 


-2A^ 

-6A2-H8AS 

-  [2A2+6oA^+  32AS 

-2oA2  +  348A^4-  448A6-H  128 A», 

■  3oA2-i-  2  372A^-f-  4600A6-1-  2880A8+  5 12  Al 0, 

-42A2-1-  19308 A^ -4-  5i8t6A6  +  45o24A8-}-i6896Aio-}-2o48Ai2, 

-  56A2H-i69  32oA^-t-  628o64A6-t-  767 264 A» h- 870 944 A^o 

+  93i84Ai2_h8i92AiS 

-  72  A2  M-  I  5 1 5  368  A'*  +  7  094  692  A^  -f-  1 2  998  928  A^ 

-9  100288A10  +  2725  888 Ai2_i- 491  52oAi^H-  32768A16, 

-  90  A2  -I-  1 3  623  480  /à  H-  89  348  080  A6  -1-  2 1 1  064  400  A8 
-2I936i824Aioh-  100242944A12-1-1  8450432  Ai^ 
-2506752A10+131072AI8, 
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et 

D3  =:  8/i'^-h6/t^-i-/:S 

D3  =  [9.8Â:2-H4'<8/c^-f-348/cG -H '20Â:8  4-/^10, 

De  =  5  [2  /c'^ H-  2  880 /•*  -H  4  600  7^6  -}-  2  372  /v-8  -f-  3o  A-io  -i-  /c^^ 

D7  =  2o48A-2-i-i6  896A-^-h45o24/i:6-}-5i8r6/c8H-i9  3o8Aio  -+-  4-2 A12  -i-A;!'., 

Dg  =  8  192 /c2  +  93  ï84/c^  -h  370944  /c^H-  757264/:8-[-  628064/^10 

-f-  169320 /cl'-  -1-  56A-1''  -}-  A-16. 
Dg  =  32768/^2+  491  52o/i:44- '2725888/06-1-9  100 7.88/c8 

4- 1 2 998 928 A-io -h  7 094 592 /cl 2+  i5i5368Ai'^-i-72A-i6_i-/ci8, 
Dio=  i3i  072/1:2  -}-  2506762  /t^  -I-  18450432  A^"^ 4-  Î002429Î4  A-s 

-4-219361824^10-4-  21 1064400 Ai2_H  89348080/:!^ 

-f-   13623480 /CIG  -h  90/i-l8_l_  A-20, 


Mais  les  équations  aux  différences  partielles  ne  servent  pas  seu- 
lement à  faciliter  le  calcul  dont  nous  venons  de  rapporter  les  résul- 
tats d'après  M.  Weierstrass^  elles  donnent  encore,  par  exemple, 
une  démonstration  facile  des  équations  suivantes,  qui  se  rap- 
portent à  la  transformation  du  premier  ordre,  savoir  : 

Al(/c^,  j^  =A[(x,k), 
Al  (z^-^,  7.)  -=  kM{x,k)^, 
Al(A-^,~y^=Al(^,  /■)., 

Al   (kcc/j]     :==  AI(^,  /C2)2, 
\  /^/3 

A\{ix,  k')  =z  e'^  Al(^,  k).2^ 

IA\{ix,  A-')2=  e^  Al(^,  k), 
A\{ix,k')-i~  e-  A\{x,  k)^. 

INous  remarquerons  enfin  qu'en  passant  ainsi  des  fonctions 
6(x)  à  Al(^)  qui  ont  perdu   tout  caractère  périodique,  les  quo- 
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ÂU,r)i     Al(.r),     Al(^)3  .11111 

tients  --; — -  >   -,  ,\       ->    ,  ,\    ,    se  trouvent  posséder  la  double  pe- 

Al(^)      Alica)      A\{x)  ^  ^ 

riodicité  en  vertu  des  relations  suivantes,  conséquence  immédiate 
des  équations  (B),  en  se  rappelant  qu'on  a 

r  —  -       et       KJ'  —  K'J  —  -, 
k  2 


savoir 


et 


;  Al(a7  +  '2K)  ==-+- Al(:z-)  e-2'T(.^'  +  K), 
A1(^  +  2K),  =--  — Al(^).i  e-2.)(.^'+K), 
Al(x-4-2K)2  =  — Al(.^)2e-2Jl'^'+i^i, 
Al(^-h-2K)3  =.4- Al(:z7),  e-2.M.r-hK)^ 

Al(;r-i-  2tK')i  =  — A1(.t)i  e-2ij'i,r  +  nv'), 
A\{w-i-  ■2iK').2  =^  Al(^).2e-2''J'('^'  +  ^'t^'', 


Développements  des  fonctions  elliptiques   en  séries  simples 
de  sinus  et  de  cosinus. 

Voici  un  nouveau  mode  d'expression  analytique  qui  se  distingue 
essentiellement  de  celui  que  nous  venons  d'étudier,  en  ce  que  la 
variable  est  assujettie  à  rester  entre  certaines  limites  déterminées, 
de  sorte  que,  ces  limites  changeant,  la  forme  du  développement 
doit  changer  également.  Toutefois,  comme  il  suffit,  pour  embras- 
ser toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  l'argument,  d'un 
nombre  limité  de  développements  et  que,  dans  chaque  intervalle 
d'ailleurs,  le  développement  convenable  subsiste  quelles  que  soient 
les  périodes  ou  le  module,  on  peut  présumer  que  l'étude  de  ce  mode 
d'expression  ouvrira  également  la  voie  pour  parvenir  aux  pro- 
priétés fondamentales  des  nouvelles  transcendantes.  C'est,  en 
efiPet,  ce  qui  a  lieu,  et  l'on  verra  même  ainsi  s'oflrir  naturellement 
la  réduction  aux  fonctions  elliptiques  de  toute  fonction  double- 
ment périodique  uniforme,  c'est-à-dire  la  proposition  de  M.  Liou- 
ville  énoncée  page  129  et  qu'on  démontrera  ci-après.  Mais,  à  un 
autre  point  de  vue  et  par  le  seul  fait  des  identités  entre  les  séries 
et  les  quotients  de  séries,  on  se  trouve  amené  aux  propriétés  des 
nombres  les   |)lus  cachées  et  les  plus  importantes,  propriétés  dont 
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l'intérêt  s'augmente  même  par  le  lien  si  imprévu  qui  les  rattache 
aux  transcendantes  de  l'Analyse.  Nous  nous  bornons  ici  à  cette 
indication,  ne  pouvant  entrer  dans  cette  partie  fort  étendue  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qui  est  liée  étroitement  aux 
belles  recherches  que  la  Science  doit  à  M.  Liouville  sur  les  fonc- 
tions numériques. 

I.  —  Première  méthode. 

C'est  celle  qu'indique  naturellement  l'équation  (') 

0  (  '— —  )  =:  A(i  —  iq  cosaa;  -^  cf-'){\  —  'iq^  q,o^'ix  -4-  q"') 


En  partant  en  effet  du  développement  connu 

I  ,       ,                                      ,                                 ^  cos.i^- 
log(i  —  iq  cos'2a?  -^  q-)  =  q  cos2Cc  -+-  q^  

„  cos6^  ,  cos8^ 


q* 


3  ^  4 

on  aura 

1  ,       ^  /  '2  K  .^  \  .  .^  ..  , 

-  log6  (  )  =  const.  —  cos'2x{q    -^  q-^    -^  q"    -I-...) 


1 

cos6:z? 

3 
cos8a7  ,    , 


(^3  _^^^9    _i_  qy^  -\~.  .  .) 


ou  bien 


-  loP-0     =  coiist.  ^  -^    ^ ^^— 


'2    ^    V  ^  /  ^  —  q"      'i{\  —  qn 

q'^  co?,Ç)X         q'*  cos'èx 
On  en  conclut  les  développements  des  fonctions  de  deuxième  et 

(')   Voyez  p.  i4i. 


Hosted  by 


Google 


2  F  6  OE  U  V  11  E  S    DE     C  H  A  U  L  E  S     II  E  II  j\I  I  T  E  . 

de  troisième  espèce,  d'après  les  relations 
c'est-à-dire  les  formules  suivantes  : 


0 

^  COS'2(:Z7  -i- a)  ^2  (3os4(^ -h  <^) 

q  cos'2(x'  —  a)        q^cos/i(cc — -a) 


2K^ 


l  —  q'  2(1-^*) 

9,  K  «  \ 


TU  /iKa 


[qsln9.asm2X       q^  sin /^  a  s'in  ^ x-       g^  gin  5^^  gin 6^  1 


et 


K        /2Ka7\        ÇK-  /qsinia.'        ^^gin^,^        ^^  gin6^ 


T  —  q^  I  —  q''  I  —  ^6 

En  différentiant  par  rapport  à  x  la  dernière,  on  obtient  encore 

/q  coëi.v        ^q'^  cos/\JS        3q^  cos(]cc  \ 

\   I  —  q'^  1  —  ^4  1  —  q^  '-'j- 


k^K^    .            iKcc        CK^       /q  coë'2.v       ^^'-^cos/i^        Sr/^cosG^ 
sm2  am =  ^ '  ^ ' ^ ' ^ 

2Tr^  7:  271 


Mais  c'est  à  sinamx',  cos  am^,  Aam^  qu'il  s'agit  de  parvenir,  et 
le  même  procédé  s'appliquerait,  s'il  était  possible  de  les  considérer 
comme  les  dérivées  logarithmiques  de  fonctions  décomposables  en 
facteurs  ainsi  que  0(^).  Or,  on  a,  en  effet, 

,    .                    <:/lo£:(A  ama?  —  k  cas  dixncr) 
A:sinam^= — 


ik  cos  am  ce  — 
il  amx-  = 


dx 
d\o^{L  avax  -t-  ik  sin  am^) 

dx 

(ilog  (cos  am^  -f-  i  sin  ama^) 

dx 
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et  les  quantités  sous  le  signe  logarithmique  s'expriment  comme  il 
suit  : 

A  am k  ces  am  ■ 

(i  —  2  \/'q  cos^-+-  g){i  —  1  yq'"  coscc  -h  q'^){i  —  2  yq'"^  cosa?  ~i-  q'^^j . . . 
(1  +  2  \/q  cos^  -^  q)  {i  -i-  1  \J q^  cos^  -\-  q'^)  \\ -^^ 'i  \/ q'^  cos^  ~^  Ç^J-  •• 

ilix  ...       .  'lli.T 

A  am h  ik  sin  am 

71  7Ï 

_  ( I  —  2  v/—  qsmx  —  q){[  —  2 \/ —  q'Hmx  —  q'^){\  —  2 \/—  q'^sinx  —  q^) , . . 
(n-  2  \/ —  ^  si  n  ^  —  ^)(  [  -1-2  v/ —  q^sinx  —  q^){i-^2  / —  g  »  si  11  a?  —  q'^)  -  • - 

i\\.x        .   .  iKx 

ces  am 1-  i  sin  am  

__  e^^^'(i  —  ^e-2^'^')(i  —  q'^e'^i^)  (r  —  q'^e-^^^),  ..  ^ 
"        (t—  ^e2i^)(i_  qZe-^ix^  (i_  ^5^2/07).  .  .      ^ 

de  sorte  qu'un  calcul  tout  semblable  à  celui  qui  a  été  fait  précé- 
demment conduit  aux  formules  suivantes  : 

k\\    .  îKx        y  g  sin X        yc/^sln^x        yq'^  sin  5x 

•  sin  am  — —  =  —^ h  ^—^ : h   ^ : —  -4-  .  .  . , 

2  TU  71  I  —  q  I  —  q^  I  —  q'' 

kli  -iKx        yc/cosx        yc/''^cos3x        yg'^cos5x 

cos  am  =:  ^^ h  ^--^ h  ^-^ 7. h .  . . , 

27r  7r  IH-^',  I -i- ^"^  i-hq"" 

K  2K.r        I        g  cosQ.x        g^coëix        ^^cosô^ 

—   Aam =  T-H r  +  ' 7 ^  "^ ? ^ 

27r  TT  4  I -h  g-^  ï-\-q^  l-hq^ 

Quant  aux  expressions  des  quantités 

A  am^  —  k  cos  am  x, 
A  am  X  H-  ik  sin  am  x^ 
cos  am  X  -{-  i  sin  am  ^, 

dont  nous  venons  de  nous  servir,  nous  nous  bornerons  à  établir 
l'une  d'elles,  la  même  méthode  s'appliquant  aux  autres,  et  c'est  la 
dernière  que  nous  choisirons,  les  précédentes  se  trouvant  dans  les 
Fundamenta,  car  elles  se  tirent  de  l'équation  (5),  page  86,  en  y 

changeant  pour  la  première  ^  en  ^ ^  et  pour  la  seconde  q  en  —  q. 

A  cet  effet,  soit  pour  un  instant,  comme  page  i4o, 


0{X): 
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l'expression  qu'il  s'agit  de  démontrer  égale  à 

cos  am^  +  i  sin  am^ 
prendra  cette  forme 

g  2 1^   cp  (—  .^  -t-  «  K'  )  cp  (  ^  -i-  3  z:  K'  )  cp (—  ^  -4-  5  Hv'  ) .  .  . 
cp  (  ^  -+-  t" K'  )  9  (  —  a;  +  3  t K'  )  cp ( 37  -I-  5  j  K'  ) . .  . 

d'où  Ton  voit  qu'on  la  ramènera  déjà  à  avoir  S(x)  pour  dénomi- 
nateur en  multipliant  les  deux  termes  par 

Ao(— :r-i-iK')cp(^-l-  3tK')cp(— :r  4-  5ili')..., 

A  désignant  une  constante.  Faisons  donc 

i  7C  .T 

^P(x)  ==  Ae^^  f-i—  X  -^  IK')  oHca  -h  31K')  f^(—  a;  -h  5iK') . . . , 
on  aura  évidemment 
et,  en  second  lieu, 

^  V     /  ^         cp  2  (  ^^7  -t-  3  z:  K  ) 

Or  on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  par  des  fonctions  en- 
tières aux  deux  conditions 

(    *(^;4-  2K)     =  —  *(^), 

en  prenant 

cï^(^)==:  GH(^)-f-G,Hi(.r), 

de  sorte  qu'on  peut  poser 

i  71  .r 

g  '-^  K  ^  (  _  _^  _^  ^- j^'  )  cp  (  ^'  -h  3  z:  K'  )  cp  (  —  ^  +  5  i  K'  )  . . . 
<p  ( ^;  -i-  t  K'  )  cp (  —  .-/;  -^  ^  iK'  )  <^  {X  -{-  5  i K'  ) .  .  . 


0(^) 


=:  A  COS  ^mx  -i-  iB  s\n  am^, 


en  désignant  par  A  et  B  des  constantes,  qu'on  déterminera  par 
une  hypothèse  particulière.  Soit  par  exemple  ^  =:=  o  et  ^  =  K,  on 
obtiendra  immédiatement  A  =  i ,  B=  i,  ce  qui  démontre  notre 
formule. 


Hosted  by 


Google 


THEORIE     DES     FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  2  [9 

A  cette  occasion,  je  reniai^juerai  que  la  manière  la  plus  géné- 
rale de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  anx  conditions 

1  ,  7^  i'^'  -H-  4  i  K'  ) 

[  ^{x -^  ^[iK')  =  ^^{cc)  e      i^  , 

qui  comprennent  les  précédentes,  est  de  prendre  a^'ec  quatre  con- 
stantes arbitraires 

^(^)  =  Ae(^)-i-BH(^)-i-  G&i{x)-h  DHi(^). 

Cette  expression  qu'on  voit  a  priori  être  solution,  par  les  rela- 
tions de  la  page  i5i,  est  effectivement  la  plus  générale;  car,  en 
supposant 


ou  plutôt 


7;/ 2      j/i  j  Tx  ,>• 


la  seconde  de  ces  conditions  conduira  à  poser 

ce  qui  ne  laisse   bien  subsister  que  quatre  constantes  arbitraires 
dans  l'expression  de  (I>(^). 

II.  —  Des  séries  précédentes  ordonnées  suivant  les  puissances  de  cj. 

Ces  développements  se  sont  offerts  d'eux-mêmes  dans  ce  qui 
précède;  ainsi,  avant  d'effectuer  la  sommation  des  progressions 
géométriques,  a-t-on  obtenu  par  exemple  : 

k\\    .  'i¥.x  . 

SI  11  a  m =        sin^     y  q    {\  -i-  q   -r-  q''  -{- .  .  ,) 

-^  ^\n'^x  s/q'^  {i -^  q^ -^  q^'  +...) 

-h  sin5^  \/ q'^  (i-^q'^'-^q^^-r-...) 


^¥ 


//iH-l 


si n  5,27    >    \/ q'"" 
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OU  bien,  sous  la  forme  d'une  somme  double, 

-—  sin  am  - — -  =  "V  sin  (2  u  -H  i)  i/M^J^+ïïïïJiT+T) ^ 

Faisons  donc 

( 9,  \x  -\-  \^{'i m  H-  I )  =  M , 

M  représentera  tous  les  nombres  impairs,  et  le  coefficient  d'un 
terme  quelconque  y/^'^S  dans  la  série,  sera  la  somme  de  toutes  les 
quantités  sin(2  |JiH-  i)^,  où  2  [Ji4-  1  est  un  diviseur  de  M.  Et,  comme 
tout  diviseur  d'un  nombre  impair  est  lui-même  impair,  on  pourra 
écnre  plus  simplement,  en  désignant  par  \k  un  diviseur  de  M, 


/cK    .  i\ix 


sin  am  - — ^  ==  ^  v  ^"^^  ^  ^m\xx. 
D'une  manière  toute  semblable  on  obtiendra 

IV  K  iM  —  1  [J-—  1 

— —  cos  am  ■ =  \  (— i)    2     /^^^  ^  ( — i)   -     cos[JL;r. 

A  l'égard  de  Aam^,  si  l'on  désigne  par  N  =  2''' M  un  nombre  entier 
quelconque,  2'^  étant  la  puissance  la  plus  élevée  du  facteur  2  qu'il 
contienne,  de  sorte  que  M  soit  impair,  on  aura 

■ — Aam   =--{->(— j)    2     ^N  >(_,•)    2     cos'2^-*-^îJL^, 

où  [X  représente  comme  précédemment  tout  diviseur  du  nombre 
impair  M.  Il  est  impossible  de  ne  pas  être  frappé  du  caractère 
arithmétique  de  ces  expressions 

^  sin  \xx, 

p.— 1 
2(— 1)    2     cos[a^, 

y.  — 1 

2(-l)"^C0S2V+lj^^.; 

elles  offrent  un  exemple  des  fonctions  numériques  qui  ont  été  le 
sujet  des  belles  reclierches  de  M.  Liouville,  et  la  manière  simple 
dont  elles  sont  amenées  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  peut 
aisément  faire  présumer  le  rôle  de  cette  théorie  dans  l'étude  des 
propriétés  des  nombres. 
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III.  —   Vérification  des  équations  différentielles  fondamentales. 

Désignons  par  m  et  iiï!  tous  les  nombres  impairs  positifs  et  né- 
gatifs, par  la  lettre  n  tous  les  nombres  entiers  pairs  et  impairs;  en 
posant 

sj qm  Q7iiix 


y  _  y  V^ 


■r 

~q>^ 


\J q^^^'  e^^^'ix 


on  aura 


ikK    .  aK^ 


k  K                2  K  X       ^ , 
—  cos  am  ■ •  =  V. 


K  i\\x 

—     A  a  m     —  W . 


Cela  posé,  aux  équations 

d  sin  am.^ 

dx 
d  cos  aiTi.r 


dx 
d  A  a  m  37 


dx 
correspondent  celles-ci 


=  cos  ama'  A  aiiL-r, 
=  —  sin  ?^\\\x  A  a  m  x^ 
=  —  /r^  sin  am.^  cos  am.T, 


r/^  a^r  «^ 


que  nous  nous  proposons  de  vérifier. 
Considérons  pour  cela  les  produits 


H            II             H 

7??' 
<1 

'+2?-i 

g(./2 

vw 

2 

i'+2«j/:r 

-f-2« 

0(1 

-+-^^'0 

WU 

uv 

2 

1-^1  n)ix 

{l-.qni){^l.A^cfn) 
q        2        Q{in-\-m')lx 

(I- 

-ry- 

0(1- 

-\-  q"'') 
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et  observons  qu'on  a  identiquement 

m'-\-1n  m'+2ri 


(1 +  </'"')  (n-5'5'')         i  —  q"^'^-^"'\i  +  q"''         l-\-cf-" 

m  -{-In  m  +  2  /^ 


(l  —  ^'^^)  (l-4-  ^'2'^)  I  -f-  ^/^^+2/i    \^i  _  ^/«  T-1-^^ 

vi-{-?n'  m-\-7n' 


En  posant 

/?2    -\-  171  =■  M, 

ni!  -I-  2/1  =  M', 
77Z  -f-  ni!  =  2N, 

de  sorte  que  Met  M^  soient  des  nombres  impairs,  et  N  un  entier 
quelconque,  on  pourra  écrire  : 

vw  -  ^'  v/^  ^  /_j î"^ 


—  q^"^     \i  +  ^'"'         I  H-  ^^^1'-'" 


2J q-^l  gM/.r     /         I 


uv  = 


22 
1 


^^^^    \1  — ^'^ 


^2N       \^£„^m  I  -h  ^2 


Ces  expressions  étant  comparées  respectivement  a  ~j~^'l~^ 
-y-j  on  reconnaît  qu'il  suffit  pour  démontrer  les  relations  diffé- 
rentielles d'établir  qu'on  a,  en  supprimant  les  accents  : 


M  ^  '1 

M  =  2 

■  VI  — ^'' 


I  q^^-'" 


lir= 


Cf^-vi 


I  —  q"'  I  -h  ^^^^'- 

Le  procédé  à  suivre  pour  cela  étant  le  même  dans  les  trois  équa- 
tions, nous  considérerons,  pour  fixer  les  idées,  la  première.  Dis- 
tinguons, à  cet  effet,  les  valeurs  positives  des  valeurs  négatives  du 
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nombre  m  ;  les  premières  condaisent  à  rexpression 


K: 


qu'en  supposant  M  positif^  nous  écrirons 

2/      qm-^l  qm 

\l^qm~M  "'   i_i-  qr 

d'après  les  identités 


I  -1-  q"^  I  +  q"^ 


les  secondes,  en  mettant  — jn  à  la  place  de  m,  à  celle-ci  : 

V  /    '     __  _j^^n\  =  y  (. 


de  sorte  qu'il  reste  la  quantité  suivante  : 

I  -i-  ^'"-^^^  ~^   I  -H  gM+///.  ' 

Mais,  à  partir  de  7/z=:2M4-i,  tous  les  termes  de  la  première 
somme  sont  donnés  par  la  seconde  en  signes  contraires  et  dispa- 
raissent. Ainsi  il  ne  subsiste  plus  qu'une  série  Qnie 

7/2  =  2  M—  1 

„        qm-^l 
2u   i-^q^n-u' 

m  =  1 

que  no  as  décomposerons  comme  il  suit,  en  isolant  le  terme 
moyen,  savoir  : 

}n  =:  M  —  2  m  =  2  M  —  1 


2qm-in  ,  ^  q?n~M 

I  -h  q^n-M  "^    2   "^     ^      7_|_  qm-1^ 
7}l  =  l  7»JrrM+2 


Or,  en  remplaçant  —^ ^,  apr  ri — ,   la  première  somme 


est 


1  -+-  ^'-^  l  4-  q^ 
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et  ces  divers  termes,  respectivement  ajoutés  à  ceux  de  la  seconde, 
savoir  : 


donneront  autant  de  fois  l'unité  qu'il  y  a  de  termes,  c'est-à-dire 
— ^;  joignant  à  cela  la  fraction  -  qui  correspond  au  terme  du 
milieu,  il  vient  en  définitive 

I        M  —  [        M 


2  9^ 


ce  qui  est  bien  le  résultat  auquel  il  fallait  parvenir.  Enfin,  si  l'on 
suppose  M  négatif,  on  observera  que  l'expression  que  nous  avons 
considérée  change  de  signe  avec  M,  de  sorte  que 


-/M— w.      \  ^-^    /  T  q—ll—7n 


y  (        I ^M-^\    ^_y    / i_ 

jÙ\i-{-C/f>^  I-H^M-my  ^mà\l-^C 


■  q-'Si-'^i 


En  effet,  si  l'on  met  dans  le  premier  membre  m  +  M  au  lieu  de  m, 
on  obtiendra  identiquement  le  terme  général  de  la  série  du  second 
membre. 

Après  avoir  ainsi  montré  par  un  exemple  important  de  quelle 
manière  les  nouveaux  développements  peuvent,  comme  ceux  qui 
ont  servi  de  base  à  la  théorie,  conduire  aux  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  elliptiques,  nous  allons  présenter  à  un  point 
de  vue  plus  général  la  comparaison  entre  les  deux  modes  d'expres- 
sions, en  donnant  sous  forme  de  série  périodique  simple  une  fonc- 
tion uniforme  quelconque  à  double  période. 


IV.  —  Développement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'une  fonction  doublement  périodique. 

Nommons  F(5)  la  fonction  proposée,  a  et  h  ses  périodes;  voici 
en  premier  lieu  comment  nous  définirons  les  limites  delà  variable, 
entre  lesquelles  sera  successivement  représentée  cette  fonction, 
par  un  développement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  qui  mettra 
en  évidence,  par  exemple,   la  période  a.  Observons,  à  cet  effet, 

que  l'expression 

z  =1  at  -^  bu. 
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en  supposant  réels  t  et  u^  peut  représenter  toute  quantité  imagi- 
naire, et  que,  s'il  s'agit  d'obtenir  toutes  les  valeurs  que  peut 
prendre  F (5),  il  suffira,  eu  égard  à  la  double  périodieité,  d'attri- 
buer à  t  et  II  toutes  les  valeurs  réelles  comprises  entre  zéro  et 
Funité.  Nous  appliquerons  cette  remarque  aux  racines  de  l'équa- 
tion =  o  dont  dépendent  les  limitations  que  nous  avons  en 

vue,  et  en  suivant  l'ordre  croissant  depuis  zéro  à  l'unité  des  valeurs 
de  «,  nous  les  désignerons  par  Çi,  Ç2?  '  *  -7  ^m  de  sorte  que  'Qi  cor- 
responde ku=  ui.  Cela  posé,  soit  u/  une  quantité  comprise  entre  ui 
et  UiJ^^  (^),  les  limites  exclues,  l'expression 

¥{at-\-  bui) 

ne  pourra  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  ^,  et  donnera 
lieu  par  suite  au  développement 


F(at-^bui)=::^ki 


)  fljuim 


convergent  quelle  que  soit  cette  variable.  Par  conséquent,  si  les 
quantités  ^t  sont  en  nombre  égal  à  [a,  l'ensemble  des  p.  séries  sui- 
vantes : 

y A(J)  e^^-^i^t, 


représenlera  F(^)  pour 


AW  e2^/^m^^ 


z  ~  at  -^^  bu^ 


t  étant   quelconque,    u   moindre    que  l'unité,  mais    toutefois  en 

excluant  les  quantités 

at  -h  bui^ 

ai  -f-  6^2? 


at  -f-  bu^^. 


(^)  La  quantité  Uj  poun^a  être  supposée  comprise  non  seulement  entre  Wj  et 
zéroj  mais  encore  entre  zéro  et  la  valeur  négative  de  ?«  la  plus  petite,  abstraction 
faite  du  signe.- 

H.  —  H.  i5 
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Et  si  l'on  reproduit  périodiquement  les  mêmes  séries,  en  faisant 
croître  u  depuis  l'unité  jusqu'à  l'infini,  et  décroître  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini  négatif,  on  aura  embrassé  toute  l'étendue  des 
valeurs  imaginaires  de  l'argument  et  obtenu,  sauf  les  restrictions 
indiquées,  une  représentation  complète  de  la  fonction.  Cela  bien 
compris,  nous  allons  donner  la  détermination  des  quantités  A„^. 

Pour  cela  nous    emploierons   la   proposition  fondamentale   du 
calcul  des  résidus,  exprimée  par  l'équation 

/  ï{z)  dz  —  2t7rA, 

OÙ  le  premier  membre  rejDrésente  l'intégrale  d'une  fonction  uni- 
forme f(^),  prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  et  A  la 
somme  des  résidus  de  f(s)  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable, 
qui  correspondent  à  des  points  renfermés  dans  ce  contour.  Cette 
proposition  de  M.  Caucliy,  appliquée  au  cas  où  le  contour  est  un 
parallélogramme  ayant  pour  affixes  de  ses  sommets  les  quantités 

p  +  a, 

p  -^  a  -^  b^ 

p-^b, 

et  pour  équations  de  ses  côtés  ces  relations  où  la  variable  croît  de 

zéro  à  l'unité,  savoir  : 

z  —  p  H-  at^ 

z  —  p  -^  a  -+-  bt, 

z  —  p  -^  b  -h  a{]  —  t)^ 
z  —  p  ^  b{i  —  ^), 
donnera 

ai    i(p  -h  at)  dt-\-  b  j      ï(p  H-  a  -H  bt)  dt 

—  a   I     ï[p-^-  b  -i-  a{\-'t)\dt  —  b  j     ï[p  -\- b{\  ~  t)\dt  ^  2jttA, 

ou  plus  simplement 

{      r'  r  ' 

l   a  j     i{p  -t-  at)  dt  ^-  b  j      i\p  -^a-\-  bt)  dt 

(')  j  1  1 

^af    î{p-^rb-k-at)  dt--b   j      ï(p -\-  bt)  dt  =z  'lir.l. 
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D'ailleurs,  et  d'après  la  signification  précédemment  indiquée, 
A  représentera  la  somme  des  résidus  de  f(^)  pour  toutes  les  ra- 
cines (^  de  l'équation  7- —  ===  o,  dont  les  valeurs  peuvent  être 
représentées  par  la  formule 

"Ç  ^=^  p  -^  at  -^  bic^ 

en  supposant   ^  et  a  compris  entre  zéro    et   l'unité.   Cela    posé, 
l'équation 

donnant 

nous  appliquerons  la  relation  (i)  en  faisant 

Gomme  on  a  évidemment 

Î(Z  -t-  a)    =:  f(^), 

en  posant,  ainsi  que  plus  haut, 

i  TT  - 

Il  =  e     ^ 
le  premier  membre  de  l'équation  (i)  se  réduira  à 

Quant  au   second,   c'est-à-dire    à  la   somme  des  résidus  de  la 
fonction 

F{z)e  <'     , 

pour  j3  =  '(^,,  (i^o,  . .  .,  S^p.,  nous  supposerons  pour  simplifier  que  ces 
quantités  soient  des  racines  simples  de  l'équation  r— — -  — :  o;  alors, 
en  désignant  par  R/  la  limite  de  £  F(!^/  +  s)  pour  2=0,  on  trouvera 
immédiatement 

.     ■     /^^^i  /  .     •     ^1  .s:,  .    La 
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On  en  conclut  le  développement  cherché  de  la  fonction  F  (s)  pour 
z  =.  at  -^  b\J\  sous  cette  forme 


{z)=z  const.-h 


"■SV 


2  m  —-{z-  t^) 


.2^ 


-■'-i:^ 


OÙ  nous  ajoutons  une  constante  arbitraire,  en  supprimant  dans 
chaque  somme  le  terme  qui  correspond  à  m^=  o.  Pour  ce  cas 
effectivement  l'équation 

ne  peut,  comme  on  le  voit,  déterminer  A^q'\  et  donne  seulement 

A  =:  o,  c'est-à-dire 

Ri-H  R2  -I-. .  .-1-  Ra=  o- 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  faisons  de  suite  une  application  de 
la  formule  générale  que  nous  venons  d'obtenir  en  supposant 
F(^)  =  sinam-s.  Soit  alors 

on  aura 

Ri  -t-  lim £  sin  am (iW -\-z)  =  j  -, 


et,  par  suite, 


sm  am  z  = 


JAi 


11  =  e 


K-V^, 


2^     I  -  r/-^        'Zà        I 


2  Iv 


const. 


'2AK  >4j  I  — ^-'«^        ^       ^    -^ 

On  voit  qu'on  peut  ne  conserver  que  les  valeurs  impaires  de  m, 
de  sorte  qu'en  supposant  nulle  la  constante,  on  trouvera  immédia- 
tement 

j/cK.    .  '2\iz       ^%ry       .        /ô^ 

TT  iz  jLd  1  —  q"^ 

c'est-à-dire  pour   le   second   membre    la   série   désignée    par    U, 
page  22  T . 

Revenons  aux  considérations   générales,  et  surtout  à  ]a  compa- 
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raison  des  deux  développeinents  qui  correspondent  à  z^^at-^b^^ 
et  z  =^  at -\-  buo'  Les  résidus,  dans  le  premier  cas,  se  rapportent 
aux  valeurs  Ç<,  J^g?  •  - -j  ^y/j  or  en  passant  à  l'intervalle  suivant, 
défini  par  la  relation  z=.  at-\~  Z^Uo,  on  sera  conduit  à  la  série  î^o, 
Ç;],  ...,  t^p.,  Çi  +  6,  et  comme  les  résidas  de  F(^)  relatifs  à  (^i, 
Ç,  +  6  seront  les  mêmes,  les  deux  développements  seront,  avec 
l'expression  des  termes  constants, 


1  .  2J 


-Cl) 


H R2    >    

a  Âaaà       I  —  1 


I  - 

-ir 

lui 

e 

Il 

-C.) 

+ 

I- 

-iP' 

■1)11 

2/« 

—  si- 

-h) 

I 

—  Il 

-2//i 

2  m 

e 

a 

-C2) 

-X- 

Ce  sont  donc  les  termes  constants  que  nous  avons  à  comparer. 
Nous  nous  servirons  pour  cela  de  l'équation  déjà  employée,  en  y 
remplaçant  la  période  b  par  une  quantité  arbitraire  jB,  savoir  : 

a  j     )^{p-^  at)dt'^-^    r  F{p-ha-^  pt)  dt 

—  ctj    ^{p  -^^-ï-  at)dt~^    f  F(/>-H  ^t)dt  =  2i7tA. 

Si  nous  supposons  p  z=z  b\J\  et  /?  +  j3  =  Z^Uo,  A  se  réduira  au  seul 
résidu  de  F(^)  qui  correspond  à  ^  =  Ç,,  et  l'on  aura  immédiate- 
ment, en  divisant  par  a,  la  relation 

/    F{at'hb^Ji)dt—        V{at-^b^i)dt—  - —  Rj. 

Nous  pouvons  donc  ramener  les  deux  développements  à  ne  conte- 
nir absolument  que  les  mêmes  éléments  analytiques,  de  sorte  que, 
le  premier  étant 


n      2171^'^e      «                   a/^u^v^e 
Ch Ri    > H R2   >,    — 


_^^R^^2^____^_; 
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le  second,  en  réanissant  les  tei^mes  en  R,,  s'écrira  ainsi 


c+'i^R, 


I' 


^«■2: 


i^y- 


1  —  1]-^^'^ 


De  là  se  lire  une  conséquence  importante  et  qai  justifiera  ce  que 
nous  avons  annoncé  plus  haut,  sur  le  rôle  de  la  fonction  de  seconde 
espèce. 

Remarquons,  en  effet,  que  les  diverses  séries  affectées  des  fac- 
teurs Ri,  Ro,  . . .  proviennent  de  ce  seul  développement 


Iv. 


en  y  remplaçant  z  par  z  —  Çi,^  —  Ço?  -  -  •>  et  z  —  Ç,  —  b  dans  le 
second  cas.  Or,  en  mettant  :;  —  -  au  lieu  de  ^,  ce  développement 
prend  la  forme 

2)17  


Zid     I  —  n-  '^ 


qui  nous  rappelle  immédiatement  une  expression  analytique  bien 
connue.  Soit,  en  effet, 

a  —  2K,         h  —  2iK', 
d'où 

on  aura 


in  — - — 


.     m  71 . 

,        SIQ    — 7T- 


Nous  pourrons,  par  conséquent,  écrire,  pour  ^  ■=.  at  -j-  feUi, 


Y{z  —  iYs!)^  G  +  Rj 


e'(^-ç,) 


et,  pour  z  =^  at  -^  b'j^i 

F,. -.-10  =  0  +  1^111 


R-, 


-  Çi  —  ai'K')       i- 


Ra 


e'(  =  -Cu,) 


'^-   «(^--îa) 


--1 

0(3-?,)  "^■••'^  >  e(3-(:„r 
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C'est  en  ce  moment  que  se  manifeste  toute  l'importance  de  la  pro- 
priété caractéristique  de  la  fonction  de  seconde  espèce  relative- 
ment à  la  double  périodicité.  Effectivement,  les  relations 

\    Z{X  -^  2K     )  ==Z(a7)-f-2J, 

(  Z  (  ^  -t-  2  i  K')  —  Z  (  .r  )  4-  2 1 J  ' 


équivalent  à  celles-ci  : 

e'(^-f-  2i<:) 

&{x) 

0(:r-f-2K) 

e(^)' 

i  e'(.77  — 2/K') 

&(x)      ^      ÎT, 

~~  e{x}  "^  iv  ' 

d'où  l'on  voit  que  l'on  peut  ramener  à  une  seule  les  deux  formules 

de  développement,  par  l'introduction  de  la  transcendante,  puisque 

,                 .    ,  e'(z  —  l^—iiK')         ir.            ,  ,    -,  ^    (d'iz  —  t^) 
la  cruantite i .-^^rjx rr  se  reciuit  a  ;-- ;^-,  • 

De  là  résulte  une  relation  analytique  générale  subsistant  dans 
toute  l'étendue  des  valeurs  de  l'argument,  et  dont  la  forme  défi- 
nitive, en  passant  de  V{z  —  iYJ)  à  F(^),  s'obtiendra  comme  il 
suit  : 

Rappelons  d'abord  que  l'on  a 


i^  -T-n 

Q{x-h  iK')  =  ill{x)e    ^^^  , 


d'où,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 

07.r-f-  ili')  _  H'(.27)  _  ijz 
(d{x  ^  ÎK' )   ~  lî(x)        2 K.  ' 

Il  s'ensuit  qu'en  mettant  z  -\-  IK'  à  la  place  de  :?,  on  obtiendra 

H(^  — Ç2)  -"(5— ;^J       2IV 

et  plus  simplement,  puisque  la  somme  des  résidus  est  nulle, 

^^-^  =  ^-^^^'iiiz-io  -^^-^uiz-t,)  ^•••--^Vh(5_ç,)' 

Dans  le  cas  enfin  où  'C,  au  lieu  d'être  une  racine  simple  de  l'équa- 
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lion  ^FT- — -  =  o,  serait  racine  multiple  d'ordre  n,  ce  qui  donnerait 
lieu  à  la  relation 

£«F(^  +  £)  =  A  -h  Bs  +. .  .-H  Qs'^-2  -H  R£/^-i-i-. . ., 

le  seul  terme  R-tt-t ^^  devrait  être  remplacé  dans  la  formule  par 

H(^  — O  ^  ^ 

l'ensemble 


■^  1.2. ../i  —  i  ^^  Lh(^-oJ' 


V.  —  Proposition  de  M.  Lioiwille. 

Nous  fonderons  la  démonstration  sur  la  formule  précédente,  en 
y  supposant 

<l» (s)  étant  une  fonction  doublement  périodique  uniforme  dont  les 
périodes  seront,  comme  plus  haut,  2  K.  et  ii¥s! .  Alors  les  racines  Ç 
comprendront  les  solutions  des  équations 

(   ^{z)  ==  o, 
\       I 


*(^) 


=  o. 


Nous  désignerons  les  premières  par  Ç  et  les  secondes  par  ^ ^  en 
admettant  toujours  qu'elles  soient  représentées  par  la  formule 

t  et  II  restant  compris  entre  zéro  et  l'unité.  A  l'égard  des  résidas 

^^  ^  /    ^  ?  on  sait  qu'ils  sont  éffaux  à  +  i  ou  à  —  i  suivant  qu'ils 

se  rapportent  aux  quantités  Ç  ou  (^',  et,  comme  leur  somme  est 
nulle,  on  est  amené  à  la  conséquence  remarquable  que  ces  quan- 
tités ^  et  ^^  sont  précisément  en  même  nombre. 
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Cela  posé,  et  en  désignant  ce  nombre  par  /z,  on  aura 

d'où  l'on  tire,  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire, 

expression  qui  doit  avoir  les  quantités  2K  et  2iK'  pour  périodes. 
Or,  en  faisant  usage  des  relations 

et  représentant  la  somme  des  racines  J^  par  SJ^,  la  somme  des  ra- 
cines ^'  par  Sî^^,  on  trouvera 


de  sorte  qu'il  faut  poser 


«2  KG  : 


h 


et  ces  conditions  donnent,  en  désignant  par  a  et  ^  des  nombres, 
entiers  arbitraires, 

et,  en  second  lieu. 

On  observera  combien  est  digne  de  remarque  cette  relation  dont 
la  découverte  appartient  à  M.  Liouville,  entre  les  racines  des  équa- 
tions 

f    cP(z)    =   0, 
<  I 

quant  aux  nombres  entiers  a  et  p  qui  y  figurent,  j'ajouterai  seule- 
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ineiiL  qu'ils  se  rattachent  immédiateinent  à  la  fonction  ^ï*(-:^)  elle- 
même  par  l'équation 

Voici  maintenant  les  conséquences  qui  en  résultent.  Ayant 

1-1(3 -h  ^0  =  ll(5-i-:SJ'M-2aK-4-2PtK'), 
on  en  tire 

ce  qu'on  peut  écrire 


(  —  I  )«  +  p  ^ 


!^^3^ 


1-1(3^-^0  -'-^P. 


H(3H.SO 

Remplaçant  clone  le  facteur  exponentiel 


-Tf 


qui  figure  dans  l'expression  de  ^I^  (  ^),  par  ce  rapport  de  fonctions  H, 
et  posant 

il  viendra 


CÏ)(.Sj   ==:   a 


iK3-(;',)H(3-(;',)...H(^-i-2C') 


Or  on  reconnaît  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  ^(^)  les 
expressions  que  nous  avons  déjà  employées  en  démontrant  le  théo- 
x^ème  d'Abel  sur  l'addition  des  arguments.  Si  le  nombre  n  est  im- 
pair par  exemple,  l'expression 

ll(z  —  t^)  E(z  —  l.J.  .  .  ïli z  -h  1.1) 
0''-i(3) 

est  celle  qui  a  été  considérée  page  184,  et  qui  s'exprime  ainsi 

F(x)  et  F,  (x)  désignant  des  polynômes  de  degrés  — ^ —  et  — ;- — ; 
et  X  pouvant  être  pris  égal  à  sinams,  cos  am^,  ou  A  ami:;.  Dans 
le  cas  de  fi  pair,  elle  coïncide  avec  la  fonction  désignée  page  184, 
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Ijnomes  entiers  en  x  respectivement  des  degrés  -  et  — — 


par  cp^  (^),  et  l'on  a  alors,  en  désignant  par  F(^)  et  f  (.2?)  deiiK  po- 
ntiers  en  x  respectivement  des  d 

T^/   .    «  <r/sin  am  s  p,    .    „ 

=  sin  am^  V  (sm^  am^;)  -\-  ^ i(sin2  am>s). 

dz 

On  voit  donc  que  ^(^)  est  donné  par  le  quotient  de  deux  expres- 
sions de  cette  nature,  et  c'est  précisément  dans  la  réduction  de  la 
fonction  doublement  périodique  à  sin  am^;  et  à  sa  dérivée  que  con- 
siste la  proposition  que  nous  avons  en  vue  d'établir. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  reposant  en  en- 
tier sur  l'expression  générale  d'une  fonction  doublement  pério- 
dique F(^),  que  nous  avons  précédemment  obtenue,  savoir  : 

nous  indiquerons  encore  un  moyen  d'y  parvenir  immédiatement^ 
en  partant  de  Téquation 

a    /     {{p  -\-  at)  dt  -^  b    l    î{p  -^  a  -v-  bl)  dt 

—  ai    i{p  -h  b  -hat)dt  —  b    /    { (p  -^  bt)  dt  =  'ii-\. 

Soient,  comme  plus  haut, 

a  =  '2K,         b  —  liK' , 
et  prenons 

^^'^^^^'Utw^zY 

Par  la  définition  seule  de  la  fonction  H(^),  on  a 


1  H(^  +  .2K)     -  H(^)^ 

U'(z~-'2iK')             E'(z)        It. 
l\{z  —  ii\i!)  ~        H  {z)  "^   K  ' 

t  il  en  résulte 

f(^  +  2K)     =Hz), 

î{z-^'iiK')  =  r(^)+  ^  F(.5), 
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de  sorte  que  l'équation  précédente  se  réduit  à 

I    F(/)-i-  'iKt)  clt  =  —  A. 

Or  les  divers  résidus  qui  entrent  dans  A  se  rapportent  d'une  part 
à  ^  =  Çj,  Ço,  . . .,  Çp^,  et  de  l'autre  à  ^  =:  ^;  les  premiers,  s'ils  cor- 
respondent, comme  nous  l'avons  supposé,  à  des  racines  simples, 
donnent  pour  somme 

^^H(^'-ço  ^  ^-^  H(^-ç,)  +•••+%  H(^-C,y 

et  le  résidu  relatif  à  ^  =:  ^,  racine  simple  de  H(^  —  '^)  =  o?  ^^^'^ 
évidemment  —  Y {^x).  L'expression  de  A  qui  suit  de  là  donne  im- 
médiatement la  relation 

J'ajouterai  encore  une  remarque  sur  cette  formule  que  j'écri- 
rai, pour  abréger,  comme  il  suit  : 


F(.)==G^2^H 


En  employant  le  théorème  relatif  à  l'addition  des  arguments  dans 
la  fonction  de  seconde  espèce  (^),  on  trouvera  aisément  la  relation 

^j- \  = —  —  cotang  am  x  A  ama; 

sin  am.^ 


siij  ani^  sin  ain  {x  — -L) 


%'  ix) 
(M  C'est  la  quantité  -—7 — -  gui  entre  dans  Zix),  mais  on  peut  lui   substituer 

0  {x)    '■ 

H'  (x)  .  I      H ( ^ ) 

— — — r  >  à  Taicle  de  la  relation  sin  am  x  =  —-.  -— - — ->  crui  donne,  en  prenant  Jcs 

H  {x)  ^'j^  %{x) 

dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 

H'(^)        (d'{x) 

—  =  cotang  diinx  A  am  x. 


\i{x)        Q{x) 
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d'où  résiille  en  substituant  dans  l'expression  de  F(^),  et  ayant 


égard  à  la  condition 


cette  nouvelle  formule 

F(^)  =  G  —  >  R  7t4^;  -h  >  -. ^ 7 77-^  y 

^    '  jU       h  (g)       jî^  sin  amÇ  sin  am(a? — (,) 

OU  bien 

^,    ^  XT^  Rsinam.?7 

i^  (57)  =  COnSt.  +    >    ~ ^r—. ; zr.' 

^    ^  .^^  sm  am  ^  sm  aiii(^  —  (,) 

C'est  donc  encore  la  réduction  de  la  fonction  à  double  période  à 
sinam^et  à  sa  dérivée;  mais  la  méthode  plus  rapide  qui  nous  y 
conduit  ne  donne  pas,  comme  la  précédente,  la  relation  impor- 
tante, et  que  nous  avons  dû  tenir  à  ne  pas  omettre,  savoir  : 

S^  — EC-2(aK+(3iK'). 

Cette  nouvelle  formule  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la 

seule  condition 

SR  =  o, 

comme  nous  allons  encore  le  faire  voir. 
Considérez  en  effet  la  fonction 


siQ  aiii^  sin  ani(^  —  z) 


dont  les  périodes  seront  2K  et  iV^ .  La  somme  de  ses  résidas 
comprendra  d'une  part  ceux  qui  se  rapportent  aux  racines  de  l'é- 
quation 

c'est-à-dire 

R 


Au  sin  amÇ  sin  am(^  —  X^Y 
et  puis  les  résidus  relatifs  aux  deux  équations 


sin  am^  =  o, 
sin  am(a7  —  .5)  1=  o. 


Or,  dans  l'intervalle  des  périodes  2K  et  2^'K^,  on  n'aura  d'autres 
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racines  que  ;:  =  o,  z=^x^  auxquelles  correspondront  les  résidus 

F(o)  F(^) 


on  a,  par  conséquent 

Ak4  siii  a 


R  F(o)  ¥(x) 


aiii^  biii  aiii(^'  —  t)        sin  aiïia;        sinarji^ 
d'où 

R  sin  am  x 
SI  11  a  LU  t  siii  a  111  {x  —  t) 


P(^)  =  F(o)+2 


D'une  manière  toute  semblable  on  trouvera  relativement  à  une 
fonction  5'(^),  satisfaisant  aux  conditions 

l'expression  très  simple 

§{x)=^ 


R 

sin  aiii  {x  —  t) 


où  figurent  seulement  les  racines  Ç  qui  sont  renfermées  dans  l'in- 
tervalle 2K.  et  2iK',  et  exprimées  par  la  formule 

t  —  p  ~\-  'ili  t  -^  '}.  i\sl  u. 

t  et  u  étant  moindres  que  l'unité. 

Nous  nous  arrêterons  à  ce  point  dans  cette  Note,  pensant  ainsi 
avoir  à  peu  près  coipplètement  esquissé  l'ensemble  des  notions 
élémentaires  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui  précède 
l'étude  de  la  transformation. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  L'EDITEUR 


SUR  LA  TRANSFORMATION 


TROISIÈME  ORDRE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Journal  de  Crelle,   t.  60,   i86'2,  p.   3o4. 


((  . . .  Soit  une  forme  bi quadratique  et  son  covariant  du  qua- 
trième degré,  à  savoir  : 

f  ~  ax'-*  -^  i\bx^y  -H  Çicx'^-y^-  -4-  r^b' xy^  H-  a'j'% 

g-  —  ( ac  ■—  b^)  X-'  -\-  i{ab' —  bc)  x^y  -^ laa' -h  9.bb'  —  3c^)x-y^ 

-h  2 {a' b  —  b' c)  xy^  +  (a' c  —  b'-)yK 
En  posant,  suivant  l'usage, 

T  =  aa'  —  4  ^b^  +  3  c^, 

J  —  aca' -\-  ').bcb' —  ah"'-  —  a'^^  —  q\^ 

je  considère  ces  deux  covariants,  qui  sont  encore  du  quatrième 

degré, 

I,s"--J/        et         I,^-+-3J/, 

et  qui  conduisent  à  la  relation  remarquable  que  voici  : 

»  Nommons  ¥  et  G  ce  que  deviennent  f  et  g  quand  ony  rem- 

place  X  et  y  par  —  -  -—  et  -  --^  on  aura 
'  «^  ^  l\  dy         ^  ôx 

IG  — JF  =  ^-^1^  4-3J/). 
))  Il  en  résulte,  d'après  le  principe  algébrique  de  Jacobi  pour  la 
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transformation  des  fonctions  elliptiques,  qu'en  supposant  y  = 
et  X  seule  variable,  et  faisant,  pour  abréger, 

A(^)=.I^_     J/, 

A'(^)   rrr   I  ^  +  3  J/, 

on  aura 

dz  ^^       dx 


z  étant  lié  à  x  par  cette  relation  du  troisième  degré 

hx"^  H-  3  ex''-  -H  3  h^ X  -f-  a' 
~        ax'^  H-  3  6a;-  H-  3  c^  -h-  Z^' 

et  M  désignant  une  constante. 

»  C'est  donc  la  transformation  du  troisième  ordre  qui  s'offre 
comme  conséquence  de  la  théorie  algébrique  des  formes  biquadra- 
tiques. 

»  Paris,  mai  1861.  » 
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SUR 

LES  THÉORÈMES  DE  M.   KRONECKER 

RELA.Ï1FS  AUX  FORMES  QUADRATIQUES. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences^  t.  LV,    1862  (II),  p.  ii-85 
et  Journal  de  Liouville,  t.  IX  {i."^  série),  i864,  p.  i/p. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  présente  deux  points  prin- 
cipaux où  elle  vient  se  lier  à  l'Arithmétique  et  spécialement  à  la 
théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  indéterminées  de  détermi- 
nant négatif.  L'un  s'offre  lorsqu'on  développe  en  séries  simples  de 
sinus  et  de  cosinus  des  quotients  de  fonctions  0,  et  ne  suppose 
que  les  considérations  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  ;  l'autre 
tient  à  l'étude  beaucoup  plus  profonde  et  difficile  de  ces  équations 
algébriques  à  coefficients  entiers  dont  dépendent  les  modides  qui 
donnent  lieu  à  la  multiplication  complexe.  Si  différents  et  éloignés 
que  soient  ces  deux  points  de  vue,  ils  présentent  néanmoins  un 
ensemble  de  résultats  communs  :  nous  voulons  parler  des  déter- 
minations nouvelles  du  nombre  des  classes  de  même  déterminant, 
découvertes  par  M.  Kronecker,  et  qui,  à  bien  juste  titre,  ont  at- 
tiré l'attention  des  géomètres.  Dans  une  Lettre  communiquée  par 
M.  Liouville  à  l'Académie  l'année  dernière,  j'ai  rapidement  indi- 
qué de  quelle  manière  ces  résultats  pouvaient  s'établir  par  la  con- 
sidération élémentaire  du  développement  en  série  de  sinus  et  de 
cosinus.  C'est  sur  cette  méthode  que  je  me  propose  de  revenir 
pour  en  faire  une  étude  plus  complète,  en  mieux  fixer  le  carac- 
tère et  les  limites,  et  surtout  approfondir  la  nature  des  nouveaux 
H.  —  IL  16 
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éléments  arithmétiques  qu'elle  met  en  jeu  et  qui  lui  semblent 
propres.  Elle  repose  essentiellement  sur  l'emploi  des  expressions 
en  séries  de  deux  systèmes  différents  de  fonctions  qu'il  est  néces- 
saire de  donner  avant  d'en  exposer  le  principe. 


Le  premier  de  ces  systèmes  est,  à  quelques  exceptions  près, 
l'ensemble  des  fonctions  doublement  périodiques  considérées  par 
Jacobi  dans  le  §  39  des  Fundainenta.  En  écrivant,  pour  abréger, 


au  lieu  de 

et 

au  lieu  de 

de  sorte  cru' on  ait 


0,     01,     H,     Hi 


0    h     01    h      H  ' 


0,     6i,     -0 
0(0),      0i(o),      lli(o), 


0     =    i  /  — ^^ =  I  -^  2^  -i-  'Xq'  2^9  -j-  2^16  2<7-^  -i-.  . 

Oi   =   il- —  l  4-  2^  -H  2^^  -1-  2^9  -1-  2^1*^'  -{-  2^25  _!__ 

'^'    —  1/  ~r~   ~  '^  y^l  +  2  \lcf  -i-  2  \lcf-"^  +  2  y/^  H- .  .  . , 
je  les  présenterai  groupées  de  la  manière  suivante  : 


0  I  —  q  I  —  q^  l—  q'' 

^0  T  4^/sin:r        4^^sin3^        4<7''sin5.^ 

2.  '/lOi   —  =    -. H  ^-^ h    -^ H   ^ : \ 

H  sin.27  [  —  q  I  —  q'^  i  —  .^'^ 

^    lii  _  /\\/qcosx        4/^^cos3^        /[  \/q''>  cos3 x 

O  .  Ti  0  1   — —  =:= — h  7. — 

0  1  —  q  I  —  q-^  I  —  q^ 

,  A     01  I  /[q  cosx         \q^  C0S3X        ^q'^  cosi.r 

4.  rfli  --r  — ^  "^ ^ -i f~       ■■ — 

lii  cos^  1  —  q  I  —  q'^  I  —  q-' 
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Il  4  \l q  sinrr        4  \Jq'^  sin3.^        4  y/^^  sin5.?7 

5  .  'r]0    — -  = ' — ■ ■  H — — : h  .  .  . , 

0,  I  [\q  ûwx        4  7'^sin3^-        4  ^^  si  q  5^:7 

6.  'r]0  -rj-  = 


H  sin^  \-\-q  \-\- q^  1  +  ^^ 

Hi  4v/^cos^        4/^^cos3a?        4\/^^cos5a? 

0  ""        I  +  g  I  -h  ^'^  I  -i-  5^^ 

0  I  4^cosa7       4^^cos3^        4^^cos6.r 


7.  r,0 


^^    0.                 4r/cos2i^        47^cos4^        47^cos6;r 
9.  00  1-^     :=[-h-L/ -^^'ll i ^^ H... 

0  1  +  g-  I  -^  ^  f  +  g^ 

^^0  4^005  2  37        4r/2cos4^        4  r/=^  cos6.r 

10.         OOi  TT   =  I ^^ :^ ' —     — ; :- ^"•• 

01  ^-^  ^1  i-^  q*  i-\-  q^ 

^^    Hi  4'7^sin?.;r        4<7^sin4^        4^^siQ6.^ 

il.  ^Oi  -rr    =  cot^ ^ ; ' — -   - 

H  1-4-  g^  i-^-  q*  i-r-  q^ 

^^    H  Aq^-^xw^.x       4^'*sin4^       .\q^  sinOiX 

12.  ^^ITT    =  tan  g  27 -— H ; 

IIi  ^  L-hq'-  L-{-q'  l-i-g*^ 

^    0iH|  la  sm2X        /[q^s\n/\x        Iq^sm^x 

0H  i-^q  i-\-q-  i-^q'^ 

^     0H  Aqsln^x       ^q^slnlx       4^^sin6^ 

l-i-  ^^  7v-rr  =  tang^ ^ ! ~ \ 

0]Hi  "  IH- g  i~i-q-  i-^q'^ 


0H]  4<7sin2^        4'7^sin4^        4^/^sin6^ 

^   0iH  I  —  q  l-\-  q^-  l  —  q^ 


^  0  H 1  ^              I  —  g               H-  q^               i  —  q^ 

HHi  8<7sin2a7        8r/^sin6^        8<7^sinioa7 

^^'           ''     00i  ~      ]-g^      ^      l-q^                 i-gio      -^•••' 

00,  I               8r/2sin2^      8f/^sin6^      8^^^  sinio.iî:7 

18.  rj2    -— ^    =-: h   -^ ^H--^^^ 7. V--^ rz T.... 

HHi  siiia7C0s^           I  —  q'-              ^  —  q                i  —  q^^ 

Je  joindrai  en  outre  à  ces  formules  celles  qui  concernent  la  fonc- 
tion seconde  espèce,  savoir  : 

,,0'  4<7sin2a7        ^q'^ëinAx        4^^  sin6^ 

19.  0|  --    =^ 7^-^— 7 \-  — -, H..., 

^0  l—  q^               l  —  q'                 \  —  q^ 

^„  H'  4^^sin2^        ^\q'*s\n/\x        4g'^'sin6^    , 

^   H  1  —  ^2                i  —  q^               i  —  q^ 

.,  0'i  ^qsinix        4g2sin4^        45r3sin6^ 

^01  I—  q^              J  — t/^               I  —  q^ 

^„  H'  4r/2sin2:z7        4r/^sin4^        47631116.^ 

22.  ef  -^    =  taiig^4-  i-^^ 7--^— ^-^-^ —-H.... 
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Le  second  système  comprend  le  développement  en  série  de  quo- 
tients dont  le  dénominateur  est  l'une  des  fonctions  0,  le  numéra- 
teur le  produit  de  deux  autres  et  qui,  par  suite,  ne  représentent 
plus  de  fonctions  doublement  périodiques.  En  supposant  différents 
l'un  de  l'autre  les  facteurs  du  numérateur  et  posant,  pour  abréger, 

_1  _9  (2/?  — IP 

%n^  q   ''■  -^  q   ^ -^"'-^  q       *     , 

|l,,  =  I  -H  2^-1  -H  'xq-^  —.  ..-\-iq-^'^-^^\ 

on  a  ce  premier  groupe  de  fonctions,  savoir  : 

n=:\ 

n  —  1 

71  =  1 
9\Ç)  T  '«r^  (2  «  +  1^2 


5.        ^1  "ff-  =  tang^ -H  V  2  sin2/i57(— i)'^-i^^^' |l;i, 

7Z=:1 

0  H 1  "'^ 

G.        Oi  -— —  =  cot^ -H  >^  2  sin2  7i.ii7^«^|3;^, 

71  =  1 

0      H  V^  2(7Z-H)2 

'7.  6i    -^    ==:2;^2Sill(2/l  +  î)^^        ^'         |3„+i, 

711=0 

0  H  V^  _(2w_-M)_2 


0 


7i=:0 


9.         0 


0H 


-j-    =  tanga? —  >    2  sm2  7ia7^"   €;i, 


71  =  1 


10.  G  -U—  ~  ^o'^^  "^  ^  ^  sin2/icr(—  i)«^'^'  (ïl/,, 

7Z  =  1 
011  XI  '^^^^^ 

11.  0     -— -    =    >     2  Sin(27Z  +  l)  ^^        ^         C;i+i, 

7Î=  0 

12.  0 -^^  =  >    2  cos(2;i  +  i)^(— i)'^g      ^'       C/i-H 
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Si  l'on  suppose  ensuite  que  les  deux  facteurs  du  numérateur 
soient  égaux,  on  a  un  second  groupe  de  douze  fonctions  où  figurent 
les  expressions  suivantes.  Posons 

—  4  cos 4 xq'\q    '*  ~  q    '*) 

-\~  /\  cos  6 xq^\q    ^  —  q   ^ -\~  q     ^) 

U  =  -. '  4  èm3xq'^  \q"^') 

SI  11^  J  -/ 

-\- /[sixi'jxq  ^   \q    ^ — q    ■" J 


^9  /    -J.  -i 

sin  ~  xq 


4  _i_  r/~  '^  J 


En  désignant  par  Zj  et  Uj  ce  que  deviennent  Z  et  U  lorsqu'on 


met .^  au  lieu  de  x.  on  aura 


13.  ï]Oi  ^  -:        A0    -OZ, 

li.  T^Oi  ^  =       AH    +0U, 

lo.  ^Oi^i^       Ae,   -GZi, 

16.  T^Qi  1^ --       AHi-hOU,, 

11 1 

17.  r^O   ^  =       B01  +OiZi, 

18.  r,0   M  ::^_BH    4-OiU, 

19.  r,0   ^  =:=       BB    +OiZ, 

20.  'ffi   ^  z=_BHi  -hOiUi, 

lil 

21.  ^0^^=^     ce   H--^z, 

0202.  oOi^  =  — GÏI    4-TiU, 

23.  OÔi  -^  =       Cei   H-TiZi, 

fc)l 

24.  OOi  [^  =  -GHi  -H'/]Ui. 

11 1 
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Les  quantités  A,  B,  C  sont  des  constantes,  savoir  : 

A  =         Z    (o)  ==  i^anq'''\ 

n  —  3  1 

n  =  -  z,  (o)  =  4^  (-  0^««  q'", 

Dans  ces  formules  m  est  pair  et  /z  ^  3  (inod4),  les  coefficients 
a,;,  c,u  désignant  les  fonctions  numériques  délînies  par  ces  égalités 

où  6/ représente  tous  les  diviseurs  impairs  de  n  et  de  ?7i  inférieurs 
à  leurs  conjugués  et  d'  les  diviseurs  impairs  de  m  plus  grands  que 
leurs  conjugués.  On  a  d'ailleurs,  en  faisant  ^  =  o  dans  les  équa- 
tions 15,  16,  20,  ces  relations  dont  nous  ferons  usage  plus  tard  : 

r^3  ^  AOi— BO, 

Voici  maintenant  de  quelle  manière  les  deux  systèmes  de  fonc- 
tions conduisent  à  la  considération  des  formes  quadratiques  à  deux 
indéterminées  de  déterminant  négatif. 


II. 


Ayant,  à  cet  effet,  distingué  quatre  espèces  de  développements 
en  série,  suivant  qu'ils  se  composent  de  termes  en 

sin(2/^ -I- i)  ^,         cos('2/i  H- i)  ^,         s\n2nx,         cos2nx, 

nous  multiplierons  entre  elles  toutes  les  fonctions  du  premier  et 
du  second  système  qui  appartiennent  à  la  même  espèce,  de  ma- 
nière que  les  produits  obtenus  ne  comprennent  que  des  termes  en 
C0S2/IX.  En  intégrant  ces  produits  entre  les  limites  zéro  et-  on 

donnera  naissance   à  autant  d'expressions  fonctions   de   la  seule 

^  A 

quantité  q^  où  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  rj^  ou  q'  dé- 
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pendra  d'une  certaine  manière  du  nombre  des  classes  quadratiques 
de  déterminant  —  A.  Tel  est  donc  le  procédé  analytique  très  simple 
qui,  en  établissant  un  lien  entre  les  formes  quadratiques  de  détermi- 
nant négatif  et  les  transcendantes  ellipliques,  conduit  à  l'ensemble 
de  résultats  que  nous  allons  passer  en  revue.  Ces  résultats  d'ail- 
leurs se  classent  naturellement  d'après  les  intégrales  définies  de 
fonctions  ©,  d'où  ils  sont  tirés.  Ainsi,  en  premier  lieu,  s'ofl'rent 
les  combinaisons  obtenues  en  multipliant  respectivement  les  équa- 
tions 15,  18,  1,  2,  11  du  premier  système  avec  les  équations  5,  1, 
3,  7,  5  du  second,  et  où  l'intégration  s'effectue  d'elle-même,  savoir: 


(A) 


(18,  5) 

ef    r'e  dx^  -  05, 
^0              '^ 

(18,  1) 

71 

'r]3     j      e^dx  =~  r^^ 

(1,    3) 

(2,     7) 

71 

rfi\     f  e,dx  :==.-.  rfil 

(11,  S) 

Tï 

OOf     f\,dx=-  i)(}l. 

Celles-ci  seront  étudiées  ensuite,  savoir  : 

7T 

/     rfii},--dx=   '-  Af 


(S,    V 

et 

(1-2,  1) 


(B) 


(16,  2)  /    nn  -ordx  =  -\i)u 


(1-,  3) 
(13,  5) 
(6,     7) 


r2         (h)  2  7- 

TU 


Elles  sont,  comme  on  voit,  essentiellement  distinctes,  et  toutes  les 
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autres  de  forme  analytique  semblable  qu'on  pourrait  obtenir  re- 
produiraient, en  changeant  suivant  les  cas  le  signe  de  y,  les  mêmes 
fonctions. 


III. 


Legendre,  comme  on  sait,  a  le  premier  découvert  par  induction 
que  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  trois  carrés  dé- 
pendait d'une  manière  simple  du  nombre  des  classes  quadratiques 
ayant  pour  déterminant  ce  même  entier  changé  de  signe,  et  Gauss 
a  démontré  ensuite  ce  résultat  important  dans  ses  Recherches 
arithméticjues,  M.  Kronecker  a  remarqué  qu'on  y  est  également 
amené  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  mais  la  méthode  du 
savant  géomètre  suppose,  à  son  point  de  départ,  et  d'une  manière 
essentielle,  autant  que  je  puis  en  juger,  la  notion  arithmétique  de 
classe,  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  dans  la  voie  que  j'ai 
suivie.  Si  l'on  ne  distingue  pas  les  représentations  propres  et  im- 
propres, il  suffira,  en  elTet,  de  la  définition  seule  du  système  des 
formes  réduites  pour  un  déterminant  donné  ;  de  sorte  que  ce  théo- 
rème, dans  l'enchaînement  naturel  des  propositions  de  l'Arithmé- 
tique, pourra  être  placé  dès  le  commencement  et  à  côté  des  résul- 
tats qu'a  obtenus  Jacobi  sur  la  décomposition  en  quatre  carrés. 
Pour  justifier  cette  observation,  je  présenterai  en  détail  ce  qui 
concerne  la  formation  du  cube  de  la  fonction 


Gi  =  l  -\-  iq  -^  iq'*  -^  iq'^  -{-  ig 


16  . 


afin  aussi  de  pouvoir  me  borner  à  l'égard  des  autres  quantités  7j^, 
8,'/l-,  ...,  contenues  dans  les  formules  (A),  à  donner  seulement  les 
résultats. 

Considérons,  à  cet  effet,  les  séries  15  et  5  du  premier  et  du  se- 
cond système,  dont  il  faut  effectuer  le  produit,  savoir  : 

^2  ®I~ïi  ^^q  Unix        4^^sin4^        4^^sin6;27 

V0iH  i—q  i^cf-  i^q^ 


q'^  sin  '?.iix 

y 


{-^jr 
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et,  en  faisant  comme  précédemment, 

Ce  prockiit  devant  être  ensuite  intégré  entre  les  limites  o  et  -^ 
nous  ferons  usage  de  ces  formules,  qu'il  est  aisé  d'obtenir, 


^0 


s: 

TU 

r^-  TU 

/      tan ff  57  sin  2  nx  clx  =  (  —  i  )^^-i  -  • 
On  trouvera  de  cette  manière,  après  avoir  supprimé  le  facteur  -> 


Les  deux  premières  séries  qui  se  présentent  dans  cette  expres- 
sion se  développent  sans  difficulté  suivant  les  puissances  de  q.  En 
désignant  par  Jii  un  nombre  impair  quelconque,  par  ^{m)  le  nombre 
de  ses  diviseurs,  on  trouvera 

H- V  ((7—  3)cp(/72)^^-2^''S 

l'exposant  a-  prenant  la  série  des  valeurs  i,  2,  3,  etc. 

Pour  la  troisième,  en  remplaçant  d'abord  : par  le  déve- 

'  1       -  ^_^(_  ^y^  i 

loppement  ^l  ( —  i)^(/^+0^a/^^  q[\q  devient 


ce  qui  met  en  évidence  dans  l'exposant  q  le  déterminant  d'une 
forme  quadratique  (A,,  B,  C),  en  posant 
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Laissant  de  côté  pour  un  instaiiL  le  facteur  ( — ■  i)«(^^+<)^  dont  nous 
nous  occuperons  plus  tard,  observons  que  b  doit  recevoir  les  va- 
leurs 

o,     ±1,     ±9.,     ...,     ±(/i  — i); 

de  sorte  que  cette  forme  sera  réduite,  si  l'on  s'arrête  à  la  limite 

c'est-à-dire,  pour  plus  de  précision,  —  [\ i  )  lorsque  n 

sera  pair,  et  ±  i — ^ — j  lorsque  n  sera  impair.  Ge  premier  groupe 

de  valeurs,  si  l'on  fait 

71^  -^  n  -\-  an  —  b^  =  A, 

donnera,  et  une  seule  fois,  toutes  les  formes  réduites  de  détermi- 
nant —  A,  en  exceptant  les  formes  ambiguës  (A,  B,  G)  ou  2B  =  A 
et  G  =  A,  et  parmi  les  formes  (A,  o,  G),  le  seul  cas  de  A=:  G,  qui 
se  présente  quand  A  est  un  carré.  Dans  ces  divers  cas,  en  effet,  on 
serait  conduit  pour  le  nombre  a  à  une  valeur  négative. 

Gonsidérons  ensuite  la  seconde  série  des  valeurs  de  b^  savoir  : 


-f-  /;  —  '^ 

11 

2 

2 

lorsque  n  est  pair,  et 

fi  -1-  I 

n  -f-  1 

lorsque  11  est  impair.  Soit  z  une  quantité  égale  à  l'unité  en  valeur 
absolue  et  de  même  signe  que  b'^  en  faisant  la  substitution 

dans  la  forme 

nx'  -h  '1  hxy  +  (  /i  -H  i  -4-  ct)y'^^ 

on  trouvera 

n\'^  —  'iziji  —  bz)  XY  -+-  {211  —  ibz  ■+■  i  4-  a)  Y^, 

et  cette  transformée,  que  nous  désignerons  par  (A,  — ^  sB,  G),  en 
posant 

(j)  A  = /i,         B  ==  71  —  &£,         G  =  2 /i  — '26s  4- I -h  a, 

remplira  les  conditions  :2  B  <]  A,  '2  B  <<  G,  le  premier  terme  étant 
tantôt  plus  grand,  tantôt  plus  petit  que  le  dernier  G.  On  voit  donc 
maintenant  se  produire  une  série  de  formes  en  nombre  double  des 
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formes  réduites,  si  l'op  excepte  celles-ci  :  (A,  o,  C),  qui  ont  été 
précédemment  obtenues  pour  b  =^  o.  En  effet,  on  tire  des  équa- 
tions (i)  : 

et,  en  permutant  A  et  C, 

(3)  71  =  0,         b  =  z(C--B),         a  =  A-'2]l—i, 

Ainsi  chaque  forme  réduite  non  ambiguë  donne  effectivement 
deux  systèmes  différents  (/i,  b^  a),  où  n  et  a  sont  positifs  et  b  com- 
pris entre  les  limites  assignées.  Mais,  à  l'égard  des  denx  formes 
ambiguës  (A,  sB,  A),  les  équations  (2)  et  (3)  coïncident,  et  pour 
celles-ci  :  (:2iB,  eB,  C)  les  équations  (3)  conduisant  à  une  valeur 
négative  de  a,  on  n'a  de  même  et  pour  chacune  d'elles  qu'un  seul 
et  unique  système  de  nombres,  /z,  ^,  a.  Si  l'on  avait  d'ailleurs  à 
la  fois 

on  ne  pourrait  employer  ni  les  équations  (2),  ni  les  équations  (3), 
de  sorte  que  cette  forme  est  absolument  exclue,  comme  plus  haut 
le  cas  de  A  =  C  dans  le  groupe  des  formes  ambiguës  (A,  o,  C). 
En  résumé,  soient,  pour  un  déterminant  donné  A  :  H  le  nombre 
des  formes  réduites  non  ambiguës,  h  le  nombre  des  formes  ambi- 
guës de  l'espèce  (A,  o,  C),  h'  le  même  nombre  à  l'égard  des  deux 
suivantes  :  (2B,  B,  C),  (A^  B,  A),  l'expression 

3  H  -f-  /i  -1-  2  A' 

sera  le  nombre  des  systèmes  (/z,  bj  a)  qui,  sous  les  conditions  re- 
quises, satisfont  à  l'équation 

;^2  -T-  71  -h  an  —  b-  =  ùi. 

Mais,  si  A  est  un  carré  ou  le  triple  d'un  carré,  ce  nombre,  d'après 
les  exceptions  relatives  aux  formes  dérivées  de  (i,  o,  i)  et  (2,  1,  2), 
devra  être  diminué  d'une  ou  de  deux  unités.  On  peut  d'ailleurs 
l'écrire  de  cette  autre  manière  : 

3£)  —  'ih  —  h\ 

en  introduisant  le  nombre  total  des  classes  de  déterminant  —  A 
qui  est 

;(P  =  ir  +  A  -i-  h\ 


Hosted  by 


Google 


252  OEUVRES    DE    CHARLES    II  E  II  M  I  T  E  . 

Maintenant  revenons  au  facteur  ( —  i)«(/^+0  qui  joue  dans  la  ques- 
tion un  rôle  essentiel.  En  posant  en  premier  lieu 

A  ^:^  n^         B  =  ^,         G  =  71  -+•  I  +  a, 

et,  en  second  lieu, 

A  =  ;i,         V)  =  n  —  6  £,         Qx  ~  111  —  2  ^  s  -H  i  -h  a, 
et 

G  =  /i,         B  =  n  —  Z>  £,         A  =  2  /i  —  2  6  £  -H  I  -i-  <^, 

on  trouve  toujours  Ja  même  valeur 

a(/i -hi)  =  A -H  A -H  B  -i- G  H- I         (moda). 

Il  en  résulte  que  pour  tout  déterminant  le  facteur  ( — i)«(/'+0 
sera  égal  à  +  i  si  Tun  au  moins  des  termes  extrêmes  A  et  C  est 
impair,  et  à  —  i  si  tous  deux  sont  pairs.  En  faisant  cette  distinc- 
tion dans  les  formes  réduites,  nommons  ^0  le  nombre  total  de  ces 
formes,  Aq,  h\  celui  des  formes  ambiguës  des  deux  espèces  dont 
nous  avons  parlé,  où  l'un  des  termes  extrêmes  est  impair,  et  %^^ 
Aj,  A',,  les  expressions  de  même  signification  dans  le  cas  où  les 
deux  termes  extrêmes  sont  pairs,  on  aura  évidemment 


ce  qui  donne  la  loi  du  développement  suivant  les  puissances  de.^', 

11  .       •  'V  r/'^'+^|<;i  T  •  '  1    '  ^        1  • 

de  la  série  >    — ^— —  •  La  partie  que  nous  avons  isolée  a  dessein 

2(2/.i  +  A;-2Ao~Ai)^^ 

s'évalue  à  l'aide  des  résultats  qui  suivent. 

Soit  d'abord  A  =  /?z,  m  étant  impair,  on  aura, 

^^0  =    " \ — ^  ?(/?0j 

4 

1  _    ^ 

A,  =  0,  h\  ='^[~  '^    '    c?("0- 
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Et  ensuite  pour 

(     /;,o  =::  0{m),  [     Ii/q    =   O, 

(   Aj  r=  o,  (   A'i  =  O  ; 

/  Ao  =  ç(/?2),  /   a;  =  o, 

i  /^i  =  -i  cp(7?z),  i  a;  =  ^  ^(m); 

A  =  4. 2*^  m, 

Al  ==  —-—  o(77i),  Al  ^  — ^  ^{fn). 

On  en  conclut 

7«  +  1 

^(2h,^  a;  -  2  Ao  -  K)  ryA  :=.  ^  ^"'\^     ~ '-  ?  (^^0  ^/''^ 
Il  en  résulte  qu'en  remplaçant  dans  l'équation  fondamentale 

les  trois  séries  par  leurs  valeurs,  on  verra  les  deux  premières  dé- 
traire cette  partie  qui  provient  des  formes  ambiguës,  et  il  restera 
simplement 

Toutefois,  si  A  est  un  carré  ou  le  triple  d'un  carré,  le  terme  gé- 
néral doit  être  remplacé  par 

ou 

Mais  on  peut  éviter  ces  deux  cas  d'exception  en  ajoutant  deux  sé- 
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ries  de  termes  de  la  forme  ^'^'  et  5^^'^';  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

on  aura  de  cette  manière 

Of  =  2  '^(^0  -  ^50  ^A  H-  3 0  +  4£  -  C). 

C'est  le  résultat  auquel  est  parvenu  M.  Kronecker,  en  employant 
la  considération  des  modules  qui  donnent  lieu  à  la  multiplication 
complexe,  car,  d'après  les  dénominations  de  ce  savant  géomètre, 

on  aura 

€%  =  F{\\         f)i=.(?(A)-F(A), 

et,  par  suite, 

On  a  donc  deux  méthodes  absolument  distinctes  qui  rattachent 
par  un  double  lien  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  propo- 
sitions de  Legendre  et  de  Gauss  sur  la  décomposition  des  nombres 
en  trois  carrés.  Ces  illustres  géomètres,  en  poursuivant  au  prix  de 
tant  d'efforts  leurs  profondes  recherches  sur  cette  partie  de  l'Arith- 
métique supérieure,  tendaient  ainsi  à  leur  insu  vers  une  autre  ré- 
gion de  la  Science  et  donnaient  un  mémorable  exemple  de  cette 
mystérieuse  unité  qui  se  manifeste  parfois  dans  les  travaux  analy- 
tiques en  apparence  les  plus  éloignés. 
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Comptes  j'eiidus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LV,  1862  (II),  p.  G84. 


La  méthode  de  M.  DirichJet  pour  la  détermination  du  nombre 
des  classes  de  formes  quadratiques  de  même  déterminant,  et  celles 
qu'on  a  tirées  récemment  de  la  considération  des  fonctions  ellip- 
tiques dans  le  cas  des  déterminants  négatifs,  conduisent  pour  la 
même  question  à  des  solutions  tellement  différentes,  qu'il  semble 
aussi  difficile  de  trouver  un  lien  quelconque  entre  leurs  résultats 
qu'entre  les  principes  sur  lesquels  elles  se  fondent.  Ce  que  laisse 
à  désirer  à  cet  égard  la  théorie  des  formes  quadratiques  parait  te- 
nir à  l'absence  de  quelque  principe  essentiel  auquel  on  serait  sans 
doute  amené,  soit  en  découvrant  une  démonstration  purement 
arithmétique  des  propositions  de  M.  Kronecker,  soit  en  tirant  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  expressions  mêmes  de  Diri- 
chlet.  En  accordant  la  préférence  à  ce  dernier  point  de  vue,  j'ai  dû, 
comme  première  préparation,  faire  de  la  méthode  de  cet  illustre 
maître  une  étude  qui  m'a  conduit  peut-être  à  abréger  et  à  simpli- 
fier en  quelque  chose  son  analyse,  et  voici  sous  quelle  forme  je  la 
présenterai. 

1. 

Soit 


m 


=  a^b^c^.,.  k'^ 


un  nombre  entier  décomposé  en  ses  facteurs  premiers  a^b^c^  •  •  •  )  '^  5 
l'expression 


I  \  /         1  \         /         I 
a 


,,(,„)  =  ,„(j__j  (,__!...(,        ^^ 
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OU,  en  développant  le  produit  des  facteurs  binômes, 


,(,..,^„,-2ï+2S-2 


ni 


abc       '  '  '       abc. . .k 


représente  le  nombre  des  entiers  moindres  que  m  et  premiers  avec 
lai.  Je  commencerai  par  généraliser  cette  expression  en  considé- 
rant le  nombre  des  termes  premiers  à  m  dans  la  suite 


ï,     2,     D, 


où  n  est  quelconque.  Si  l'on  désigne,  suivant  l'usage,  par  E(.2^)  le 
plus  grand  entier  contenu  dans  x^  ce  nombre  sera 


abc  }         '  '  \  abc . . .k 


Pour  plus  d'uniformité,  je  remplacerai  le  premier  terme  n  par 
E(/?.);  on  obtient  par  là  une  expression  où  il  est  possible  de  mettre, 
au  lieu  du  nombre  entier  /2,  une  variable  quelconque  x^  à  savoir  : 

*(.)  =  E(.)-yE(ï)^yEfi:UYEm-....±E 


aj      ^sÀ     \ab]      ^d.     \abcj      '"  \abc...k 

La  signification  arithmétique  de  cette  fonction  sera  d'exprimer 
le  nombre  des  entiers  non  supérieurs  à  x  et  premiers  à  ni^  en  fai- 
sant toujours 

m  =  a'^b'^cY.  , .  A>^. 

Pour  m  =:  I  et  afin  de  compléter  la  définition,  nous  conviendrons 
de  poser 

c'est-à-dire  de  réduire  la  formule  à  son  premier  terme.  Enfin,  en 
désignant  par  s  une  quantité  comprise  entre  +  i  et  —  i,  et  par  jj« 
le  nombre  des  facteurs  premiers,  «,  Z>,  ...,  /r,  on  voit  aisément 
qu'on  a 

m  '  ' 

c'est  la  propriété  de  cette  fonction  dont  nous  ferons  principale- 
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IL 

Soit  encore  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite 

I  ,     '2,     3,     .  .  .  ,     71, 

qui  sont  en  même  temps  premiers  à  m  et  divisibles  par  un  nombre 
donné  i.  Gomme  les  multiples  de  i  dans  cette  suite  sont 

?.',  2  i,   Si,   . . . ,  E  (  —  )  ?*j 


ce  nombre  est  le  même  que  celui  des  entiers  non  supërieurs  à  -  et 
premiers  à  in\  ainsi  il  est  donné  par  l'expression  $  (  -  j  •  C'est  à 
ce  moment  que  se  justifie  notre  convention  de  faire,  pour  jn  =  i  ^ 

^{x)  =  E(a?), 

car  alors  la  formule  doit  donner  le  nombre  des  multiples  de  i  qui 

ne  sont  pas  supérieurs  à  /i,  et  par  suite  coïncider  avec  E  (  -  j  •  De 

là  résulte  entre  <ï>(^)  et  E(^)  une  certaine  analogie  de  rôle  que  la 
question  suivante  rendra  manifeste. 
Soit  F(/i)  une  fonction  ainsi  définie 

la  somuie  comprenant  tous  les  nombres  i  qui  sont  diviseurs  de  n. 
On  vérifie  aisément  qu'on  aura 


i/<-'=2/<'->=(? 


En  effet,  dans  le  premier  membre  un  terme  quelconque /(i')  est 

amené  par  toutes  les  quantités  F(/r)  où  k  est  multiple  de  /;  il  se 

trouve  par  conséquent  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  multiples 

de  i  dans  la  suite 

I,  2,  3,    ...,  n, 

et  c'est  précisément  ce  qu'exprime  le  second  membre.  Modifions 
H.  -    II.  17 
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maintenant  cette  relation   en  introduisant    d'abord   la    condition 
y,(^)  =  o,  lorsque  l  n'est  pas  premier  à  un  nombre  donné 

m  ^^  a^ bvcl .  .  .  /c^, 

et  posant  ensuite 

F(Â:)  =  o, 

lorsque  pareillement  k  n'est  pas  premier  à  m.  On  voit  alors  que 

n 

dans  la  somme  ^    F(A')  un  terme /(O  ^st  autant  de  fois  répété 

1      ^ 
qu'il  y  a  dans  la  suite  i ,  2,  3,  .  . .,  ^  de  termes  divisibles  par  i  et 

premiers  à  m.  On  aura  donc,   au   lieu  de  la  relation  précédente, 

celle-ci  : 


2,Pa,=2/('-.*(T; 


que  nous  emploierons  bientôt  à  la  recherche  du  nombre  des 
classes.  Mais  il  est  nécessaire  de  rappeler  d'abord  quelques  résul- 
tats sur  la  représentation  des  nombres,  par  le  système  des  formes 
non  équivalentes,  de  même  déterminant  D. 


III. 


A  cet  effet,  nous  désignerons  par  n  un  entier  positif,  impair, 
premier  à  D,  et,  en  nommant  S^  le  plus  grand  carré  qui  divise  D, 
nous  ferons 

Cela  posé,  voici  les  deux  théorèmes  fondamentaux  établis  par  Di- 
richlet  au  moyen  des  considérations  les  plus  élémentaires  et  qui 
pourraient  être  placés  parmi  les  premières  propositions  de  la  théorie 
des  formes  quadratiques. 

1°  Le  déterminant  D  étant  négatifs  la  somme 
OU  i  désigne  tous  les  diviseurs  de  n^  et  l  —  \  le  symbole  généra- 
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Usé  de  Le  gendre,  ex  prune  de  combien  de  manières  diffé- 
rentes (^)  t^ entier  n  est  susceptible  d'être  représenté  par  les 
formes  non  équivalentes,  composant  V ordre  proprement  pri- 
mitif de  déterminant  D. 

i""  Le  déterminant  étant  positif,  Ict  même  expression,  sauf 
le  facteur  2  qu^on  supprime, 


donne/et  encore  le  nomb/'e  des  représentations  de  n  par  les 
formes  non  équi<s>alentes  de  V ordre  proprement  primitif  ^  mais 
sous  les  con  ditions  suivantes  :  Premièrement,  on  choisira,  pour 
représenter  n^  des  formes 

ax-  +  1  hxy  +  cy'^- , 

oh  a  soit  positif  et  c  négatif;  en  second  lieu,  x  et  y  devront  être 
positifs  et  satisfaire  à  cette  condition 

OÙ  T  et  U  sont  les  plus  petits  nombres  qui  donnent 

T-2_  DU2  =  I. 

On  voit  que  dans  ces  propositions  figurent  exclusivement  les 
nombres  impairs  et  premiers  au  déterminant.  Les  valeurs  des  in- 
déterminées X  et  7,  qui  rendent  ainsi  une  forme  impaire  et  pre- 
mière à  son  déterminant,  se  distribuent  en  certains  systèmes,  tels 
que 

(A)  :z7  =  2Dp-i-a,         jK  =  2Dw-h^, 

V  et  w  étant  des  entiers  arbitraires,  a  et  [3  étant  choisis  dans  un 
système  de  résidus  suivant  le  module  2D.  Leur  nombre,  si  l'on 


(1)  Les  déterminants  — i  et  —  3  font  exception,  le  nombre  des  représentations 
étant  respectivement  pour  ces  deux  cas  : 


4i:(^ 


'-3\ 
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représente  par  D^  la  valeur  absolue  de  D,  est 

2Dicp(Di)         ou         4DiT(Di), 

selon  que  D  est  impair  ou  pair.  Ce  dernier  résultat  rappelé,  voici 
maintenant  de  quelle  manière,  en  n'ayant  en  vue  que  la  détermi- 
nation du  nombre  des  classes,  il  nous  a  paru  possible  d'abréger  la 
belle  analyse  de  Diriclilet. 

IV. 

Revenons  à  l'équation 

1  1 

pour  y  faire 

OLi(-r  )  est  le   symbole  de  Jacobi,  avec  la  convention   de   poser 
-r  )  =  o  lorsque  i  ne  sera  pas  premier  à  D.  Alors  les  expressions. 

suivant  que  D  est  négatif  ou  positif,  donneront,  en  vertu  des  pro- 
positions précédentes,  le  nombre  des  représentations  de  l'entier  n^ 
parle  système  des  formes  proprement  primitives  de  déterminant  D. 
Mais  ces  propositions  supposent  essentiellement  n  impair  et  pre- 
mier à  D,  de  sorte  que,  pour  tout  nombre  k  qui  ne  satisfait  pas  à 
ces  deux  conditions,  nous  devrons  supposer  F(A-)  =:  o.  En  consé- 
c[uence,  il  faut  déterminer  la  fonction  <ï>  en  prenant  m  =:  2Di,  ou 
simplement  m  =  D, ,  selon  que  le  déterminant  sera  impair  ou  pair. 
Pour  mieux  préciser,  bornons-nous  au  premier  cas  :  les  expres- 
sions 

n 

F(n)  =  -2  V    (^^)  ^  (^\      pour   D  négatif, 

1 
n 

¥{n)  =     "5^    (  "^  )  "^  (   w      P^"^  ^  positif, 
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auxquelles  nous  sommes  ainsi  amenés,  donneront  donc  la  somme 
des  nombres  de  représentations  pour  tous  les  entiers  positifs,  im- 
pairs et  premiers  à  D  de  un  à  /?.  Or  on  peut  obtenir  cette  même 
somme  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  bien  différent,  comme  on 
va  voir.  En  supposant  d'abord  le  déterminant  négatif,  faisons  cor- 
respondre, à  chacune  des  formes  (a,  6,  c)  qui  composent  l'ordre 
proprement  primitif  de  ce  déterminant,  une  ellipse  ayant  pour 
équation  en  coordonnées  rectangulaires 

ax^  -\-  2  bxy  +  cy^  —  n. 

On  reconnaît  sans  peine  que  le  nombre  des  points  dont  les  coor- 
données sont  exprimées  par  l'ensemble  des  formules  (A), 

X  =^  iDv  ^  (Â^        y  —  iiyw  -^  ^, 

et  qui  sont  situés  dans  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  cette  ellipse, 
donne  précisément  cette  somme  des  nombres  de  représentations 
par  la  forme  (a,  6,  c)  des  entiers  considérés  ci-dessus.  En  second 
lieu,  supposons  D  positif,  nous  aurons  un  résultat  entièrement 
analogue,  en  faisant  correspondre  à  chaque  forme  (a,  6,  c)  de 
l'ordre  proprement  primitif  une  hyperbole 

ax'^  -+-  1  bxy  -+-  cy^  =  n. 

Effectivement,  d'après  les  conditions  propres  aux  déterminants 
positifs,  le  nombre  de  points  dont  les  coordonnées  sont  l'ensemble 
des  formules  (A),  et  qui  sont  compris  dans  l'intérieur  ou  sur  le  con- 
tour du  secteur  hyperbolique,  terminé  d'une  part  par  les  droites 


y  =  0,         y  =  ^ ^,—  X, 


aV 
^  T  -  bU 


et  de  l'autre  par  la  branche  de  courbe  s'étendant  du  côté  des 
abscisses  positives,  coïncidera  avec  la  somme  des  nombres  de  re- 
présentations appartenant  à  la  forme  (a,  è,  c). 

On  va  voir  quelle   conséquence  importante  résulte  de  cette  se- 
conde manière  d'exprimer  F(/i). 
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V. 


Rappelons,  à  ceL  effet,  la  proposition  de  Dirichlet  sur  le  nombre 
des  points  compris  dans  l'intérieur  d'un  contour  fermé,  et  donnés 

par  les  formules 

^  =  a(^  H-  a,         y  =  bw  -H  [3, 

OÙ  ^  et  iv  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  +  oo.  Si 
l'on  suppose  a  et  b  positifs,  ainsi  qu'on  peut  toujours  le  faire  en 
changeant  le  signe  de  <^  et  cv,  et  qu'on  désigne  l'aire  du  contour 
par  (7,  on  aura  sensiblement  —j  pour  la  valeur  de  ce  nombre  quand  a- 
est  très  grand.  Ce  résultat  ne  contenant  pas  a  et  [3,  si  l'on  a  [j.  sys- 
tèmes de  valeurs  des  coordonnées  ne  différant  que  par  ces  con- 
stantes, —y  sera  la  somme  de  tous  les  nombres  de  points  ainsi 
'   ab  ^ 

exprimés  et  qui  sont  compris  dans  l'intérieur  du   même  contour. 
Cela  posé,  l'aire  de  l'ellipse 

ax'^  -f-  •!  hxy  ~\-  cy-  =  72         où         b-  —  ac  =  —  Dj 

est 

mz 


celle  du  secteur  hyperbolique, 

/ilog(T  +  U»/D) 


le  nombre  [j.  des  systèmes 

;r  =  2Dp  +  a,         y  =  'iX)  w  -^  ^, 
puisque  nous  supposons  le  déterminant  impair,  est 

'2Dicp(D,). 

ab 

dans  le  premier  cas^ 


A^insi  -—  sera 


et 


/icp(D)lQg(T-+-U  y/P) 


dans  le  second. 

4  v/D3 
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Telles  seront  donc  pour  n  très  grand  les  expressions  approchées 
de  la  somme  des  nombres  de  représentations  par  une  forme  (a^b^c) 
de  déterminant  D  positif  et  négatif  des  entiers  positifs,  impairs  et 
premiers  à  D  qui  sont  compris  de  l'unité  à  n.  Ces  expressions  ne 
contiennent  pas  a,  6,  c;  le  déterminant  seul  y  figure,  de  sorte  qu'il 
suffira  de  les  multiplier  respectivement  parle  nombre  A,  des  classes 
de  l'ordre  proprement  primitif,  pour  en  conclure  la  valeur  appro- 
chée de  la  fonction  précédemment  désignée  par  F(/z).  Il  vient 
ainsi 


2 


/D? 


2.    (  ~^  )  *^  (  ~  )       dans  le  cas  de  D  négatif, 


et 


— I- — ^ — ^^ — ^  h  =     y       —  )  <i>     -r  )        dans  le  cas  de  D  posUif . 


4 


y/D3  ^^^i   ^     W  V    ^ 


Or  on  a,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  en  commençant, 

m  ^ 

le  nombre  m  d'ailleurs  a  été  pris  égal  à  2D,,  de  sorte  qu'en  divi- 
sant par  n  les  deux  égalités  pour  j  supposer  n  infiniment  grand, 
on  trouvera  les  expressions  remarquables  découvertes  pour  la  pre- 
mière fois  par  Dirichlet,  savoir  : 


71        Jmài  \    l   /   l 


1 


/,=  2V/D  V    /®\  ' 


log(TH-U/D) 


Z(t)7. 


la  première  se  rapportant  aux  déterminants  négatifs  et  la  seconde 
aux  déterminants  positifs  (  ^  ). 


(^)  Je  dois  m'empresser  de  déclarer  qu'ayant  eu  occasion  de  m'entretenir  avec 
M.  Liouville  de  cetle  manière  d'arriver  aux  résultats  de  M.  Dirichlet,  j'ai  appris 
de  notre  savant  confrère  qu'il  y  était  parvenu,  de  son  côté,  en  se  servant  des 
propres  indications  de  M.  Dirichlet,  et  l'avait  fait  connaître  à  ses  auditeurs  du 
Collège  de  France. 
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REMARQUES 


LE  DÉVELOPPEMENT  DE  eos. 


aiTi  X. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences^  t.  LVII,  i863  (II),  p.  6i3 
et  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  1864,  2*^  s.,  p.  '289. 


En  développant  suivant  les   puissances  de  l'argument  les  trois 
fonctions  sinani^,  cos  am^,  A  am.^;,  on  obtient  les  séries  suivantes  : 

sin  am ^  =  ^  —  (i  h-  /r^  )  — ^ — -  _+-  (  1  _]_  [  4  A;2  _4_  /^4  j 


1.2.3.4.5 


cos  ama;  =  i   — h  (i  +  4^^^)  ' 


1.2  [.2.3.4 

Ld^mx  —  \   ~  k'^ h  ( /f '^  H-  4 k^ )  ■ 


1.2                              1.2.3.4 
OÙ  le  coefficient  d'un  terme  auelconcrue, ^ ? :^ ? 

^  ^  I.2.3...2^1+I       1.2.0. ..2;^ 

est  une  fonction  entière  et  à  coefficients  entiers  du  module  A--. 
Mais  jusqu'ici  il  n'a  pas  été  possible  d'en  obtenir  l'expression 
générale,  et  tout  ce  que  l'on  sait  à  leur  égard  résulte  simplement 
des  relations 

sin  am  (  kx^  -]  =  k  sin  am  (^,  k)^ 

cos  am  (  kx^  -  )  =  A  am(  ^,  k). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  coefficients  de  sinam^  sont  des  poly- 
nômes réciproques  et  que  le  développement  de  cos  am^  donne 
immédiatement  celui  de  A  am^.  C'est  de  cette  fonction,  cosam^, 
que   je   vais   m'occuper  en    ce   moment,   me    proposant    d'établir 
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à  l'égard  des  coefficients,  dont  voici  les  premiers  d'après  Guder- 
mann  : 

IH- 4<>8 /c^ -I- 912 /c^  +  64 A:6, 

n-  3  688  /c2  -H  3o  768  Â-^  -H  1 5  808  k^  +  256  k\ 


la  remarque  suivante  : 

Posons  A"  =  cosÔ  et  introduisons  les  arcs  inultiples,  au  lieu  des 
puissances  du  cosinus;  en  les  multipliant  chacun  par  k^  on  trou- 
vera successivement 

/:  +  4^'^  =  4  cos6  -\-  cos3  0, 
k  4-  44A3-t-  i6/f5  ==  44  cos6  -H  16  cos3e  -}-  cosoO, 
k  -f-  408  /:=^  -4-  912/:^  +  64/x-^  —  912  COS0  -{-  4^8  cos3  6  -+-  64  cos5B  -4-  cos;  6, 


On  aperçoit  dans  ces  égalités   que   les  puissances  de   k  et  les 
cosinus  des  multiples  de  9  ont  précisément  les  mêmes  coefficients. 

Or,  en  général,  si  Ton  représente  le  coefficient  de — 

'  ^  ^  r  1.2.3..  .{in  -I-  2) 

dans  le  développement  de  cosam^  par 


AqM-  Ai/c2-h  As/c^'-h.  . 
on  aura  cette  relation  : 


•  knk^^'  - 


2, 


A./c^s 


V  A,-  cos2^'+i  6  =  y  A,'  cos(  2  ^1  +  1  —  4  z:*)  6, 

qu'on  peut  facilement  démontrer,  comme  on  verra.  Mais  je  veux 
d'abord  faire  voir,  par  un  exemple,  comment  elle  sert  à  calculer 
directement  les  nombres  entiers  Ao,  A^,  Ao,  etc. 

Soit  /i  ==:  4  *  en  faisant,  pour  simplifier,  A/==4^<^/7  ^^  posant 
Ao  =  I ,  on  trouvera,  en  remplaçant  par  les  arcs  multiples  les  puis- 
sances du  cosinus 

cos6  4-  4«i  cos-^6|^-  i6<^2  <"^os^6  -\-  64<^3  cos'^O  -i-  256^4  cos^ô 

=  cos6  -^  ai(cos  3  6  +  3  cosô)  +  «2(005  5  6  -1-  5  cos36  -f-  10  cos6) 
-4-  «3(00576  -1-  7C0556  4-  21  005 36  h-  35  0056) 
-f-  «4(00596  -\-  9  00s  7  6  H-  36  00s  5  6  -t-  84  005  3  6  -h  126  cos6). 
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On  en  conclut,  entre  les  quatre  inconnues,  les  cinq  équations  que 
voici  : 

4^]  =  ^2-+-    7^3-4-  36<24, 

i&a.2  =  I  H-  3 ai  -j-  10^2+  35«3-i-  126^4, 
6/ias  =  ai  -f-  5^9+  21  «3  4-  84<^4, 
206^4  =  «3+  9^4. 

Leur  somme  conduisant  à  une  identité,  on  peut  omettre  l'une 
d'elles,  et,  si  l'on  exclut  la  troisième,  un  calcul  facile  donne 

«1  =   922,  «2=1928,  «3  =   247,  «4=1. 

ce  qui  conduit  en  effet  au  coefficient  rapporté  plus  haut,  d'après 
Gudermann.  Laissant  de  côté  l'étude  de  ces  équations  considérées 
en  général,  et  me  bornant  à  remarquer  les  valeurs 

A,.  =  4^ 
A,^-,  =  4^«-i  — f2/i  -Hi)4'^-i, 


A,= 


16 


j'arrive  à  la  démonstration  de  l'égalité 

^  A/  cos2^"^-i6  =^  A/cos(2/i  -+-I—  4^)6, 


et  à  cette  occasion,  comme  j'aurai  à  faire  usage  de  la  transforma- 
tion du  second  ordre,  je  vais  donner  diverses  formules  qui  s'j 
rapportent  et  qui  peuvent  être  utiles  dans  bien  d'autres  cir- 
constances. 

La  principale,  celle  dont  toutes  les  autres  peuvent  être  tirées,  est 


(i-f-  A-)^,  • 


Va- 


0  -I-  A)  si Q  am.T 
i  -f-  k  sJn-am^ 


Il  suffît  pour  cela  d'opérer  tour  à  tour  sur  les  fonctions  au  module 
primitif  A'  et  au  module  transformé,  en  employant  les  relations  de 
la  transformation  du  premier  ordre;  on  le  démontre  en  partant  de 
ce  théorème  arithmétique  que  tous  les  systèmes  linéaires 


a,     b 

c,     d 
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dans  lesquels  ad  —  bc  est  un  nombre  premier  p^  sont  donnés  par 
un  seul  d'entre  eux 

I,      o 

o,    p 


a,     p 


en  le  composant  à  droite  et  à  gauche  avec  des  systèmes 

au  déterminant  i.  Or  l'ensemble  des  relations  relatives  à  la  trans- 
formation du  premier  ordre  consiste  dans  ces  formules,  savoir  : 


sin  am  (   kx^    -r    )  —  >^  sin  d^mx^ 


cos  a  m  (  kx^  -7  )  = 
A  am     (   kx^  j    \  = 

sin  am  (  i>,  k'  )  = 
cos  am  (  ix,  k'  )  = 
A  am      (   ix,  k'   )   = 

•k'x,  i  j  = 
ik'x,  p  j 


A  am 


A  am 


A  am 


A  am.27, 


f  sin  ùmx 

cos  am^ 

[ 

? 

cos  ama7 

A  amx 
cos  ain^ 

ik'  sin  am.^ 

j 

cos  am^ 
A  am^ 


ik'x,  —.     = 

k  /        cos  am:z7 


.,       ik'\         ik  sin  am^ 

ikx,    -r-         — î 

k   J  A  am^ 


ikx. 


ik' 


Aam^ 


.,       ik'  \        cos  ama? 

ikx,  -y-      =  — , 

k  J  A  ama7 


,,        ik\  k'  sin  am  r 
k  /  Aam;r 

.,    ik 

k  X,  -77  , 

k  /  A  ama^ 

k'  X.   -j-r  )  =  

k  J  A  am^ 
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On   en    tire,    par    un   calcul    facile  pour    la   transformation   du 
second  ordre,  les  formes  suivantes  : 


IL 


III 


IV. 


VI. 


A  am 


A  am 


(i  -\-  k)x, 
(i  -f-  k)x. 
(i  -f-  k)oc, 

(i  -f-  k')ix, 
(i  +  k')ix^ 
(i  -4-  k')ix^ 


.s/k 


i-hk 

2  SI  k 
I  -f-  k 

is/k' 

IH-/? 

2v/F 


\  ■ 


-k' 


(i  -f-  /{•)  sin  amiP 
I  -h  /r  sin^  a  m,?? 

cos  a  m  37  A  divax 
I  4-  k  sin'^  am^ 

I  —  k  sin^  am^ 
I  -i-  k  sin2  am^ 

i{\  +  k')  sin  am^  cos  a/Ti^r 

I  — (i  -f-  /{•')  sin^  am.'T 

A  am.r 
I  - 

I- 


■  (i  -T-  k')  sm^  am^ 
-  (i  —  k')  sin2  am^ 


I  —  (  j  -4-  /i:'  )  sin  2  am x 


,j,        .j.       iJikk'  ( A'-f- t'A")  sin  am:r  / 


A  am:r 
j 

ami?7 


A  am 


(A'   -F    t'A)^',     -—- TJ 

-k 


(l  -h  /f)z:a7, 

(l  -f-  Ajtzï^, 

A  am     I    (I  H-  /f)f.T, 

(1  +  k:)x, 

(i  -H  /i:')a7, 
A  am      J    (i-t-A')a7, 

(/c —  ik')x^ 

{k  —  ik')x^ 

A  am     \  {k  —  ik' )x^ 


"k    J         co 


I  —  (  /:  —  z:7i:'  )  A-  sin'^  am  x 

I  —  (A  -^  z:A')A  sin 2  ama? 
I  —  (A  —  ik')k  sin-  am^ 

A)  sin  am.r 


cos  amx  A  am^ 


-A 


1  _  I  -F-  A  sin  =^ 
J        cos  ama?  A 


^  am.r 
A  ain^ 
A  si  n  2  a  m  ^z- 


-^  A 
—  k' 


cos  a  m  37  A  am37 

(i  -f-  A'  )  sin  a  m  37  cos  am37 


A  am3s' 

■  (i  +  A')  sin 2  am37 
A  a  m  37 
(i  —  A')  sin-  am.r 


A  -f-  ik'  1  _  (A_ 
A  -  ik  J  ~~ 


A  -}-  jA' 
A— 7a 
A  -h  ik' 


'-\-- 


A  a  m  37 

-  ik')  sin  am37  A  am37 

cos  am37 
(A  —  ik!  )  A  sin^  am 37 

cos  am37 
A  -\-  ik'  )  A  sin 2  am  37 


cos  am37 
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J'omets  d'écrire,  pour  abréger,  toutes  celles  qui  en  résulteraient 
par  le  changement  de  signe  de  k  ou  A'^,  et  par  le  changement  des 
modules  transformés  en  leurs  inverses,  et  ne  conduiraient  pas,  par 
conséquent,  à  de  nouvelles  formes  analytiques  dans  les  seconds 
membres. 

C'est  dans  le  dernier  groupe  que  nous  trouverons  la  relation 
conduisanl  à  l'identité  que  nous  vouions  établir.  En  partant,  en 
effet,  de  l'égalité 


1 


cos  am    (  /:  —  ik  )  x ^ 


ik' 


k  -  ik' 


I  —  {k  —  ik'  )  k  sin'^  a  m  a; 


cos  aai^ 


on  en  déduira,  par  le  changement  de  signe  de  k' ^ 


■  ik'  )x^ 


cos  am    (/f    ,    ..,.  y  .^, 
d'où  il  sera  facile  de  tirer 


k  —  ik' 


-  ( /:  -h  ik'  )  k  siii-  am  x 


(A"  -f-  ik' )  cos  am 


\(k- 


ik'  )x^ 


k  -H  ik' 


k- 


'1 


ik' 

k-~ik'~ 
k  -+-  ik' 


ik  cos  am^. 


-y-  {k  —  ik' )  cos  am  \{k-r-ik') x. 

Or,  en  posant 

k  =  cos6, 

cette  égalité  prendra  cette  forme 

e^'Q  cos  d.m.{e-^^x,  e^/Oj  _|_  ^-^'9  cos  dim{e^^x,  e—^^^)  =  1  cos 6  cos  aaia?, 

et  la  relation  que  nous  nous  sommes  proposé  de  démontrer  en 
résulte  évidemment,  en  comparant  dans  les  deux  membres  les 
coefficients  d'une  même  puissance  de  la  variable. 

Relativement  à  sinam^,  ce  serait  iine  formule  de  la  transfor- 
mation du  quatrième  ordre  qLii  donnerait  une  conséquence  sem- 
blable. Partant  en  effet  de  la  relation  suivante  : 


.•(i  +  v//0'^     (i-y/y^y^ 


i-AT 


•  k  sin^  am.r  —  cos  sunx  A  am:r 
sin  am^ 
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on  en  déduira  aisément 


(i —  / —  ^J    sin  am 


(1+/^)^ 


=  1  ik  sin  aiii^, 


et  l'on  en  tirera,  pour  la  détermination  des  coefficients  du  déve- 
loppement de  sinam^,  des  relations  analogues  aux  précédentes, 
mais  d'une  forme  un  peu  moins  simple. 
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SUR 

QUELQUES  FORMULES  RELATIVES  AU  MODULE 

DANS 

LA  THÉORIE   DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LVII,  i863  (II),  p.  993 
Ql  Journal  de  Matliématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  1864,  'i*^  s.,  p.  3i3. 


Les  expressions  en  produits  infinis    des  fonctions  elliptiques, 
savoir  : 

2 K ^         I  •i\l qûwx{\.~iq''-  cos  'ix-\-q'){^i  —  iq'^  cos  2 :p  h-  q^\ i  —  2^*^  cos 2 ^ -i-  ^^2)_, 

71  J\  (l  2^  COS2;r  M-^'-^)(l  2.^"'^COS2.r-i-^*^)(l  2  ^-^  COS  2  ^  H- t^  ^")  .  .  . 

lY^x  /k'  2\/ q  cosx{i^2q^cosix-{-q^)(i^2q^cos'2X^q^)(i-\-'iq^co^2X  -^q^'^)... 

TC  y       k  (l 2  ^  C0S2:î?-r-  ^^)(l   — 2  ^"^  COS  2  ^  4- ^ '^)  (  l  — 1  q^  CO'è'l  X -^  q^^)  .  .  . 

2  K ;r         ,j-,      {\^  'iq  cos 2 ^  -h  9^ -  )  ( i  -h  2  g '^  cos 2 a?  H-  ^^  ) (  [  -h  2 g^  cos 2 a:^  -4-  ^ ^ *>  ) .  .  . 
am =  Y  k — — : r— ? 

TU  (l —  29-  (^08257  4-  ^^)(^I  —  2Cjr-^  C0S2^  -i-  ^f' )'^1 —  2  ^^  COS  2  ^  -h  9'^*^)  .  .  . 

donnent  immédiatement,  pour  la  racine  quatrième  du  module  et 
de  son  complément,  des  fonctions  uniformes  à  l'égard  de  la 
variable  w  définie  en  posant  q  =  e^'^^.  C'est  ce  qu'on  voit  dans  les 
Fundamenta,  §  36,  où  sont  établies  ces  relations 

t/T -  *A   h'^ {\^q'^){i^q'-n(y^g')"-. 


(l4-^)(l^^^)(H-r)--- 

OU  encore  sous  forme  entière 

{/I    =s/l.l/q[{l^q^^){l-^q^){l--^q^)...]^[{l-q){l-q^){l-q"^)...l 
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Mais  cette  conséquence  importante  ne  résulte  pas  des  développe- 
ments sous  forme  de  quotients  de  séries  des  mêmes  fonctions, 
savoir  : 

2K^  r         i^/qsinx  —  2  i/c/'^  s'inScc  ^  2  vc/^^  s'inox - 

sin  am  =  — —       — ^-^^ ; ^^—^ 

TU  J /.        I — '2q  cos'ÀX  -^  iq^  cos,^x  —  2^''*cos6^- 

2lix        ^    /k'   2  sj q  C0S.2?  -V-  2  \/ q^  cos  3 x  -i-  2  v/V/'^s 

cos  am =  i  /  .- ^L-L h-L l_z — 

7ï  y     K    1  —  2q  C0S2X  -^  2q*  cos  l\X  —  2  q'^ 


A  a  m 


2l^X 


cos  6  a?  -f- 
2q  cos  2^  -f-  2^^  cos  4^-1-  2^9  cos 6^  -1- 


l  —  2q  cos  2  57  - 


iq^  cos,_|  ^  —  2q'^  cos 6^  ■ 


car  c'est  seulement  alors  la  racine  carrée  du  module  et  celle   de 
son  complément  qui  sont  données  en  fonction  de  q  par  ces  for- 


de 


t  y/g  +  2  \/q^  ■ 


■  2  y  q^""- 


s/k   = 

1  — n  ^^  q  ~1~  ^  ( 

/-jj  ^    l—2q-+-2q^-2q^-h.,.  ^ 

I  -H  2  g  M-  2  ^^  -H  2  ^9  -H  .  .  . 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'établir,  pour 

sin  am^,       cos  a  m  ^,       A  am^, 

de  nouveaux  développements  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  ana- 
logues aux  précédents,  mais  qui  donneront  aussi  bien  que  les  pro- 
duits infinis  les  racines  quatrièmes  de  k  et  k'  comme  fonctions 
uniformes  de  la  variable  co.  On  en  déduira,  en  effet,  ces  formides 
remarquables,  où  le  signe  ^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  positives 
et  négatives  de  n 


i/k  = 


^^  = 


4  7 


v/2.  v/^2^*"'"^^'' 


V  q^fi'-^n 

7 

/à 

•^^^I(- 

iyiq2fr'+n 

2^-'^' 

gin^ 

/^ 

^+ri 
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et  auxquelles  Jacobi  est  déjà  parvenu  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Uber  unendliche  Reihen,  cleren  Expoiienteii  zugleich  in  zwei 
verschiedenen  c/uadratischen  Forrnen  entlialten  si?id,  en  les 
déduisant  des  produits  infinis  en  q  rapportés  plus  haut.  Les  pro- 
priétés si  importantes  auxquelles  donnent  lieu  ces  quantités  \/k 
et  y k' ^  lorsqu'on  y  remplace  co  par  — -y—?  <^5  b^  c,  d  étant  des 

nombres  entiers  assujettis  à  la  condition  ad —  bc  =  i  ^  résultent 
de  ces  formules  et  peuvent  être  établies,  comme  j'espère  le  mon- 
trer, d'une  manière  simple  et  facile. 


I. 


Pour  abréger  l'écriture,  je  conviendrai  de   désigner  les  quatre 
fonctions 

''  2 K ^ \        ^    / '2Kcc\        ^^  /■2Ka?\        ,,    / 2  K ^ '■ 


0 


H, 


par  9(^),  9i(^),  '^{^)^  '''ï\{^)')  de  sorte  qu'on  ait,  en  mettant  en 
évidence  la  quantité  co  dont  il  a  été  question  tout  à  l'heure, 

6    (^,  co)  :=  [  —  iq  ces 2^  -t-  'iq^  cos4^  —  2^9  cos6^  -H.  .  ., 

0,  (^,  W)  ==  I-i-  2^  ces  2^  -1-  2^^  C0S4^  -H  2^9  C0S6^  -h  .  .  .  , 

y;   {x^oj)  —  i\/ q  sin^  —  i\/ q^  sin'Sx  +  i\j q^-^  sinii^  —  .  .  ., 

'r\\{x^  W)  =  2  y/g  ces  37-1-  2\/g9C0S3a7-i-  2\/g2S  COs5a7  -H.  .  .  . 

Gela  posé,  la  transformation  du  second  ordre  donnera  ces  deux 
systèmes  de  relation 


2 -ri?  (.2; 
H.  -  II. 


,")  =  [/ 


H- A-e,(a?,  - 


VT^«(-l)l\/v' 
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0    (jt-,  oj  )  0i(^,  oj)  =  \J k'  6(9.^,  2W  )  4  /  - — 7 
Y]   (^,  (x))r,i(i?7,  w)  =:  y//c'  7]  (2 a;,  2(jo)4  /^^ — , 


-r]    (37,  CD  )  6   (^,  w) 


-21 


^^(-i)v/? 


^   TQiCrr,  w)6.i(^,  w)  =  -^-rii  (^,  -1  1/  — , 


Y]     (^,  W)  61  (^,  to)  = 


r]i  (  37,  w)  6  (37,  co)  : 


"  '\Jkk' 


2K 

71 


"  s/kk' 


V/'I 


'r]i    37, 


^)i/^^ 


et  c'est  le  second  dont  je  vais  faire  usage  comme  il  suit  : 
Considérons,  par  exemple,  le  sinus  d'amplitude  :  on  aura 

2K37  r     71(37,  tjû)  I     71  (37,  co)  6.1  (37,  w) 

sm  am =  —-=  -^ =  — r  ■^. -5— (  • 

TT  ^7^6(37,0))        ^X:  0(37,  0))  61(37,  w) 

Or,  en  employant  la  première  et  la  cinquième  de  ces  relations,  on 
obtiendra  de  suite 


2K37 


ou  bien 


s/'^sjk         0(237,20)) 


iK37_   y/2  y/9' sin37  +  y/^9  sinS-T?  —  y/^^bginS^ 


TT 


^/^    1  —  29^2  C0S4^  4-   'iq^  COS837  —  2  9^18  COS  12  37  - 


et  le   même  procédé   de  transformation,   appliqué    à   cos  am 
2K37 

71 


2  K37 


et  A  am ^  donnera  les  résultats  crue  voici  : 


\/'lsJk       9(22?,  2W)  ^/f 


X    ^2/^2_|_/^  cos  (4  /î  -1-  1)37 


^  2K37  +—  4/77  \  2 


'C/F^ 


=  (/! 


'^1      ^ 


/^,      ^~^    ^     j  2^~    O^^^'^/i^+zi^Qg^^^^,^     J^^^ 
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et,  en  second  lieu, 

ilix        i/'ie^        'r\(2X,  2  0J)  I  '    jh^-^ 

am  =  S— ^^ '- =  7-=: ^ ? 

^  v/2  v^^  V  ^S'^'+^"  sin(8^ -h -2)^ 


cos  am  ■ 


/-     4  /  A"  ^    71  (  '. 


4//r^^ 


/r»        /  ^    w\  \/  /c"^ 


Tels  sont  donc  les  modes  nouveaux  de  développement  des  fonc- 
tions elliptiques,  qui  manifestent  immédiatement  que  les  quan- 
tités \/k  et  \/k'  sont  des  fonctions  uniformes  de  03.  Il  suffit  en  effet 
de  poser  ^  =  o  dans  les  deux  dernières  équations  du  premier 
groupe  pour  obtenir 


^k    =- 


~)      s/'2>\/'q^(—iy'q^'''-^'' 


s/~^     6(0, 20a)  2(~iy^-^^^^ 


_      _  zjTç  'n  1  (  o 


co  -F  I  ' 


'^nlO,    -j  ^q^n^^n 


c'est-à-dire  deux  des  formules  rapportées  plus  hauit  d'après  Jacobi, 
et  dont  les  autres  se  tirent  aisément,  comme  nous  le  verrons  bien- 
tôt. Quant  aux  équations  du  second  groupe,  elles  donneraient,  en 
prenant  le  rapport  des  dérivées,  deux  termes  pour  ^=:  o, 

_  '2  v/2  sjq"^  2  ^  ^  '^  "^  ^  )  ^8/.2+4/i 


\Jk'-^=^ 


V  (—  1)^^(4/2  -^  l)  ^2/^2-+-/^ 

^(4/1-4-1)9'''''"^'' 

. J 

2(— I)'^(4/^  -+-  i)^2/.^+« 


les  signes  2,  s^é tendant,  comme  précédemmeni,  aux  valeurs  posi- 


tives et  négatives  de  n. 
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Mais  ces  nouveaux  développements  n'ont  pas  seulement  pour 
objet  de  conduire  à  ces  conséquences,  que  je  vais  donner  princi- 
palement en  vue  de  l'étude  des  quantités  '\/~k  et  '{/ k'  ;  j'en  indiquerai 
encore  un  usage  dans  la  question  suivante  : 


11. 


La  dérivée  de  sinam^  étant  exprimée  par 


^{\  —  sin^  am^  )  (i  —  k~  sin^  ama?), 

il   est  naturel   de   se  demander  si  les  combinaisons  suivantes  des 
facteurs  du  radical 


\  (;27,  k)  =r  y/(  1  4-  sin  am^)  (i  -H  k  sin  am^), 


X|  ( ^,  k)  =  v/(  i  -T-  sin  am ^ )  (i  —  k  sin  am cû ) 
représenteront  aussi  bien  que 


cos  am^ 


=  y/i —  sin'^  am^  et         A  am^  =  ^1  —  k'^  sin^  am^ 


des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Or,  en  désignant  par  a  une 
racine  quelconque  des  équations  X[x)  =  o,  )\|  (x)  =  o,  on  recon- 
naît aisément  que  les  développements  ).(a  -+-  s),  X,  (a  -j-  s)  com- 
mencent par  un  terme  proportionnel  à  e,  de  sorte  que  d'après  les 
principes  connus  (' )  on  peut  assurer  déjà  que  ces  fonctions  sont 
uniformes.  On  trouve  en  effet,  par  exemple, 

^  ,      ^,         ,  / r  V  I — Â:sin2am£  —  cos  ams  A  ams 

À(—    K-4-   £)   =    /  [-t-   k- ; ; 

et  la  quantité  sous  le  radical  est  une  fonction  paire  de  s,  qui  s'an- 
nule avec  cette  variable.  Mais  il  reste  à  trouver  leur  expression 
analytique,  et  l'on  y  parvient  d'une  manière  facile  comme  il  suit. 


(^)    Voyez  l'ouvrage   de   MM.   Briot  et   Bouqu^st  sur   les  fonctions   doublement 
périodiques. 
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i-k' 


Changeons  k  en ^  et  :i?  en  (i  -[-  k')x^  en  employant  la  formule 

[,,,        I  —  k'^        (i -h  A')  sin  am.'27  ces  ama? 
{\  -^  k  )x^  — ^ — 77     =  


A  am^ 


on  trouvera 


X 


{i-\-  k' )oo^ 


i  —  k' 


'■] 


A  am^ 
\,  1(1-4-  A:')^,  ^^^  1 


y/t  —  /c2  sin'*  am^  h-  2  sin  am^  ces  ani^  A  am^, 


=  v/i  — '2^"  sin'-^  aniJ^H-  A:'-  sin'^  dim.x ^ik' sin  ama?  ces  ama?  A  am^r. 

A  am  X 

Or  il   arrive   que   les  quantités  sous   les  deux  radicaux  sont  des 
carrés  parfaits,  à  savoir  : 

(  ces  am^ -T- sin  am.'T  A  am:r  )-     et     (/r' sin  am.'r -h  cos  ama;  A  am^z;)''^, 
de  sorte  qu'il  vient  simplement 

A     (  I  -^  k'  )x.  )-.     =  si 

l.[u^k')x^}^]  = 

Posons  encore  avec  Jacobi 


cos  am^ 
m  am^  H =  sin  am^  -h  sm  coam.r, 

A  am  X 

k'  sin  am^ 

cos  am^  H =  cos  am^  -t-  cos  coam^. 

A  am.r 


^(2)  ^ 


I  +  k' 


i-f-  /i:' 


ces  quantités  désignant  ce  que  deviennent  k  et  K  parle  change- 
ent  de  et  en  r/^  ou  de  co  en  203,  et  mettons  ^^ — '-  au  lieu  de  ^  ;  on 


ment 

de  q  en  ^^  ou  ( 

le  03 

aura 

A         ? 

Tï 

/C(2! 

>^1  [    ^ 

/,C2) 

2K^         .  aKa? 

=  sm  am h  sm  coam ? 

=  cos  am h  cos  coam 


C'est  à  ce  moment  que  nous  ferons  remarquer  l'avantage  des  nou- 
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velles  formules 


iKx        e 
sin  am 


iTl  (  tu  ■+-   ï 


^  \/o.\^'k      ^(^^^  '-^-^) 


T/  /T'     "^ii      ^' 


car  elles  donnent,  avec  le  même  dénominateur, 


1% 


2K^         e"T     ■1>|^'— I 


cos  coam 


2K^;  I       Jk'     '"^(^'2/ 


A"     6(  257,  2  w) 

de  sorte  qu'ayant,  comme  on  le  vérifie  de  suite, 

/    0)  +  r\         /    w  + 1  \      /-    ^       /       '^      ^    \ 


/TU 


1  ,  ^  Cl) 

on  en  conclut,  en  remplaçant  x  el  (ù  par  -  et  - 


2     /  \  42 

^  Cl) 


2  37  —  TT       O) 


2y^7'    ^r       2         COS  (  4  71  -h   l) 


•IX  —  TT 


et 


X  ^ 


X,p^,/c     = 


V^'^i  ^( — \)'^  q^^' cos  inx 

77-  /2:Z7  —  ir      (JL)  +  2\ 


r  2  >    ( —  l)«  g  «'cos  2  7137 

Dans  ces  formules,  k^  ei  k[  désignent  ce  que  deviennent  le  module 
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el  son  complément  par  le   changement  de   w  en  -,  et  ont  pour 


valeur 


_  _^  i-k 

Y        H-  A-  \-        1  -H  /r 

Sous  forme  de  séries  simples,  on  aurait 

.    ,r  V  /-  v^  "^°°  g«cos(4n-l-0  (  -  —  7 


s/k 


1 
^'^  cos(4  7^  H-  1)  ( 

-?) 

2n  +- 
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LES  FONCTIONS  DE  SEPT   LETTRES, 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LYII,  t863  (II),   p.  750. 


En  représentant,  suivant  l'usage,  un  système  de  p  quantités  in- 
dépendantes par  la  notation  ^/,  où  l'on  suppose 


i  =  o, 


toute  substitution  entre  ces  quantités  pourra  se  représenter  analy- 
tiquement  de  la  manière  suivante  : 


^6  (0  J 


la  fonction  8  (i)  étant  déterminée  de  manière  à  reproduire  dans  un 
autre  ordre  l'ensemble  des  p  valeurs  de  l'indice.  Ce  n'est,  il  est 
vrai,  qu'une  abréviation  de  la  notation  explicite 


^6, 


011  a,  Z>,  ..  .,  k  sont  les  nouveaux  indices,  et  qu'on  obtient  immé- 
diatement par  la  formule  d'interpolation;  toutefois,  on  verra  qu'on 
en  tire  quelques  résultats  intéressants,  au  moins  à  l'égard  des  fonc- 
tions de  sept  lettres,  en  prenant  pour  symboles  de  distinction,  au 
lieu  des  indices  /=  o,  i,  2,  ...,/?  —  i ,  un  système  de  résidus  sui- 
vant le  module/?.  Sous  ce  point  de  vue,  la  formule  d'interpolation 
se  simplifie  en  effet,  comme  nous  allons  d'abord  le  montrer. 
Soit,  pour  un  instant, 

(j^{x)  =  x{x  ~i){x  —  i)...{x — p-\-i)\ 
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on  aura,  comme  on  sait, 

a7Cp.'(0)  (^ l)  cp'(l)    ~^'  ■  *  {X  —  p  -^I)  ^' {p  —l) 

Or,  en  supposant  p  premier,  et  employant  le  théorème  connu 

co(.^)^^/^  —  X         (mod^), 
d'où 

cp'(a7)  =  — I. 

on  trouvera  immédiatement 

%{cc)  =  ~  a{xP-^  —  \)  —  bx{xP-^-  -+■  xP-^  -i-.  .  .-+-1) 

—  ex  (  xP-^-  -4-  1  xP-^  -h  ...  -h  2/^-2  )  —  .  .  . 

—  kx^xP-""-  -h  (p  —  i)xP-^  -f-.  .  .+  (p  —i)P-^], 

Ordonnant  par  rapport  à  ^',  et  remarquant  que  les  nombres  a, 
6,  ...,  A',  coïncident,  sauf  l'ordre,  avec  un  système  de  résidus,  de 
sorte  que  leur  somme 

a -h  b -h.  .  .-h  k  ^  o       (modp), 
il  viendra 

%[x)  =  a  —  x        [b  -h  iP-^c-h.  ..+  (/?  —  \)P-^-k] 


.  ^/^-2[^_^2c        +.  .  .H- (/>  —  i)Â:       ], 


ce  qui  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  du  degré  p  —  2,  et 
dont  voici  la  propriété  caractéristique  : 

Formons  la  suite  des  puissances 

62  (^),     63  (^),      ...,     6/^-2  (^), 
et  soit,  en  général, 

je  dis  qu^on  aura 

Effectivement,  a,  6,  . .  .,  k  représentant  dans  un  ordre  quelconque 
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un  système  de  résidus,  on  a 

6^^(o)  +  6^H0  +.  . .+  ^'^(p  —  i)  =  a"  +  Z?«  H-.    .+  k'^ 

=  i'^  H-  2.'^  -I-.  .  .-f-  k^^ 
^  o     (mod  p), 

de  sorte  qu'en  éliminant  dans  9'^  (^)  les  puissances  de  x  dont  l'ex- 
posant est  supérieur  à  />  —  1,  à  l'aide  de  la  relation  œ^~^  ^  i ,  le 
coefficient  du  terme  indépendant  auquel  on  sera  ainsi  amené  devra 


Et,   réciproquement,   tout  polynôme  à  coefficients   entiers,  de 


degré  p  —  2 


qui  remplira  ces  conditions,  pourra  servir  à  désigner  une  substitu- 
tion, car  en  faisant,  pour  un  instant, 

6(o)-=a,         e(i)  =  6,  ...,         Q(p  —  i)  =  k, 

la  fonction  (x  —  a)  (x  —  b) .  .  .[x  —  k)  coïncidera,  en  vertu  des 
relations 

avec 

xP  —  X         ou         x{x —  l)...(^  — /»-f-l), 

et,  par  conséquent,  a,  Z?,  ...,/:  représenteront  un  système  de  ré^ 
sidus. 

Ces  premières  remarques  faites,  nous  allons  les  employer  à 
l'étude  des  substitutions,  en  partant  de  ce  fait  évident  de  lui-même 
que,  si  9(^)  est  une  fonction  quelconque,  propre  à  représenter 
une  substitution,  la  suivante  : 

'^{x):==:a^{x  ^  P)  +  T, 

en  excluant  la  valeur  a  ^  o,  aura,  quels  que  soient  ^  et  y,  la  même 
propriété.  Or,  il  est  aisé  de  définir,  dans  un  tel  ensemble  d'expres- 
sions, une  forme  réduite,  unique,  qui,  une  fois  connue,  donnera 
toutes  les  autres,  et  ce  qui  se  présente  le  plus  naturellement  c'est 
de  déterminer  a  de  manière  à  rendre  égal  à  l'unité,  dans  2r(^),  le 
coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée  de  la  variable,  [3  en  faisant 
disparaître  le  coefficient  de  la  puissance  immédiatement  inférieure, 
et  Y  enfin,  de  sorte   qu'il   n'y  ait   pas  de   terme    indépendant.   On 
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pourra  même  chercher  à  réduire  ultérieurement  3(^),  en  considé- 
rant l'expression  a3(a^),  où  il  restera  encore  un  entier  arbitraire, 
après  qu'on  aura  rendu  égal  à  l'unité  le  coefficient  du  terme  du 
plus  haut  degré.  La  notion  des  formes  réduites  ainsi  établie  pour 
les  fonctions  6(^)7  nous  allons,  en  considérant  les  cas  de  /?  =  5  et 
p  r=:  rj^  montrer  comment  elles  se  déterminent. 

Premiet^  cas  ;  jo  =  5. 

Les  formes  réduites  sont 

'b{x)^x^       cc^,       x'^ -h  ax  ; 

la  seconde  est  à  exclure  attendu  que 

"^'^ (x)  ^  X^  ^  I, 

et  il  ne  reste  à  considérer  que  la  dernière  dont  le  carré  est 

x^  -H  2ax^  -^  a'^x^  ^  x^{i  -+-  a-)  -\-  9.am 
Devant  faire  disparaître  le  terme  indépendant,  il  faut  poser 


toutes  les  autres   conditions   se   trouvant   d'ailleurs  remplies  par 

l'expression 

'^(x)~x^, 

il  en  résulte  que  la  totalité  des  substitutions,  pour  un  système  de 
cinq  lettres,  s'obtiennent  en  employant  pour  indices 

OÙ  l'on  n'excepte  que  la  valeur  a^  o.  M.  Betti  avait  donné  déjà 
ce  résultat  dans  le  Tome  II  des  Annales  de  Tortolinl  et,  récem- 
ment, M.  Brioschi  en  a  fait  l'application  la  plus  ingénieuse  dans 
son  beau  travail  sur  la  méthode  de  Kronecker  pour  la  résolution 
de  l'équation  du  cinquième  degré  [Actes  de  V Institut  Lombard^ 
année  i858). 

Deuxième  cas  :  p  ^=z  ^ . 

On  devra  partir  des  expressions 

2i"(^j^^,       57-,       x'^-^ax^       x'*  -^  ax"^  -\-  bx^       x^ -\~  ax^ -^  bx"^  ■-\- ex ^ 
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dont  la  seconde  et  la  troisième  sont  d'abord  à  rejeter,  le  terme  in- 
dépendant existant  nécessairement  dans  le  cube  de  l'une  et  le  carré 

de  l'autre.  Soit  donc 

?i{x)  ^  x'-* -^  ax^ -\- bx. 

Le  terme  indépendant  de  3^(^)  donne  immédiatement  a  ^  o.  On 
trouve  ensuite 

d'où  cette  condition 

3è2^_i  =  o,         ^  =  d=3, 

et,  par  conséquent,  ces  deux  formes 

Sf(;2?)  ^  ,r* -1- 3^7,         x^  —  'ix. 

La  seconde  se  ramène  à  la  première  en  recourant  au  dernier  mode 
de  réduction  que  nous  avons  indiqué  en  commençant.  On  trouve, 
en  effet,  en  prenant  ^ (^x)  ^  x''  —  3^, 

a^  ?2{ax)  ^  x'^  —  3  a^x^ 

de  sorte  qu'il  suffit  pour  y  parvenir  de  poser  a^  ^  —  i ,  c'est-à-dire 
de  prendre  a  non  résidu  de  7.  Gela  étant  connu,  on  obtient,  pour 
la  série  des  puissances, 

2r  (  a?)  ^    ^^  -4-  3^5 
^2(^)  =  6^5  _^  3^S 
'^•^{x~)~    x\ 
Sr^  i^x)  ^  3:r^  -H    x^ 
^S^i^x)  ^  3^^  -t-  Ç)X-. 

Ainsi  toutes  les  autres  conditions  se  trouvent  remplies  d'elles- 
mêmes. 

Soit,  en  dernier  lieu, 

'^ {x)  ^  x^''  ^  ax^  -1-  bx'^  4-  cx.\ 

on  aura,  en  égalant  à  zéro  les  termes  indépendants  dans  le  carré, 
le  cube,  et  la  quatrième  puissance, 

2C  -+-  a^  ^  o, 

è(3  -4  6ac  H-  è^)  =  o, 
ab^  -h  /i  b~ c^  -^  2  (1  a  -+-  c^)  (i  4-  sac  -h  b'^)  ^  o. 
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La  seconde  équation  conduit  à  supposer  d'abord  6  ^  o,  ce  qui 
réduit  la  dernière  à 

(2a  -+■  c2)  (i  -t-  2ac)  =  0. 
Or,  en  y  faisant 

c  =  —  -  a2  =  3a2, 
2 

elle  donne  l'identité 

2  (  a  -1-  a''-  )  (  T  —  a^  )  =  2  (  a  —  a^  )  =  G  ; 

on  a  donc  cette  expression 

^{x)  ^  x^ -+- ax^ -^  "^a"^ x^ 

où  a  reste  indéterminé,  mais  que  nous  pouvons  ramener  aux  cas 
de  a  ^  o,  a  ^  I  et  a  ^  3,  d'après  la  relation 

a!^(aa7)  ^  x^  —  aoi'*  x'^  -h  3  «^^2^. 

On  vérifiera  aisément  que  la  cinquième  puissance  ne  renferme  pas 
d'ailleurs  de  terme  indépendant.  Supposons  enfin  que  6  ne  soit 
pas  ^o,  les  deux  dernières  équations  donnent,  en  j  faisant  ce=  3a^, 


d'où  ces  deux  solutions 


3  —  3  a^  -+-  Z>'2  ^  o, 
a  H-  a*  ^  o, 

Q^    =  o,  ^  ^  =h  2, 

a"^  ^  —  I ,         b  ^  ±  \\ 


on  en  conclut  ces  nouvelles  formes  réduites 

^{x)  ^  X^  ±1  237^, 

^(x)  ==  ;r^  -H  ax^  ±  x"^  ■+■  "ia^x     (  a  non  résidu  quadratique  de  7), 
que  nous  ramenons,  en  opérant  comme  tout  à  l'heure,  à  celles-ci  : 

'^ { x)  ^  x^  -h  3  x^  dz  X-  —  X. 

En  résumé,  toutes  les  substitutions  d'un  système  de  sept  lettres, 
au  nombre  de  5o4o,  se  trouvent  représentées  de  cette  manière. 
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la  fonction  9(^)  prenant  successivement  ces  formes 


x^  dz  'ix'^ 


x^ 


■  ax'^ 


(a  quelconque), 


oa'^  X 


:  x'^  -^  3a-x     (a  non  résidu  de  7). 


C'est  le  résultat  que  j'ai  déjà  indiqué  dans  une  Lettre  adressée  à 
M.  Brioschi,  et  publiée  dans  les  Annales  de  M.  Tortolini;  je  vais 
le  compléter  en  présentant  quelques  remarques  sur  les  diverses 
fonctions  S(^),  et  me  servant  à  cet  effet  des  formes  réduites  pré- 
cédemment obtenues,  savoir  : 

2r(^)  ^  x^  -^  3^, 

X^  H-  2^^, 

57^  H-  ^3  -h  3^, 

^^  -h  3^^  —  X, 

x'^  -\- Z  x'^  -ài  x^-  —  X . 

A  l'égard  des  deux  premières,  je  distingue  en  deux  groupes  les 
valeurs  de  x,  suivant  leur  caractère  quadratique  par  rapport  au 
module  7;  on  trouvera  ainsi 

x^  -\-  3x    ^  IX  {x  résidu  quadratique  de  7), 

^4-^  (^  non  résidu  de  7), 

x°  -+-  2X''  ^^  DX^  {x  résidu  quadratique  de  7), 

^  X-  (x  non  résidu  de  7). 

Pour  la  troisième,  je  distinguerai  les  indices  en  résidus  cubiques, 
et  non  résidus  par  rapport  à  7,  et  il  viendra 

x^  -h  x'^  -^^  0 X  ^  —  'ÀX         (x  résidu  cubique  de  7), 
^  -h  IX         (x  non  résidu  cubique). 

Pour  les  deux  derniers  enfin,  on  parviendra  encore  à  des  formes 
monômes,  mais  sous  un  point  de  vue  bien  didérent,  car  on  trou- 
vera 

n 
X^-ir^X'^  —   X^'àx^.  X<i-i. 

2 


—  —  j^^ 


x> 


7 
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et,  par  suite,  en  faisant  s  =  di  i , 

^5    -f-   3.273    -I-    £^2    __    ^   =    ^3    _|_    c)  ^'2  ^    <      -;, 

Ces  i^emarques,  qu'on  vérifie  facilement,  autorisent  jusqu'à  un 
certain  point  peut-être  à  supposer  que,  dans  l'étude  des  formes 
analytiques  de  substitution  pour  un  nombre  premier  quelconque/) 
de  lettres,  les  expressions  que  nous  avons  nommées  réduites  se  ra- 
mènent elles-mêmes  à  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en  consi- 
dérant les  valeurs  de  l'indice  comme  résidus  ou  non  résidus  de 
puissances  dont  l'exposant  diviserait  yj  —  i,  ou  bien  encore  comme 
divisées  en  ces  deux  séries 

X  =  i.     1,     3 ,      ....  - — ^ —  .5 

/?  -f-  I         /^  +  3 
ce  =   ^— 1 j»       •  •  •  7      p  —  i. 

Soit,  par  exemple  (*)?  i-^i^e  substitution  réduite  de  la  forme 

/    e^        \  (    E^ 

il  est  clair  qu'on  aura  simplement 

â'(^)  ^  'lax^         {x  résidu  de  p), 

^^ibx^         {x  non  résidu  de  p): 

c'est  à  cette  catégorie  qu'appartient,  dans  le  cas  de/?=  7,  l'expres- 
sion 

^{x)  ^  57^  'IX'^, 

qui  vérifie  les  relations 

'^\a?J(x)  H-  61  =  lab'^^i  X  -\ ^  )  H (b^ ^  ib'^)     (a  résidu  de  7), 

L        '     ^  -"  \  a*  b  /  a 

'^\'^(x)]  ~x. 


(^)  Avant  cet  exemple  dans  lequel  7;  est  un  nombre  premier  quelconque,  Her- 
mite  donne  un  autre  exemple  où  />  =  3  (mod4);  nous  l'avons  supprimé  dans  le 
texte,  car  le  passage  nous  parait  contenir  des  inexactitudes.  E.  P. 


Hosted  by 


Google 


288  OEUVRES    DE     CHARLKS    HEHMITE. 

Il  en  résulte  qu'on  a  un  système  de  i68  substitutions  conjuguées 
représentées  ainsi  : 

(    -S.r  )  (    -^.r  ) 

['         )  \         (^  résidu  de  7); 

f    ■^ax-hb    )  {    ^a9j  (,r-hb)'\-c    ) 

d'où  cette  conséquence,  indiquée  pour  la  première  fois  par  M.  Kro- 
necker,  qu'une  fonction  de  sept  lettres,  invariable  par  ce  système 
de  substitutions,  ne  peut  avoir  que  trente  valeurs  distinctes. 
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LETTRE  DE  M.   HERMITE  Â  M.   BRIOSCHL 


Journal  de   Crelle,  t.   63,   1864,  p.   3o. 


((  En  appelant,  comme  vous  le  faites  (^),  U  la  forme  cubique 
proposée,  H  le  hessien,  K  le  covariant  du  sixième  degré,  et 


d\] 

d\} 

d\} 

dx 

dy 

dz 

^H 

dYi 

dYL 

dx 

dy 

dz 

d¥. 

dis. 

d¥. 

dx 

dy 

dz 

le  covariant  du  neuvième  degré  que  vous  avez  à  bien  juste  titre 
introduit  dans  la  théorie,  j'ai  remarqué  qu'il  est  décomposable  en 
facteurs  linéaires  et  que  tous  ses  invariants  sont  des  puissances  du 
discriminant  de  U.  On  le  prouve  au  moyen  de  l'expression  corres- 
pondante à  la  forme  canonique  U  =  ^-^  -|-jk^  +  s^  +  6  l xyz^  qui 
est 

abstraction  faite  d'un  facteur  numérique,  R  étant  le  discriminant. 

))  D'une  manière  analogue,  en  ajoutant  aux  trois  contra  variants 

que  M.  Gayley  désigne  ainsi,  PU,  QU,   FU,  le  contravariant  du 


(1)   Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LVI,  i863  (I),  p.  3o4. 
H.  -  IL  19 
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dFV  dFU  dF\] 

d\  dr^  dZ^ 

^QU  6/QU  ^QU 

d'ç  "d^        ^C 

^FU  d¥\]  d¥\] 


il  = 


(^^  dr^  dX^ 

on  parviendra,  si  l'on  supprime  an  facteur  numérique,  à 

d'où  résultent  les  mêmes  conséquences  que  pour  0. 

»  Mais  la  valeur  de  Q  sous  forme  de  déterminant  suggère  natu- 
rellement d'appliquer  votre  méthode  à  la  relation  PU  =  o  en  mul- 
tipliant par 

a        p       Y 

d\     d'(]     dX^ 
ce  qui  donne 

OA  r=.  3(QU  6/  FU  -  ^FU  ^  QU )  {a ^^^ 

sous  la  condition  admise  PU  ==  o. 
»   Effectivement  il  est  aisé  d'obtenir 


dV\]       ^  dV\}\ 


di\ 


^r 


02=  FU(QU)^'— '2T(FU  QU)2h-  R(FU)3. 

T  étant  l'invariant  du  dixième  ordre  et  R  le  discriminant.  Faisant 
donc 


on  aura 


QA=:  — 6^2(FU)2    a 


v/FU 
d\  ^    d'(] 


et,  par  suite. 


^PU 


d?\] 


■y 


^PU 


:  —  6- 


dz 


s/z'^—iTz^-^K 


d\  '      ^       ^Y]  '       '        ^Ç 

Mais  le  point  le  plus  essentiel  est  d'obtenir  l'expression  de  0^  en 
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fonction  rationnelle  et  entière  des  coYarianls  et  contravariants, 
ainsi  que  vous  l'avez  fait  à  l'égard  de  S^  et  des  trois  covariants. 
Votre  méthode  qui  emploie  les  quantités  Sabi  T^ab  de  M.  Aronliold 
m'ayant  entièrement  échappé,  voici  celle  que  j'ai  suivie.  J'ai  pris 
pour  point  de  départ  les  expressions  canoniques  données  par 
M.  Cayley 

QU  =:  (l  —  10 /-^  )  (^3  _^  rjs -H  ^3)  _  6 /2(5  _|_  4 /3  )^^^^ 
FU=:  —  4(l+8/3;(v]3^3_|_^3^3_4_^3-^^3) 

d'où  l'on  tire,  en  faisant 

4  w  4  ^ 

53^3Ç3==_il(QU)3, 

de  sorte  que  le  résultat  cherché  s'obtiendra  en  calculant  le  discri- 
minant de  l'équation  du  troisième  degré 

^3__  fi  LzlIH  qu  -h  J-  7^  FU  h-  ilfi^  (QUr-1  +  ~  (QU)3  =  o. 
Ou  en  faisant 


on  a  la  transformée  plus  simple 


et  l'on  en  déduit,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique, 

(^3__.^3)2(.^3_Ç3)2(Ç3_53)2 

=  — JFU(QU)*— 2(1  — 2o/3_8Z6)(FUQU)2-t- w3(FU)3], 
et  par  suite  le  résultat  ci-dessus. 
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»  Peut-être  ne  serait-il  pas  sans  intérêt  de  rapprocher  la  substi- 
tution précédente  de  la  vôtre  appropriée  à  l'équation  PU  =  o,  et 
aussi  d'envisager,  à  la  place  des  équations  U  =  o  et  PU  =  o, 
celles-ci 

aU  -h  èHU  =  o,         aPU  -f-  ^QU  =  o.  » 

Paris,  'Il  février  i863. 
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SUR  UN  NOUVEAU  DÉVELOPPEMENT 
EN  SÉRIE  DES  FONCTIONS. 


Comptes  retidiis  de  V Académie  des  Sciences,  t.   LVIII,    i864  (I), 

p.  93  et  266. 


Les  fonctions  uniformes  de  plusieurs  variables  à  périodes  simul- 
tanées par  lesquelles  MM.  Weierstrass  et  Riemann  ont  résolu  le 
problème  de  l'inversion  des  intégrales  de  différentielles  algébriques 
quelconques  sont  représentées,  comme  l'on  sait,  par  le  quotient 
de  deux  séries  telles  que 

^   Q~<:Q{x-\-fn,  y-\-n,  z-hp,  ...) 

OÙ  o  désigne  une  forme  quadratique  dont  la  partie  réelle  est  définie 

et  positive,  le  signe    7   s'étendantà  toutes  les  valeurs  des  nombres 

entiers  /??,  /i,  p^  ...  de  — go  à  -|-  00.  L'élément  fondamental  de  ces> 
nouvelles  transcendantes,  ainsi  donné  par  l'expression 

se  présente  dans  toutes  leurs  relations  analytiques,  et  acquiert  par 
là  une  importance  dont  il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé.  La 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  déjà  assez  avancée  pour  donner 
l'idée  de  ce  qu'on  doit  attendre  de  ces  transcendantes  à  plusieurs 
variables,  justifie  particulièrement,  à  l'égard  de  l'expression  e~-^'% 
ce  caractère  d'élément  essentiel  dans  l'expression  de  leurs  pro- 
priétés, et  qu'on  ne  peut,  en  quelque  sorte,  perdre  de  vue  dans  les 
recherches  auxquelles  elles  conduisent.  C'est  ce  qui  m'a  amené  à 
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cette  remarque,  que  les  exponentielles  <?""'''  et  g^^^^^r^^^  •••^  donnent 
naissance,  comme  le  radical 

(i — 2a^  +  a2)    % 

et  l'expression 

1 

[i — 2a(^jK -+- cos9  y/i  —  x^- sj  \ — JK^)H-a-]    ^, 

qui  joue  le  principal  rôle  dans  plusieurs  des  plus  importantes 
questions  de  la  Mécanique  céleste,  à  un  système  de  polynômes 
entiers,  pouvant  servir  au  développement  des  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  Mais,  tandis  que  les  fonctions  de 
Legendre  et  de  Laplace  conduisent  à  des  développements  où  les 
variables  sont  renfermées  dans  les  limites  —  i  et  +  i ,  il  sera 
nécessaire  ici  d'embrasser  toute  l'étendue  des  valeurs  réelles  de 
—  cok-^-QO]  on  verra,  du  reste,  entre  les  propriétés  d'expressions 
d'origine  si  différente,  l'analogie  la  plus  complète.  Je  commencerai, 
afin  de  la  mettre  dans  tout  son  jour,  par  le  cas  des  fonctions  d'une 
seule  variable  et  des  polynômes  semblables  à  X/^  qui  se  tirent  de 
l'exponentielle  e"-^'. 


I. 


Désignons  par  e~^''\}a  la  dérivée  d'ordre  n  de  e   •^',  de   sorte 
qu'on  ait  successivement 

Ul  =  —  2^, 

U3  =  —  8^7^ -i-  ii'x, 


et,  en  général, 

s    -r  T         ,       .  ^{t^  —  0  /       N      «       ■'^  (  ^^  —  I  )  (  /^  —  2  )  (  n  —  3  )  , 


I  r .  2 

nin  —  i){n  —  i)(n  —  3 )  ( /i  —  4 )  (  /i  —  5 ) 


1.2.3 


Hosted  by 


Google 


NOUVEAU    DÉVELOPPEMENT    EN    SÉRIE    DES    FONCTIONS.  SgS 

OU,  SOUS  une  autre  forme, 


(—if    Un  ,       fi(n~2)  n(n~2)(n  —  ^) 

—  I  nX^-\ -^^2^4 . . 


'}.T^  —  . 


.  .       I  -  \  i.2.3._i  ^  1.2.3.4.5.6 

n(?i  —  2)  (71  —  4 )  ( '^  —  6 )  ^ 
I .2.3.4.5.6.7.8 

quand  n  est  pair,  et 

n  +  l 

(-1)   -    U;,  _  n-î       „       (/^-I)(/^-3) 


2/2(^  — !)...(  ^L±ij 


/i  + 1  \  1.2,3  1.2.3.4.5 


22^5 


1.2.3.4.5.6.7 


quand  n  est  impair. 

Gela  posé,  on  démontrera  aisément  les  propositions  suivantes  : 

ï.  Trois  polynômes  consécutifs  Un^^i-,  U/^,  Vn^i  sont  liés  par  la 
relation 

et,  par  suite,  peuvent  être  considérés  comme  les  réduites  succes- 
sives de  la  fraction  continue 


J 

■    6 


On  a  de  plus 

et  l'on  en  conclut  l'équation  du  second  ordre 

~d^~"^^^^~^''''^''^''' 

2.  L'équation  U/^  ==  o  a  toutes  ses  racines  réelles;   ces  racines 
sont  en  valeur  absolue  comprises  entre  les  limites  —z^  et  i  / — ; • 
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3.  L'intégrale     /        e~''^''\],idx  est  nulle,  quel  que  soit  n,  sauf 

/i  =  o,  et  la  suivante    /        e'~'''^'^\]n  ^n'  dx  est  nulle  quand  n  est  dif- 
férent de  /?/.  Pour  n  =  ii! ^  on  a 

/         e—^''  U 2  <^^  =  2 . 4 . 6 .  .  .  2  ^^ .  /tt. 

4.  Tout  polynôme  entier  F(^)  du  degré  n  peut  être  exprimé 

ainsi 

F(.t)=  4oUo+  A1U1  +  .  .  .-4-  A,^U,„ 

les  quantités  A^,  Ai,  ...  étant  des  constantes.  Il  suffit,  en  effet,  de 
remarquer  qu'on  a  pour  une  puissance  quelconque 

(_,,)«=  u„+  "('^-'>U„-,+  'K'^  -  0  (»---)(»- 3)  u„,^ 

Ai(^  —  i)(7i  —  2)  (/z  —  3)(^z  —  4)  (^  —  5)  ^, 

I  .2.3 

et  en  général  il  en  est  de  même  de  toute  fonction  F(^)  en  prenant 

I  r"^" 

2.4.6.  .  .in. y  iz  J—  00 

Un  des  caractères  de  ces  développements  consistera  en  ce  qu'ils 
gardent  la  même  forme  après  la  diiïerentiation  et  l'intégration;  on 
a  en  effet 

F(.r)  =  2A^U^, 

F'(^)  =  -  i^{n^i)kn-^,\],,, 


fFi.),.=-i^ 


I  '^  A/,_i 


5.   En  particulier,  on  obtiendra 


cos2coa7  =  e-^M  Uo UsH ^-rUi  — .  . 

^  1.2  1.2.3.4 

^   I  I . 2 .  J  1.2.3.4.0  / 
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Ces  divers  résullats  se  retrouveront  d'ailleurs  à  l'égard  des  fonc- 
tions plus  générales  qu'on  tirerait  des  dérivées  successives  de  l'ex- 
pression g~^'^'',  que  j'ai  reconnu  indispensable  d'employer  dans 
certaines  circonstances.  Sans  m'y  arrêter  en  ce  moment,  j'arrive 
aux  polynômes  analogues  à  U/^,  et  qui  renferment  un  nombre 
quelconque  de  variables  ('). 


sm  I  7Z  H 1  9 

(^  )   En  posant  x  ~  2coscp,  les  quantités  V„  =  2cos«9,  U„  =  seront 


sin  -  o 
2  ' 


aussi  des  polynômes  du  degré  n  en  x,  tels  que  les  intégrales 


dx  ^^        C^'^  ri   TT     i   /'^—oc 

v/4  —  x' 


V„  V,/  -r=     et        /         U,,  U,/  4  / dx 


seront  nulles  ou  égales  à  27r  suivant  que  11  est  différent  de  n'  ou  lui  est  égal.  Ces 
polynômes  satisfont  aux  équations  différentielles 

,     ^       ,  ,  c/^V,,  d\\,  _, 

(  ^-  —  4  )  -^  -1-  X  -r-^  —  n-\ ^,  =  0, 

^  dx^  dx  " 

dont  la  première  est  donnée  dans  V Algèbre  supérieure  de  M.  Serret.  On  peut 
également  les  considérer  comme  les  dénominateurs  des  réduites  successives  des 
fractions   continues  suivantes  : 


\Jx'  -  4 


et 


^■- 


X  —  2  __ 


Je  n'ai  pas  besoin  enfin  de  rappeler  les  polynômes  P/'^  de  M.  Lamé  dont  les 
propriétés  ont  été  exposées  avec  tant  de  simplicité  et  d'élégance,  par  l'illustre 
géomètre,  dans  son  Ouvrage  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les 
surfaces  isothermes. 
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II. 


Soit  ci3(^,  y,  5,  . . .)  une  forme  quadratique  à  jj.  variables  x^  jk, 
^,  . . .  et  dont  la  partie  réelle  soit  défmie  et  positive  :  désignons  par 
A(^,j^,  ^,  .  . .)  le  contrevariant  quadratique  ou  forme  adjointe  de 
Gauss,  et  par  S  l'invariant.  Nous  considérerons  deux  systèmes  de 
polynômes  rationnels  et  entiers  en  ^,  y,  s  . . .  qui  seront  définis  de 
la  manière  suivante. 

Développons  en  premier  lieu,  suivant  les  puissances  des  ac- 
croissements A,  A),  /io,  ...,  l'exponentielle 

et  en   remplaçant,   pour  abréger,   le  produit    I.2.3.../2   par   (/2), 
posons  l'égalité 

/?"/if  Af  ... 


les  quantités  \J ^ ^ k^  n'\  . . .  rationnelles  et  entières  en  .^,  JK,  ^,  ...  et 
d'an  degré  égal  à  n -i- n^  -h  n'^ ^ - .  .,  formeront  le  premier  système. 
Le  second  s'en  déduira  par  une  substitution  linéaire  effectuée 
sur  les  accroissements  A,  Aj,  Ao,  . . .;  en  introduisant  le  polynôme 
A  (A",  A^,  A2,  . . .),  nous  ferons 

h  -"^^  L   _  ^*  h  -  "^^ 

/^  —  -77-  ;  /^i  —  -77—  ?  A22  —  -77-  7  '  •  •  jj 

dk  cl  kl  dk-i 

et  ils  seront  définis  par  le  développement  suivant  les  puissances  de 
A,  Ai,  A2,  ...  de  l'expression 

/  d^h  ri*];  fitL  \ 

Nous  les   désignerons  par  \ n,7i',n",.,.^   en  posant,   comme  tout  à 
l'heure, 

/         d^h  d^ll  dà  \  im  n'  j  n" 

Voici  maintenant  comment  s'obtient  leur  propriété   caractéris- 
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tique.  Soit,  pour  un  instant, 

^{x^y,  2,  .  .  .)=  cp(^  -f-  A,  ^  H-  /zi,  z  -\-  /i2,  .  .  .) 

d'h  d<]j  d']^ 


/  œv  au;  a^  \  . 

on  aura,  d'après  les  équations  mêmes  de  définition, 


^ ,  .  ,  .^S^      h^^ h",  h'I   .  .  .      ^^ 


Us  ?i' . 


hïi  in'  i.n" 

/l     K^  K^    ... 

V  7Î,  7t',  7Z,",  ...• 


\{?i){n'){n").,. 


Multiplions  par  dx  dydz  ...   les   deux  membres,  et  intégrons 
]x  fois  entre  les  limites  —  oc  et  +  oo;  l'expression 

+   00  +00 

/  /  •  .  .  e-^'(^^  J'  -^  -^  ^/^  dy  dz  .  .  . 

•d  —  00        ^—  00 

nous  conduira  au  résultat  par  une  transformation  bien  simple. 
Posons,  en  effet, 

X~^  fl  ^^^^  , 

d^ 


les  limites  des  variables  Ç,  Tj,  Ç,  ...  seront  toujours  — co  et  +  oc, 
et  Ton  vérifiera  sans  peine  que 

L'intégrale  cherchée  est  ainsi  ramenée  à  celle-ci  : 

r'    r'°  .  .  .  e-9(?.-^,!:,...)  dl  dr,  dl  .  •  •  =  l/Ç- 

Mais  de  plus,  et  d'après  la  nature  du  polynôme  adjoint 

on  a  l'identité 

dxD  d^         d^    di)         d^    d^  ,  r.    1  1        1    1         1    ,  x 

dli  dk        dhi   dki        dh^  dk2 
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de  sorte  que  nous  parvenons  à  la  relation  fondamentale 


-00        ^  +•  00 


i/'^ghUhk+h,k^+h,k,+:..)—    j  i  ■  ■  ■  dx  dy  dz  .  .  .  e~M^>y'^- -^ 

y      A"fef/<...  ^,.y      /c"/cr^f... 

^  Z  {n){n'){n")  .  .  .  ^"•"'•"  •-'' Z  («)(  n')  («")..  .  ^«•'''' ""••- 

Il  en  résulte  immédiatement  cette  conséquence  que  l'intégrale 

/  /         •  •  •  e-?(^.r,  z, ...)  u,,,  ^., ,,., ... y,„, ,,,., ,,,., ...  ^^  dy  dz  . . , 

^—00  *-^—  00 

s'évanouit,  si  aucune  des  différences  /z  —  m,  /z^ — /n',  ii!' — m'^,  ... 
n'est  nulle,  tandis  qu'en  supposant  n  =  m,  72/=  /n^,  n'^=:  m'\  . .  ., 
on  a 

/  /         •  •  •  e-?(^^'  J'  ^^  •••)  U;^, ,,',  n\  ..y?i,  n',  n", ...  dx  dy  dz  .  .  . 

t/ _  00  ^—  00 

Cette  proposition  peut  servir  de  base,  comme  on  voit,  à  l'étude  du 
développement  d'une  fonction  F(^,  y^  ^,  . . .)  sous  cette  double 
forme 

'^  \^i  y  ->  ■^1   •  •  •  )  ^^    /  1  -^fi,  ^\  n" ,  ...  tJ  ^^,  /^',  n'\  ...  =    ^  ^  ^n,  n\  n" .,  ..,  ^  n.,  îi' ,  n'\  ...  j 

les  coefficients  étant  ainsi  déterminés  : 


^"•«'■""••■■-(„)(„'K«")..Vi-X„   X. 


.  .  .  Q-'^{x,~y,z,...) 


-f  00 


X  V;i,,,',„v,...F(^,  7,  z,  ,,.)dxdydz,,., 

X  l^;2,n',n\...  F(^,  jK,  3,  ..  .)  «:/;27  <^J^(i3 

Mais  la  recherche  des  propriétés  des  polynômes  U  et  V  doit  natu- 
rellement précéder  cette  question;  dans  une  autre  occasion, 
j'essayerai  d'y  revenir. 
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m. 


Je  vais  donner  quelques  nouvelles  remarques  sur  les  polynômes 
tirés  des  exponentielles  e""'^',  (?-?(^7  j^^,  •••)  et  qui  peuvent  être 
employés,  comme  je  Fai  fait  précédemment  (^Comptes  rendus^ 
t.  LVITI,  séance  du  1 1  janvier),  au  développement  en  série  des 
fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  J'indiquerai,  en  premier 
lieu,  une  modification  légère  à  apporter  à  leur  définition,  et  dont 
l'effet,  comme  on  le  reconnaîtra,  est  de  simplifier  leurs  expres- 
sions algébriques.  Ainsi  les  équations 


et 

d'b 

que  j'avais  d'abord  données,  seront  remplacées  par  celles-ci  : 

^{n){ji  ){n')... 


d'b  1      d^h  1      d'b  \ 


e 


1       /  1     "Y  1     "Y  1     "r 

__     -\o[x,y,z,...)^        k^'k'jk't  ...        ^j 

^{n){n){n")  ..  . 
En  particulier,  pour  le  cas  d'une  seule  variable,  je  poserai 

\  I  1.2 

et  l'on  aura  de  la  sorte 


ce  qui  montre  déjà  la  simplification  dont  je  parle.  Ordonnant  par 
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rapport  aux  puissances  ascendantes,  on  obtiendra  pour  n  pair 

n 

(-i)~u„ 


I.3.5.../Z  —  i.a^ 


1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

et  pour  n  impair 

n-+-\ 


1 .3  .5 ...  n  .a   ^ 

{n  —  i)ax'^        {n — \){n  —  3)<7-a7^        {n—  i){n  —  3)(n  —  S)a'^x'^ 


=^x 


1.2.3  r.2.3.4.5  1.2.3.4.5.6.7 

A  ces  formules  j'ajouterai  encore  les  relations 

U  n-\-\  —  OX  U  ;,        -H  rm  U  ,i_  1  =  O, 
CtX  "  CIX 

I         e      ^    \jn^7i'dx  =  o         i^n^n!)^ 
/         e      '-   Uldx  =  1.2.3.. .71. a^'i/'^' 
Maintenant  j'arrive  aux  polynômes  à  plusieurs  variables. 


IV. 


Soit,   en    considérant  pour   plus   de   simplicité   le  cas  de  deux 
variables  seulement, 

cp  ( 37,  JK )  =  ax^-i-  'ib  xy  -+-  cy'^  ; 
nos  polynômes  seront  définis  par  l'équation 


OU  bien 


'i,iH)  ^ 


-'  //^,7^• 
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On  trouvera  ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 

ax-\-by  —  ^c^^         bx  -^  cy  —  ri, 
les  valeurs 

Uo,o=i,  U3,o=    ^^  —  3a^, 

Ui,o=  ^,  U2,i  =  ^-Y]  —  ibl  —  a-q, 

Uo,i=  r^,  Ui,2=  ^Tj^  —  ^b^ri—c^q, 

U2,o=^^  — ^,  Uo,3=    ''l-^  —  3  cr^, 

Uo,2=  ri^^  —  c,  

Généralement,  soit 

_  n(n  —  \)  „        n(n  —  i)(n  —  i)  (  ^  —  3)^ 

^      '       •  2  2.4 

c'est-à-dire  l'expression  même  de  U/^,  quand  on  j  aura  mis  -  au 
lieu  de  .r  ;  on  aura 

l^m,n=  Fm(^,  a)F,,{r^,c)—  mnb  F,;,_i  (  ^,  a)  F;,_i  (t),  c) 
?nn{m —  i){n  ~  i)  . 


I  .2 

m^ (  m  —  i) ( /i  —  \){m  —  i){n  —  2 ) 

1.2.3 


b^¥,,-,{la)¥r^-M.c) 


A  l'égard  des  polynômes  \jn,n-)  l'équation  de  définition  donnera 

d'où  l'on  voit  que  leur  expression  coïncidera  avec  la  précédente  en 
mettant  x  et  y  au  lieu  de  Ç  et  '/],   et  en  remplaçant  a^  b^  c  par  les 

coefficients  de  la  forme  adjointe  ^?  ~y" '  ~  divisés  par  le  détermi- 
nant S  =:  ac  —  Z?2.  Gela  posé,  on  obtiendra  aisément  les  relations 

et  celles-ci 

cl\  aï] 
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d^où  se  tirent  les  deux  équations  linéaires  du   second  ordre   aux 
différences  partielles 

ar]^  at,  ctt\  ai] 

Je  joindrai  aussi  à  la  relation  fondamentale 

/  e    '  l^m,7iyp,qda^df  =  o, 


les  suivantes 


/_; 


-  -  cp  (  a',  j  ) 

^  tJ  /;ij/;    V  ^;^(^   ^^   =    O, 


SOUS  la  condition  m'^p^  et 

/^  "^  °°   —  <?"  (  '^'j  y  ) 

en  supposant  n  ^  q.  On  en  déduit  aisément 

r^°^    --cp(.r,  j)  />-+-^     _icp(.r,j) 

t/ _  00  «-^  —  00 

S(^)  et3(y)  étant  les  polynômes  entiers  en  ^  et  y  des  degrés  m  —  i 
et  72  —  I,  à  coefficients  arbitraires.  Voici  la  conséquence  qu'on  en 
déduit. 


V. 


Je  dis  que  l'équation  \]m,/i=^o^  considérée  par  rapport  à  ^, 
admet  au  moins  m  racines  réelles,  quel  que  soit  y,  et  envisagée 
par  rapport  à  j/,  n  racines  réelles  quel  que  soit  a:.  Employant  en 
effet  la  belle  méthode  donnée  par  Legendre  dans  les  Exercices  de 
Calcul  intégral  pour  les  fonctions  X,^,  je  supposerai  i  racines 
réelles, 
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i  étant  moindre  que  m]  et  en  faisant  pour  un  instant 

\^m,n^fioc)¥{x)^ 

je  prendrai  8(^)r=/(^),  ce  qui  donne  l'égalité 


s 


/2(^)F(^)^57  =0. 


On  en  conclut  que  le  polynôme  F(^)  change  de  signe  au  moins 
une  fois  entre  —  co  et  -^  ao^  sans  quoi  l'intégrale  ayant  tous  ses 
éléments  positifs  ne  pourrait  s'évanouir,  de  sorte  qu'on  peut  ajouter 
une  nouvelle  racine  réelle  aux  précédentes,  et  poursuivre  ainsi 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  amené  à  la  limite  du  degré  de  8(^).  Cela 
donne  par  conséquent  m  racines  réelles  pour  x^  et  en  opérant  sur  y 
on  trouverait  de  même  le  résultat  annoncé.  Mais  on  peut  aller  plus 
loin  et  établir  que  l'équation  \jjn,u^=^  O5  considérée  par  rapport  à  x 
oujK,  a  toujours  toutes  ses  racines  réelles. 

Remontant  à  cet  effet  à  la  défmition  même   de  nos  fonctions, 
savoir 

je  remarque  qu'on  a  pour  m  =  o 

Uo,.  =  (-.)"  ^^„  , 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

Or  on  a,  d'après  l'expression  générale  précédemment  donnée, 

et,  en  vertu  de  la  liaison  remarquée  entre  F,/  et  les  fonctions  U,/  à 
une  seule  variable,  nous  sommes  déjà  assurés  que  l'équation 
U^  ,^r=r  o  admet  n  racines  réelles  par  rapport  à  V]  =  bx  -\-  cy^  et 
par  conséquent  par  rapport  à  x  quel  que  soit  /.  Le  facteur  expo- 
nentiel étant  toujours  positif,  on  en  conclut  que  la  dérivée 
H.  —  II.  20 
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9  (  X,  y  ) 

^-^  a  71  —  I  racines  dans  l'intervalle  des  précédentes. 

Mais,   en   raison    de    ce  même  facteur    exponentiel,    l'expression 

1 

cp  (  jf,  7  ) 

e    ^  Uo,/2  s'annule   pour  x  =^  —  ce  et  ^r=r-f-oo,  d'où   résulte 

nécessairement,  dans  la  dérivée,  deux  nouvelles  racines,  l'une  entre 
—  ce  et  la  plus  petite  racine  de  l'équation  Uo,/2=  o,  l'autre  entre  la 
plus  grande  et  +  oo.  Il  est  prouvé  par  là  que  la  nouvelle  équation 
U^,^-=:o  admet  n  H- i  racines;  et,  en  continuant  de  proche  en 
proche  le  même  raisonnement,  on  établira  l'existence  de  m  -h  n 
racines  réelles  pour  l'équation  \]jj^^,^-=  o,  dont  le  degré  est  m -^  n 
par  rapport  à  ^.  La  même  chose  aura  lieu  évidemment  à  l'égard 
de  j^,  et  notre  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 


VI. 


Je  terminerai  par  une  remarque  sur  la  valeur  limite,  lorsqu'on 
suppose  n  très  grand,  des  termes  du  développement  d'une  fonction 
F(^)  par  la  formule 

où  le  coefficient  A//  est,  comme  on  l'a  dit  précédemment,  déterminé 
par  la  relation 

A„=- ' -i/—    r    e~~\],¥{x)dx, 

l  .'1.  .  .71.  a'^  y     2  71  J_  ^ 

et  qui  pourra  servir  à  la  recherche  des  conditions  de  convergence 
de  ce  développement.  Suivant  à  cet  effet  la  méthode  donnée  par 
Laplace  dans  la  Co7inaissa7ice  des  Te7nps,  année  1B27,  et  appli- 
quée par  ce  grand  géomètre  aux  fonctions  X,/  de  Legendre,  je 
représenterai  l'intégrale  de  l'équation 

-— ax  —^ h  a/iU,^  =  o 

par 

U,i  =  /?  sin(^  \J a7%)^  q  cos(^  s/a7i). 

En  substituant  et  égalant  séparément  à  zéro  les    coefficients  de 
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ÛYL{x\/an)  et  q,o?>[x\J an)^  on  aura 

dp  \      (  (P  q  dq 

axp  —  '2  -r-  =  -1=    -^-4-  —  ax  -f^ 

dx        ./77^  \  dx^  dx 


dq  _       I      /  d'^-p  dp  \ 

"^  dx  ^        s/an  \  ^^^  '    dx  ) 

et  par  suite,  en  négligeant  les  termes  divisés  par  y^n, 


dp  dq 

axp  —  2  -r-  =0,  a^âr  —  2  -—'  =  o, 

^  dx  ^  dx 


d'où 


ax^ 


p  =z  ae  ^  ,       q  —  ^e  ^  . 


Les  constantes  a  et  [i  se  déterminent  d'après  la  condition  que  \},i 
soit  une  fonction  paire  ou  impaire  de  x^  suivant  que  n  est  lui-même 
pair  ou  impair,  et  en  comparant  au  premier  terme  des  développe- 
ments 

(—1)^     U,,=  i.3.5...^.a   2     U,_^ ^^ h...    . 

On  obtient  ainsi  pour  n  pair  l'expression  limite 

A;îU;j=:i/  ê--^  *   cos(a7v/a^)x  -    /         e      ^    F  (x)  cos{x  \/âji)  dx, 
et  pour  ;^  impair 

A„U,i— i/--e^    sin(a7v/a/2)x  ~    /         e      ^    F{x)  sin(x</ân)  dx. 

En  mettant  dans  les  intégrales  -— =  au  lieu  de  x^  on  peut  dire 

Y  an 

encore  que  les  termes  du  développement  \  A/^U,^  tendent  de  plus 
en  plus  à  se  confondre  avec  ceux  de  la  série 


a  x- 

e 


*    ^^  -  [a fi  cos {x \/ an) -^  bnsm{x \/ an)], 
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OÙ  Fon  suppose 

a^—  —  e    ^^  F  f  )  cosx  dx, 


^  sin^  dx. 


Ces  expressions  en  série  au  moyen  du  polynôme  U/^,  d'après  une 
observation  importante  faite  par  M.  Bienaymé  à  l'occasion  d'an 
Mémoire  de  M.  Tchébichef  [^Si^r  les  fractions  continues  {Journal 
de  M.  Liou^ille,  année  i858)],  appartiennent  à  cette  catégorie  très 
étendue  de  développements  qui  donnent  des  formules  d'interpola- 
tion par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Je  remarquerai  enfin  que 
la  quantité  U^  s'offre  dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  a  été  déjà 
considérée  par  M.  Sturm  dans  son  beau  Mémoire  sur  une  classe 
cr équations  aux  différences  partielles  (^).  Si  l'on  désigne  par  u 
la  température  d'une  barre  non  homogène,  de  petite  épaisseur, 
placée  dans  un  milieu  d'une  température  constante,  on  a,  comme 
on  sait,  l'équation 

du  \    dx I        j 

*   dt  dx 

Considérant  le  cas  où,  pour  x=^^  ^=t,  la  fonction  u  s'annule 
avec  ses  n —  i  premières  dérivées  par  rapport  à  ^,  M.  Sturm  donne 
l'expression  suivante 

/  kt  \  « 
u^-hx,  T_^)==  A    —      (?-+-£), 


où  le  polynôme  P,  en  faisant 

X  ■■ 

a  pour  valeur 

Ikt 

j^2fi                   ^2/1-2 

^2  «-4 

{in)        (in  —  2)    '    I . 

'2(2/i  —  4) 

i.i.3{in  —  6) 

Or,  on  a  ainsi  précisément  la  fonction;-—^ :  Uo/z,  en  supposant 

la  constante  a  ésale  à  -• 

^  1 

(^)  Voir  Journal  de  Liouville,  t.  I,  p.  378. 
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EXTRAIT 


LETTRE  '  DE  M.  HERMITE  À  M.  BORCHiRDT 


Journal  de  C relie,  t.  64,   i865,  p.  294. 


((  Partant  dé  ce  résultat  si  beau  de  Jacobi,  savoir 

j'ai  considéré  des  polynômes  à  deux  variables 

dti  {x^ -\- yi  —  lyi 
dx^  dy^ 

sous  la  condition  a  -i-  [3  =  n,  ou  plus  généralement 

d'^  iax'^-^  'i.bxy  -^  cy^  —  r  'y- 
dx^  dy^ 

en  imitant  exactement  comme  vous  voyez  le  mode  de  généralisation 
pour  passer  des  séries  elliptiques  \  ^'"^'+'"'^  aux  séries  abéliennes 

Je  songeais  en  même  temps  à  la  modification  correspondante  à 


(^)  Une  exposition  plus  détaillée  du  sujet  traité  dans  cette  lettre  se  trouve  dans 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  i865,  séances 
du  20  et  27  février,  du  6  et  i3  mars.    Voir  aussi  Hermite,  Œuvres,  t.  II,  p.  819. 
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apporter  au  radical  y/i  —  2aœ  -\-  a'^^  et  c'est  aux  expressions  sui- 
vantes 

\/i  —  "lax  —  9.by  -\-  a^  -^-  è^, 

OLl 

\/i  —  la.T  —  iby  -^  ka'^-^  iBab  -^-  Cb'^^ 

que  je  me  suis  arrêté  tout  d'abord.  La  grande  importance  du  déve- 
loppement de   la   fraction appelait   également   mon 

attention  sur  l'expression -, t^'  et  c'est  ici  que 

^  I —  laa^  —  iby -^- a- -^- o^  ^ 

j'ai  un  premier  résultat  à  vous  indiquer. 

»   Soit  en  effet 

. 1 =ya^b^Va3, 

Ua,p  sera  un  polynôme  entier  en  x  et  y  du  degré  a -|-  (3,  et  l'on 

aura 

r    r 

Ua,p  Uy^g  dx  dy  =  o, 


//' 


l'intégrale  étant  prise  entre  les  limites  définies  par  la  condition 

SOUS  la  condition  que  la  différence  a+j3  —  y  —  S  ne  soit  pas  nulle. 
Mais,  en  intégrant  le  produit  de  deux  polynômes  différents,  on 
n'obtient  plus  zéro,  s'ils  sont  du  même  degré.  Pour  rétablir  l'ana- 
logie avec  les  fonctions  d'une  variable  ayant  pour  origine  le  déve- 
loppement de r  et  Cïui  semble  ici  se  perdre,  i'ai  pensé 

à  déduire  des  polynômes  Ua,[^  d'un  même  degré,  d'autres  en  même 
nombre  qui  en  dépendent  linéairement,  auxquels  je  donne  la  déno- 
mination Va^p,  de  manière  à  avoir 


/     /    CJa,pVy,g«^^4x  =  o, 


toutes  les  fois  que  les  deux  indices  a  et  [â,  y  et  S  ne  seront  pas 
simultanément  égaux.  Ce  sont  précisément  ces  polynômes  qui 
m'ont  donné  la  généralisation  des  fonctions  de  Legendre  que  je 
recherchais,  mais  il  est  nécessaire  pour  cela  de  sortir  de  l'expression 
I  —  2ax  —  2by  -\-  a^  -\-  h'  qui  a  servi  de  point  de  départ. 
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»   Considérant  la  forme  ternaire  en  a,  6,  c 

c"^ -^  'lacx  -^  'ihcy  -h  a'^H-  h~^ 

j'observe  qu'elle  a  pour  forme  adjointe 

or  en  y  faisant  pour  simplifier  c  =  i ,  c'est  le  radical 


si {\  —  ax  —  hyf  —  {a^ -Y-  h''~){x'^-\-  y"^ —  \), 

dont  le  développement  donne  naissance  aux  polynômes  Vcc,p,  et,  si 
l'on  fait 

\J  U  —  ax  —  h  yy  —  {a'^  -\-  b"^  )  [  x'^ -^-  j^  —  i)  =  ^aaèl^Va,^, 

on  aura  ce  nouveau  résultat  : 

»    Soit 

„                     n.n  —  \ .  .  .n  —  a-i-i 
='+P  =  "'  ,....3...« =  ''«' 

les  polynômes  Va,p  seront  exprimés  de  cette  manière  : 

/^a  d>^ {x'^ -^  y'^  —  i)''' 


Va,| 


i  .2.3.  .  ./^.'2''  dx^  dy^ 


et  l'on  obtient  l'analogie  aussi  complète  que  possible  avec  les  fonc- 
tions de  Legendre.  Opérant  donc  comme  le  fait  Jacobi  [Journal 
de  Crelle^  t.  2),  au  moyen  d'intégrations  par  parties  successives,, 
je  trouve  quelle  que  soit  la  fonction  F(^,  y) 


ff'^^' 


y) 


<i«(a;2-i_y2_|)« 


dx"-  dy^ 

entre  les  limites 
J'en  conclus  que 

si  les  degrés  a  4- p  et  y  +  o  ne  sont  pas  les  mêmes,  comme  cela 
devait  être  en  effet  d'après  la  dépendance  des  polynômes  Va,^ 
etUa,p. 

))   La  propriété  caractéristique  des  fonctions  V^^p  consiste  en  ce 
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que  l'équation 

si  l'on  fait  abstraction  du  facteur  x  ou  y,  suivant  que  a  ou  ^  est 
impair,  représente  une  courbe  fermée,  la  distance  d'un  quelconque 
de  ses  points  à  l'origine  étant  moindre  que  l'unité,  de  sorte  qu'elle 
est  comprise  dans  l'intérieur  du  cercle 

D'après  l'égalité  fondamentale 

Ua,p  Vy,S  clx  dy  —  o, 


//' 


tant  qu'on  n'a  pas  à  la  fois  a  =  y  et  [i  =  S,  on  voit  que,  dans  l'inté- 
rieur de  ce  cercle  ^2_|_  ^-2-_.  ^^  toute  fonction  F(^,  y)  pourra  être 
développée  de  ces  deux  manières 

F(^,  y)  -  2^^^'^'       ^^^^  ^)  -  2^^«'P' 

qu'il  semble  impossible  de  ne  pas  considérer  en  même  temps.  J'ai 
déjà  trouvé  un  fait  semblable  d'un  double  mode  de  développement 
en  m'occupant  des  polynômes  tirés  des  dérivées  de  la  fonction 
^ax^-^^bxy+cy^  (^CoTTiptes  reiidus ,  1864)  (^). 

))   Les  intégrales  suivantes  qu'on  obtient  facilement, 

dx  dy 


ff 


If 


(i  —  2ax  —  '-^by  -f-  a^  -4-  ^^)  (i  —  ia' ce  —  '-^-b' y  H-  a'^-^  b"^) 

Tc  ab'  —  ba' 

ab  —  ba  i  —  aa  —  00 

dx  dy 

____  .  -. 

{\  —  "la'  X  —  ib'  y  4-  a'2-u  6'2)  [(i  —  a  x  —  b  yY  ~  (a^-  -^  b'^)  {x'^  -^  y'^  —  \)Y- 

; T-T'  lo^(i  —  <^<^' —  bb'  ), 

aa'-^bb       "^^ 


suffisent  pour  établir  les  points  essentiels  de  la  théorie  des  fonc- 
tions U  et  V;  je  donnerai  plus  tard  dans  les  Comptes  rendus 
quelques  autres  détails.    » 

Paris,  27  janvier  i865. 
(^)   Voir  aussi  Hermite,  Œuvres,  t.  Il,  p.  298. 


Hosted  by 


Google 


SUR  DEUX  INTÉGRALES  DOURLES. 


Annales  scientifiques  de  V Ecole  Normale  supérieure, 
i''^  série,  t.  Il,   i865,  p.  49- 


Une  question  relative  à  un  certain  mode  de  développement  en 
série  des  fonctions  de  plusieurs  variables  repose  sur  la  détermina- 
tion de  l'intégrale  multiple 


-//■■■/ 


dx  dy ,  .  .du 


où  les  quantités  P  et  P^  ont  pour  expression 

P  =  I  —  lax  —  o.hy  — .  .  . —  2^^^  -h  <^2  -I-  ^2  -h.  .  .-H  /2, 
V  —i~  ia'  X—  ib'y  — .  .  .—  -^J'  u  +-  a'^-\-  b' ^- -\- .  . . -+■  l""-, 

et  l'intégration    devant   être    étendue    à    toutes    les    valeurs    des 
variables  x,  y^  .  .  .,  «/,  qui  satisfont  à  la  condition 

En  posant 

Q  ^{x  —  ax~by~...—  luy-  —  {a'^-\-  b'^-^-...^  l^){x^-^  y^- -{-... -\-  u'^  —  i), 

la  même  question  exige  aussi  la  détermination  de  Fintégrale 

'  dx  dy .  .  .  du 


-ji-r- 


PVQ 


entre  les  mêmes  limites  que  la  précédente.  Me  bornant  au  cas  de 
deux  variables  seulement,  et  en  employant  les  méthodes  élémen- 
taires, je  vais  développer  le  calcul  par  lequel  on  obtient  leurs  va- 
leurs. 
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Soit,  pour  abréger, 

r'2:=   a'2-4-  è'2; 

j'introduirai  comme  auxiliaire  un  angle  9  défini  par  les  égalités 

aa' -\- bb'  .  ba' — ab'  .    „ 

} =  cosO,  ; —  sinU, 

7V'  rr 

et  je  ferai  un  premier  changement  de  variable,  savoir 

_  a^  -^  bi]                     b^  —  an] 
X ^,         y= — , 

par  lequel  Fintégrale  A  prendra  cette  forme  plus  simple 
J  J   (i-2/i  +  7-^)[r. 


■  ir  {^  cos 6  -)-  r^  sin 6 ) -^  r'2 ] 

Les  limites  d'ailleurs  seront  déterminées  comme  précédemment 
par  la  condition 

de  sorte  que  l'intégration  par  rapport  à  y^  devra  s'effectuer  depuis 
T|  =  —  y/i  —  Ç2  jusqu'à  Tj=  +  y/i  —  ^-.  On  trouve  ainsi  pour 
résultat 

I  I        ,        i  —  'ij^'ii  cos 6  —  i/i  — $2  sinO)-!-  r"^ 

--I02:-  ^  r  ^  / 


i_.2r^-+-r2  '2/sin6      ^  ^  _  ^/''(^  cosO -H /i  -  ^2  sinO)  +  r'2 

et  c'est  cette  expression  qu'il  reste  à  intégrer  de  i= — i  à  ^=+1. 

En  posant 

^  =  coscp, 

on  obtiendra  pour  k.  la  valeur  suivante 

.  i  r      1  sincp  ^       I — 2r' cos(cp -}- 6)-i- /''2 

A=    l—r—R      I  do  i -l02f ; ^^^^ 7-^ r-y 

2r    SinG  ^^  'I  2  7'  coscp  +  7-2       ^  I  —  27^   cos(cp  —  6)-+-  /-  2 

ou  plutôt,  en  multipliant  et  divisant  par  /•, 

A^  '  f""  d;  '^"'"'  ^       r-27--cos(cp  +  9)H-r-2 

'2(ba' — ab')J^  '   i  —  27' coscp -h  7-2      ^1  —  2r'cos(cp  —  6)-i-7^'2 

Cette  intégrale  définie  se  trouve  aisément,  comme  on  va  voir. 
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Je  supposerai  expressément  que  /'  et  r'  sont  tous  deux  moindres 
que  l'unité,  de  manière  à  pouvoir  faire  usage  de  ces  développe- 
ments : 

7'  sincp 


[  —  ir  cosu)  -+- 
I 


—  =  7^  sin  cp  -4-  7^'-^  sin  2  CD  -H  r'^  sin  3  cp  ■ 

7^2  T  T  i 


-\og[i  —  ir'  cos((p  -I-  6)-+-  7-^2] 
=  r'  cos(cp  -H  0)h cos2(cp  H-  6)-i-  — -  cos3(cp  -h  6)-i-.  .  . 

log[i  —  ir'  cos((p  —  6)-+-  r'-] 

=  r'  cos(cp  —  6)4-  —  cos2(cp  —  ô)-h  -^  cos3(cp--  6)-i- 

On  conclut  des  deux  derniers 

I  I  —  2r' cos(cp -+- 6)-h  7^'2 

1    °^   I  — 2  7''C0S(cp  —  6)-4-  7''2 

—  r'  sincp  sin 6  H sin 29  sin 2 6  -\ — —  sin 3 9  sin3  0  -h.  .  ., 

'  2  o 

de  sorte  que  l'on  est  amené  à  intégrer  entre  zéro  et  tî  le  produit  de 
deux  séries 


7^^     .  .  7'^      . 

X  (  r'  sin  cp  sin  G  M sin  29  sin  2  6  H — --  sin  3  cp  sin  3  6  -h  . . 


(  7"  sin  ^4-  r2  sin  2  cû  -h  r^  sin  3  cp  -H . .  .  ) 

r'^    .  .       . 

—  sin  2  CD  sin  20  H 
2  '  3 

Or,  en  vertu  des  relations, 

Jf       <icp  sin7?icp  sin  Ticp  —  o, 
0 

d(p  sin2  7?icp  =  —5 

on  obtient  ainsi,  pour  la  valeur  de  A,  ce  développement 

A  —  7 — ; 77  f  rr'  sin  G  H-  sin  2  6  H —  sin  3  G  -i- . 

oa  —  ab    \  2  0 

et,  d'après  les  formules  connues,  on  en  conclut  immédiatement 

TT                1,1  —  rr'  e-^  ^^ 
A  =  -7 — : r7  — : log- 


ba'—ab'  .^ /— i  i  —  zv^'e^v^-i 
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Observant  enfin  que  l'on  peut  écrire  successivement 

I— rr'e-Q^-ï       ,       1  —  rr' ( cos G  —  y/—  i  sin 0 ) 

log :=7-  =  log ' 

I  —  rr'  e^ ^^^  i  —  rr'  (  cos  6  -f-  / —  i  sin  6 ) 

rr'  sin  6        / 

IH -, H  V  — I 

,  I  —  rr  cosu 

=  loff  — 


/v  smb        y 

V/— I 


I  - 


I  —  rr'  cos  6 
è<7/ —  ah' 


[  —  aa' —  hh' 

loR  — 


^a'  —  ah'        I ' 

7V/—  ' 


i  —  aa! —  hh' 


on  arrive  définitivement  à  ce  résultat  très  simple 

.                TT  ha!  —  ah' 

^=  TZ' TT^arctang- 


-// 


ha' — ah'  ^i  —  aa' — hh' 

Je  considère  en  second  lieu  l'intégrale  B,  savoir 

dcr  cl  y 


{\  —  9. a' X  —  ih' y  -^  a'^  -+-  h"'-)[{\—  ax  —  hyy-—  {a'^ -^  Z?2)(^2_j_^2_x)]2 


elle  devient  d'abord,  par  la  substitution  linéaire, 

a'i  —  h'  'r\  h'i-\-  a'  Ti 

X  =  — ^ — j ,  y  —  -, , 

r'  -^  r' 


-ff 


1' 

{\  —  ir'^-^r'^)[{\—  rcos6^  — rsine-r^p— (^2^  ^2_i)^2]2 


ce  qui  conduit  à  intégrer,  en  premier  lieu,  par  rapport  à  la  va- 
riable 7].  Il  convient,  à  cet  efi'et,  d'employer  des  logarithmes  ima- 
ginaires, en  se  servant  de  la  formule 


/ 


dx  1    ,       /Arî7-|-B         , \ 


et  en  remarquant  que  les  valeurs  limites  de  yi  donnent  ^^  +  v^^r^i , 
la  racine  carrée  placée  sous  le  signe  logarithmique  pourra 
s'extraire  et  deviendra,  simplement 

1  —  r  cos  6^  —  r  sin  Gï]  . 


Hosted  by 


Google 


SUR    DEUX    INTÉGRALES    DOUBLES.  3l7 

Quelques  réductions  faciles  à  voir  donneront  pour  résultat  de 
cette  intégration,  par  rapport  à  7] ,  entre  les  limites  'r\  =:  —  ^i  —  ^2, 

7)  =  +  y/ï  —  ^2,  la  quantité 

I I  I  —  r  cos e  (^  —  v/~/t  —  ^^  ) 

et  il  s'agit  de  l'intégrer  par  rapport  à  ^  entre  les  limites  ^  =  —  1 , 
Je  ferai  comme  précédemment 

^  r=  COSCp, 

ce  qui  donnera,  après  avoir  multiplié  et  divisé  par  r'^  l'intégrale 
définie 


rr  coso  J  ^  i —  2/' 


-cpv— 1 


sinc5  I       ,       I  —  r  cosbe 

'- 7-        ,  lOS^  7 

et,    en  admettant    toujours  la   supposition  déjà  faite  de   r  et  r' 
moindres  que  l'unité,  je  ferai  usage  des  développements 

7^'  sin  cp 
. 1 —  =  r'  sin 9  -h  r^'^  sin2cp  -h  r"^  sinScp  -h.  .  ., 

I  —  'ir  coscp  -H  r  2  *  * 

I       .       1  — rcos6e-?^^ 
log- 


V' 


2  V  —  I  I  —  ''  cos^ 


p\/-l 


=  7'  cos  6  siii  cp  H sm  2  cp  H sm  i  cp  -+-... . 

Maintenant,  si  l'on  intègre  entre  les  limites  zéro  et  iz  le  produit 
des  seconds  membres,  on  trouvera  immédiatement 

COSO  -H  ^ '-  -I-  ^ :^ h.  .  .     , 


1  ^  1        I 


B=  - 

7^ 

TC 

6   _ 

rr^ 

•7^'  ces 

c'est- 

-à-dire 

B=  — 

rr 

TC 

'  cos6 

log 

I  - 

I  —  r;-' cos6        ao!-^hh' 


C'est  le  résultat  que  je  me  proposais  d'établir;  je  me  borne  en 
ce  moment  à  remarquer  que  les  constantes  a,  h,  o! ^  b'  n'y  entrent 
que  par  les  produits  aa'  et  hb' ^  de  sorte  que  l'intégrale  ne  change 


Hosted  by 


Google 


3l8  (OUVRES    DE    (;  HA  H  LES    H  ERMITE. 

pas  en  y  remplaçant  a  et  a!  par  -  ?  a!  t^  et  b  et  V  par  —  ?  ^^i^.  Rela- 
tivement à  A,  il  est  possible  seulement  de  changer  a  et  6,  d'une 
part,  en  at^  ht\  a'  et  b' ^  de  l'autre,  en  — ?  — ;  ce  sont  ces  propriétés 

qui  servent  de  point  de  départ  à  l'extension  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  de  la  théorie  des  fonctions  X,^  de  Legendre. 


Hosted  by 


Google 


SUR 

QUELQUES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 
DE  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


Comptes  rendue  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LX,  i865  (I), 
p.  370,  432.  4^1   6t  5 12. 


Les  recherches  que  j'ai  eu  l'honneur  de  communiquer  à  l'Aca- 
démie sur  les  dérivées  des  divers  ordres  de  l'expression 

OÙ  cû(^,  y,  z^  . .  .)  représente  une  forme  quadratique  définie  et 
positive,  et  dont  se  tire  un  mode  de  développement  en  série  de 
fonctions  de  plusieurs  variables  (^),  m'ont  amené  à  faire  une  étude 
attentive  des  fonctions  X,^  de  Legendre,  comme  offrant  l'exemple 
le  plus  important  et  le  type  des  propriétés  que  j'ai  remarquées  dans 
les  polynômes  \] n,n\n\...  définis  par  l'équation 

,^,<.-/.,-/,, .-.. ...)  =  ,-,u,.,., ...)  2  ^^f;^  U„,  „.  „., .... 

J'ai  été  ainsi  conduit  à  une  généralisation  sous  un  nouveau  point 
de  vue  de  ces  fonctions  X/^,  je  veux  dire  à  un  système  de  poly- 
nômes d'un  nombre  quelconque  de  variables  ayant  une  même  ori- 
gine que  ceux  de  Legendre,  ce  qui  n'avait  pas  lieu  pour  les  quan- 
tités \in,n',n",...)  ^t  à  l'égard  desquels  on  retrouvera  la  plupart  des 


(^)   Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LVIII,  séances  du  n  jan- 
vier et  du  8  février.  Voir  aussi  Hermite,  OEuvres,  t.  II,  p.  298. 
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propositions  de  l'illustre  géomètre,  et  même  l'analogue  du  beau 
théorème  de  Jacobi,  savoir  : 


x„ 


dœ^'- 


Ce  système  de  polynômes,  et  un  autre  qui  s'y  joint  immédiate- 
ment, conduisent  à  des  développements  de  fonctions  de  plusieurs 
variables,  ^,  y,  ^,  .  . .,  dans  l'étendue  limitée  par  la  condition 

OU  plus  généralement 

le  premier  membre  de  l'inégalité  étant  une  forme  quadratique 
définie  et  positive.  La  méthode  si  féconde  et  si  connue  depuis 
Fourier,  consistant  à  déterminer  les  coefficients  par  l'intégration 
après  avoir  multiplié  la  fonction  par  un  facteur  convenable,  s'ap- 
plique encore  dans  ces  nouvelles  circonstances,  mais  avec  une 
modification  qui  semble  caractéristique  pour  les  fonctions  de 
plusieurs  variables.  L'intérêt  de  ces  nouveaux  développements, 
d'ailleurs,  consiste  surtout  en  ce  que  les  variables  y  sont  traitées 
simultanément,  de  sorte  qu'ils  ne  résultent  pas,  comme  le  plus 
souvent,  de  l'application  répétée  du  même  procédé  sur  chacune 
des  quantités  ^,  y,  ^,  ...,  successivement  considérée  comme 
variable  unique.  Enfin  on  peut  présumer  que  ces  polynômes  donne- 
ront la  solution  de  questions  de  minimum  ou  d'interpolation  du 
genre  de  celles  qu'a  traitées  M.  Tchébichef,  et  cette  étude  a  été 
amenée,  je  dois  le  dire,  par  diverses  questions  que  m'a  posées  plu- 
sieurs fois  sur  ce  sujet  notre  savant  confrère. 


L'expression 

I  —  'lax  -h  a^. 

qui  donne  naissance  aux  fonctions  de  Legendre  et   aux  formules 
trigonomé triques  pour  la  multiplication  des  arcs,  d'après  ces  rela- 
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lions, 

(i  —  2acc  -\-  a^)    ^  =  ^<^'^X;i, 

.s    ,       V^       sinr(/2  H- T)arc  cos^l 

se  prête  au  mode  de  gënéralisalioii  découvert  par  Gôpel  et  M.  Ro- 
senhain  pour  passer  des  séries  elliptiques  de  Jacobi  aux  fonctions 
abéliennes  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  En  comparant 
en  effet  ces  deux  expressions 

^    ^    Qii^klmx+lny-^gm'^-^^hmn+g'n''') 

on  est  amené  naturellement  à  Fétendre  de  cette  manière 

I  —  "lax  —  2  h  y  H-  ga^  -f-  2  hah  -^  g'  b'^^ 

OU  bien,  avec  n  variables,  x^  y^  z^  .  .  .^  u 

I  —  lax  —  nby  — .  .  . —  -ikii  -{-  o{a,  b,  c^  .  .  . ,  /c), 

'^{a^  bj  c^  . .  .^  k)  étant  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré 
en  a,  6,  ...,  k.  Mettant,  avec  une  indéterminée  de  plus,  sous 
forme  homogène, 

l-  —  lalx  —  ibly  -^ , .  . —  "iklu  -f-cp(a,  6,  ...    k)^ 

nous  considérerons  également  sa  forme  adjointe  ou  contrevariant 
quadratique  qu'on  obtient  aisément  comme  il  suit.  Soient 

d;(a,  b,  ...,  k) 


la  forme  adjointe  de  o,  A  son  invariant,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  trouvera  pour  résultat 

[l^-l{a,b,...,k)f~^{a,b,  ,..:k)[^{x,y,,..,u)-^-\. 

Tels  sont  les  éléments  algébriques  qui  serviront  de  point  de  départ 

à  nos  recherches;  nous  nous  bornerons  toutefois  à  deux  variables 

H.  —  II.  21 
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et  au  cas  le  plus  simple  où  l'on  suppose 

cp(a,  6)=  a^H-  b^, 

ce  qui  conduit  aux  quantités 

I  —  'lax  —  *2  by  -1-  «2  -f-  6^ , 

=  I  —  lax  —  iby  -h  a^(i  — jK^)h-  labxy  -i-  ^^(i  —  a?^). 

Gela  posé,  les  fonctions  dont  nous  allons  étudier  les  développe- 
ments sont  les  suivantes  que  nous  réunissons  en  deux  groupes, 

savoir  : 

{i  —  ^ax  —  ^hy-^a'^-^  b^)~'^, 

_i 
[i  —  lax  —  2Z)jK  +  a2(i  —  j>/2)-4-  'labxy  ^  b^{i  —  x^)]    -, 

et  en  second  lieu 

(  I  —  Q-ax  —  -iby  -h  a2  -H  b^)"  ^ ^ 

1 

(i  —  x^  —  y^y[^  —  lax  —  'iby  ~+-  a^(i  — ■  y'^)-^  2abxy  +6^(1  —  x^)]~K 

Leur  analogie  avec  les  fonctions  d'une  variable,  qu'elles  com- 
prennent comme  cas  particulier  en  supposant  b  =  o  et  jr  =  o,  se 
rapporte  donc  à  la  fois  aux  jDolynomes  de  Legendre,  et  aux  for- 
mules pour  la  multiplication  des  arcs  dans  la  théorie  des  fonctions 
circulaires. 

II. 

Soit  en  premier  lieu 

(i  —'j.ax~2by-{-a^~{-  62)-i—  'V  a''^6'^V/„,7i. 

On  reconnaîtra  immédiatement  que  Vyn^n  est  un  polynôme  entier 
en  X  ety^  du  degré  m  +  /2,  mais  ayant  x^''^y'^  pour  seul  et  unique 
terme  de  ce  degré.  On  aura  par  exemple 

Vo,o-i, 
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et 

Yi,2=  5.4  ^72— 4^7, 

V3,]  =  64^3^  —  24^7, 

Vi,3==  64  ^7^— 24^77, 

Vo,4^  (6/^—  T2_X5-+-I, 


Réciproquement  on  pourra  exprimer  ^'^^jk'^  en  fonction  linéaire  de 
Ym  n  et  des  polynômes  du  degré  moindre,  de  sorte  que  la  formule 


représentera,  en  déterminant  convenablement  les  constantes,  tout 
polynôme  entier  en  x  et  y.  Voici  maintenant  leur  propriété  fonda- 
mentale. 

Considérons  l'intégrale  double 

les  variables  étant  limitées  par  la  condition 

^^-+-7211. 

Un  calcul,  pour  lequel  je  renvoie  aux  Annales  de  r École  Nor- 
male supérieure  (année  i865)  (^),  conduit  à  la  valeur 

71  ab' —  ba! 

A  =  — —. -, — :  arc  tan^- -, yt,  ' 

au  —  oa  1  —  aa  —  00 

On  voit  que  cette  expression  ne  change  pas  en  y  remplaçant  a  et  b 

a'    b' 
par  at  et  bt^  a'  et  b^  par  — ?  —y  de  sorte  que  t  doit  disparaître  dans 

l'intégrale 

I     I  dx  dy\a"^b'H''^'^'^Y,n,n^ci'^^b''U-V'-'^Y^^^y. 


(')  Voir  aussi  Hermite,  Œuvres^  t.  II,  p.  3i3. 
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Cela  exige  que  l'on  ait 

/    j  dxdyyrn,7i^]x,v=o, 
entre  les  limites 

lorsque  les  degrés  m  +  ai  et  [ji  -f-  v  sont  différents.  Cette  proposi- 
tion met  sur  la  voie  d'an  développement  tel  que  ^  A^^^/^Vt^z,^  pour 

toute  fonction  F(^,  y),  les  variables  étant  assujetties  à  la  condition 
^2_j_j/2<j^  Elle  ne  suffît  pas  toutefois  pour  la  détermination  des 
coefficients,  et  c'est  en  ce  moment  qu'il  est  nécessaire  de  consi- 
dérer la  seconde  fonction  dont  nous  avons  parlé,  à  savoir 

_  i 


III. 


Désignons  par  l]m,n  les  polynômes  entiers  en  x  et  y,  du  degré 
m  +  72,  ayant  pour  origine  le  développement 


[i  —  '2ax  —  2by^a^i-y^)-hiabxy-]-bHi  —  x'^)]'^  =  ^a^^b^^\],n,n-, 
et  dont  voici  les  premiers 


1 


3 

Uo,l  =7,  Ul,2=   -(3^j2_,_^3_.^)^ 

U2,o-  ^(3^2+ -^2_i),  Uo,3-  ^(57^+3^2^-3^), 


Ui,i  =  ixy, 


I 


Uo,2=  -(37^+^2-1). 
L'intégrale  double,  prise  comme  précédemment  entre  les  limites 
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^2_|_y2<j  ^  savoir 

B  =   C  Ç dx  dy{i—  ia' X  —  ib' y  -\-  a'^--^  b'^)-^ 

x[]  ~  2ax  —  2by  ^  a^(T  — y^)-\-  lab  xy  -+-  b^-(i  ~  x-)]    % 
va  nous  donner  leur  propriété  fondamentale.  On  trouve  en  effet 

B  =    '    "    I  ir^^S  ; TTT' 

aa  -^  bb       ^  i  —  aa  —  bb 

valeur  qui  ne  change  pas  en  y  remplaçant  a,  h^  ci! ^  b' ^  par  at^  bii^ 
—  ;  —  •  Il  en  résulte  qu'on  a  généralement 


/     /  dx  dyyjn,?iVï^.,v=o, 


si  les  indices  m  et  [jl,  ji  et  v  ne  sont  pas  égaux  en  même  temps;  et 
dans  l'hypothèse  contraire,  on  obtient 


/     /  dxdyy„i,ii^ni,n  = 


Jl  ^i  .n  -^  1.  .  .n  -h  m 


m  ~\-  n  -V-i 


Nous  pouvons  donc  déterminer  maintenant  par  la  méthode  ordi- 
naire  les  coefficients  du  développement  considéré  plus  haut,  savoir 


on  trouve  ainsi 


/     /   dxdy¥{x,  y)\]ni,n= A 


ni^n% 


l'intégrale  étant  prise  entre  les  limites  x"^  -\-  y'^^i]  et  c'est  dans 
l'obligation  d'introduire  le  facteur  \im,n  différent  de  Vw,/^,  que 
consiste  d'une  manière  générale,  nous  pensons,  à  l'égard  des  fonc- 
tions  de  plusieurs  variables,  la  modification  caractéristique  dont 
nous  avons  parlé  en  commençant.  On  pourrait  également  poser 

mais  c'est  au  premier  développement  que  nous  nous  attachons  de 
préférence,  la  nature  du  polynôme  ^m,n  permettant  de  reconnaître 
immédiatement  que  la  valeur  de  h.m^n  tend  vers  zéro  quand  m  et  n 
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augmentent.  Cela  résulte  effectivement,  comme  nous  le  verrons^ 
de  l'expression  suivante 

'"'"  ~~   i  .1.  .  .m.i.i.  .  .II. 'yn^-^i^  dx"'  dy'  ' 

que  nous  allons  établir. 

IV. 

La  série  donnée  par  Lagrange  pour  la  résolution  de  l'équation 

c'est-à-dire 

a-    df~(x)(j^'(x)  a'-'      d- /'•^  ( x)  o  {x) 

1  . 2  dx  1  .2.3  dx'^ 

peut  être  présentée  sous  une  autre  forme  qu'il  est  nécessaire  d'éta- 
blir pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue.  Supposons  d'abord  ^==o, 
(^  ==  I,  je  l'écrirai  de  cette  manière 


Cp(^)^Cp(o)-h[/(^)cp'(^)]3:=0+     -^ 


df-^{z)o'(z)' 

dz  I  z=-^ 


OU  encore 


r%    ^   7        r/-r    N    /    M       ^     '     \dfHz)^{zy 

J        <^{z)dz=:[f{z)^{z)]z=^-\--^^    Y -^ 

en  remplaçant  ^' {z)  par  ^{z).  Maintenant  faisons 

f{z)=V{x  +  az), 
<ù{z)—  ^{x  -^  az)^ 

ce  qui  donnera  évidemment 

/^{x  -\~  az)  dz 

^ ,    ,  ^ ,    ,  a     d¥-Hx)^{T'\  «2      cil  Y'^{x)^{x) 

=  F(x)<^{x)-^ -/ — ^ 1 -^  T-^ 

1.2  dx  1.2.3  dx'- 
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En  diffërentiant  par  rapport  à  ^,  on  en  conclura 

— ^^ — -  -\-  ^^^(x  ^az) 

a  cLx 

_  dY{x)^{x)         a     (i^F2(^)^(^) 

~  dx  1.2  dx''-  '  "' 

et  en  simplifiant 

_  a  dY{x)^{x)        a^  d^F^{x)^(x)  ^ 

~      ■     '        i  dx  1.2  dx'^ 

Mais,  l'équation  en  z  étant  maintenant 

z — ¥ (x  -h  az)=^  o, 


on  en  tire 


dz 

I  -\-  a  —r-  = 


dx        I  —  a¥\x  -\-  az) 

de  sorte  qu'en  posant 

§{z)—  z  —  F(^  H-  az)^ 

il  viendra  en  dernier  lieu 

^(^x-\-az)  _  a  dY(yx)^{x)         a^     d'^Y'^{x)^(^x) 

§'  (z\        ^     ^    I        j  dx  1.2  dx"^ 

Sous  cette  forme  nouvelle,  on  peut  appliquer  à  la  série  de 
Lagrange  le  procédé  qu'on  emploie  dans  les  éléments  pour  étendre 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  la  série  de  Taylor 

F(^-f-A)=:F(^)-H  -r{x)^  ^F"(^)  +  .... 

Ainsi  on  fera  d'abord  ^  =  o,  a  =  i,  se  servant  de  ce  cas  parti- 
culier pour  y  introduire,  au  lieu  de  F(^)  et  ^(^),  les  fonctions 

Y (^x -^  az^  y  ^hz),     ^(x  ■+-  az,  y  -{-  b z), 

et  l'on  parviendra  à  ce  développement  où  l'on  a  mis,  pour  abréger, 
F    et  O  dans   le    second  membre  au   lieu    de   F(.r,j^),   <ï>(^,j'), 
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§\z) 


^ '-^ i  =^^-^a  —. \ -j-—  ■ 

dx  1.2      dx" 

,  dV^  ,    d'-Y'^^ 

H-  h  —. —    -\~  ah  —, r- 

dy  dx  dy 


OU  bien 

^{x  -^  a z ^  y  ^  h z) 


-Il 


i^'^b'-' 


(^m-h/i  p  /7H-71  (|> 


.  2 ,  .  .  7?2  .  1  .  2 .  .  .  7i        dx"^  dy^^ 


l'équation  en  z  étant 

;f(^)  =  ^  —  F{x-^az,y-^bz)=^o. 

Cette  conséquence  de  la  formule  de  Lagrange  donne  le  théorème 
que  nous  avions  en  vue  d'établir;  supposant  en  effet 

Y(x,  y)=  x^-{- y^- — i,         <i>{x,  y)=  i, 
et  remplaçant  a  el  b  par  —  ?  -?  l'équation  devient 


On  en  tire 

o  i 

^'(^z)  =  [i—  2ax  —  2by-[-  a^(i~-y^)-i-  'labxy  -^  b'^ii  —  x^-)Y, 
et,  par  suite, 

[ I  —  2 a 37  —  2  by  -\-  a^ (i  ~ y^ ) -{- 2 ab xy  -+-  b^(j  —  x^)]    ^ 
arni^n  d^'^^"  ( x^-  -h y^ —  iy?i-h7i 


'  jZd  I.': 


, .  m .  1 . 2 .  .  .  n .  2^"-^''-  dx''^  dy>^ 

Voici  ce  qui  résulte  de  cette  expression  pour  les  polynômes  \ijn,n^ 


V. 


En  premier  lieu,  on  a  comme  pour  N m,n  la  relation 
/        dxdyl]fn,nlJ^,^'=o, 
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avec  la  condition 

quand  m  -\-  n  n'est  pas  égal  à  p.  +  v.  Nous  le  déduirons  de  la  for- 
mule suivante 


qui  donne 


dx^^~^         dx    dx'^-'^         dx^    dx^^~^ 

^        '         dx'^-^  ^  ,/       ^    ^      dxf^  ' 


^  a  ^  a 


en  supposant  que  a  et  b  annulent  <ï>(^)  et  ses  n  —  i  premières 
dérivées.  Considérons,  en  efïet,  l'intégrale  double 

avec  la  condition 

et  commençons  par  rapport  à  la  variable  y  l'intégration  qui  devra 
être  faite  entre  les  limites  —\J\  —  x'^^  H-y/i  —  ^~'  ^^^  ^\ivdi 

J_  dyYix^y) ^- 


d'^Yix,  y)    d'^^  (  ^2  _^  j2  _  I  yn-^rn 


-(-0'^   /     dy 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

=  (— 0"    /     /   dxdy-, — -, ^ f 

J   J  -^  dx  dy  dxf'^ 

Opérant  en  second  lieu  sur  la  variable  x^   comme  on  l'a  fait 
sur  j^,  on  aura 

J  J  d.dyF(^,r) '-â^. 
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et  la  proposition  annoncée  s'ensuit  en  prenant 

et  supposant  p.  + v  <C  m  +  /?,  ce  qui  annule  évidehiment  le  second 
membre.  Il  en  résulte,  comme  on  le  montre  aisément,  que  le  poly- 
nôme XJm^n  est  une  fonction  linéaire  des  divers  polynômes  Y 01^11^0-) 
'Vm+n-i.i',  . . .,  Vo,77e+7z,  de  degré  ?n  +  n. 

Considérons  en  second  lieu  le  terme  général  du  développement 
de  la  fonction  quelconque  F(^,  y)  sous  la  forme 


F(a7,  y)  =  ^A-o!,?iym,n, 


savoir  : 

TT  /7Z  -H  1  .  771  -H  '2  . 


771  -\-  n  -h  l 


—  Ajn,n=    I      /    dx  dfF(x,y)\J;n,n' 


El[l   appliquant   la   même    formule    au    second  membre,   on   en 
déduira 


T  .-i.  .  .772  +  7l.1^>'-^''A,„^ji 

771  -\-  71  -i-1 


\m-hn 


ce  qui  introduit  soas  les  signes  d'intégration  les  puissances  d'un 
facteur  moindre  que  l'unité,  et  qui  sont  d'autant  plus  petites  que 
les  indices  m  et  Ji  sont  plus  grands.  Comme  on  trouve  aisément 
d'ailleurs 


/     /   dx  dy(i 


.  ^2 y2  \ni-\-ii  3^ 


on  aura,  si  l'on  appelle  ^m,n  le  maximum  de  l'expression  — ,^^^  ^  \f  ^ 
sous  la  condition  x--^ y^Si^  cette  limite  supérieure  fort  simple 
de  Kni^n-)  savoir 


\  .2.  .  .771  -{-  71.-1" 


En   supposant   donc    que  '-^^^ ne    dépasse  jamais   une 
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certaine  constante  A",  les  termes  du  développement  considéré 
2^^m,?2y?n,n  ne  dépasseront  pas  non  plus  ceux  de  la  série  suivante 

représentant  la  fonction 

/c (  I  —  'lax  —  by  -\-  a^-^  b-  )~^, 

dans  l'hypothèse 

I  ,        I 

a  =  -  et  0  =  -  ' 

'2  2 

Mais  d'autres  propriétés  du  polynôme  \Jm,n  vont  encore  nous 
montrer,  et  indépendamment  de  la  transformation  précédente, 
que  la  valeur  de  A^^f^  diminue  quand  les  indices  augmentent. 


VI. 


On  sait  que  la  fonction  X/^  de  Legendre  reste,  quel  que  soit  72, 
numériquement  moindre  que  l'unité  lorscju'on  fait  variera  de  —  i 
à  H- i ,  et  que  l'équation  X,^  =  o  admet  entre  ces  mêmes  limites 
n  racines  réelles  et  inégales.  Par  conséquent,  dans  l'intégrale 

/        F(x)Xadx^ 

Y[x)  se  trouve  multiplié  par  un  facteur  qui  change  n  +  i  fois  de 
signe  entre  les  limites  et  sans  dépasser  l'unité.  Or,  aux  infiniment 
petits  près  du  second  ordre,  une  fonction  prend  des  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  avant  et  après  son  passage  par  zéro,  la  fonction 
F(.'r)  variant  alors  infiniment  peu,  on  voit  que  le  facteur  X/^  a 
pour  effet  d'amener  dans  le  voisinage  de  ses  racines  des  éléments 
de  l'intégrale  infiniment  peu  différents  et  de  signes  contraires, 
d'où  résulte  que  l'intégrale  diminue  de  valeur  quand  le  nombre 
de  ces  racines  augmente.  Des  considérations  semblables  s'ap- 
pliquent à  l'intégrale  double 


SI 


dx  dyF(x,  y)Vn,,n, 
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dont  les  limites  sont  déterminées  par  la  condition 

et  reposent  sur  les  propriétés  suivantes  du  polynôme  Uni^/i' 

Supposons  que  les  variables  x  el  y  représentent  des  coordonnées 
rectangulaires,  la  courbe  donnée  par  l'équation  11?^^^,^:=  o,  abstrac- 
tion faite  du  facteur  x  ou  y^  suivant  les  cas,  sera  toute  comprise 
dans  l'intérieur  du  cercle  ^--f-y^— -j.  jg  plus,  elle  sera  ren- 
contrée en  m  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  et 
en  n  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées.  Ce  sont  les 
changements  de  signe  du  facteur  U/^^^/^,  résultant  de  ces  intersec- 
tions, qui  amèneront  dans  les  intégrations  relatives  k  x  ou  k  y  les 
mêmes  conséquences  et  la  même  conclusion  que  précédem- 
ment (^  ). 

Le  premier  point  résulte  d'une  forme  de  développement  de 
l'expression 

_i 
[i  —  lacc  —  2by-^a^{i  — jr^)+  labxy-^  b^-(i  —  sc^)]    ^, 

qui  s'obtient  de  la  manière  suivante.  Soit  pour  un  instant 


i  —  ace  —  by  ' 
elle  pourra  s'écrire  ainsi 

ce  qui  donnera  la  série 

u  +  i(a^-}-  b'- )  (x^ -h  y^  —  i)  u^ -i-  —  (a^^-  b'-y{a;^-hy^  —  iyu^- 

-h    ^•^'^-'•'^^  —  ^  (^2  4-^2)/^(^2_|,y2_I)/^^^2/^+l_4_.,,. 

•2./\.D.  ,  .in      ' 

Faisant  encore 

ax  +  by  =  s, 


(^)  Je  dois  faire  remarquer  toutefois  une  différence  en  ce  qui  concerne  le 
maximum  de  U„,  „  égal  à  l'unité  lorsque  l'un  des  indices  est  supposé  nul,  et  dont 
l'expression  générale  est 


ji\m  -h  n 


f7— 
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de  manière  à  avoir 


T 
U  =   


et,  par  suite, 

du  I  d-  u  1.2  d'^  u  i  .1.  .  .71 


dz        {\—zy-  dz^-        (i  — -2)'  dz'^        (i  — ^)''+i 

ou  bien 

du         ,  d'^u  ^  d'^  u  „^, 

dz  dz-  dz'^ 

en  remplaçant  les  puissances   de  u  par  les  dérivées,  cette  série 
deviendra 

.3.4    az^  '2.4 


1 .2. J.4 


Cela  posé,  nous  en  déduirons  l'ensemble  homogène  des  termes 
de  degré  k  en  a  et  b^  en  développant,  suivant  les  puissances  de  s, 
la  quantité 


I 

U  =  


ainsi  que  ses  dérivées 

du        v^  ,  d'^u       \i      .  X    „    o 

Par  là  on  obtiendra  cette  expression  dont  la  loi  est  manifeste  : 


k(k-l)(k-2){k-3)     1.3,^^^    ,     ^^,^,^^     ,     ....    _.^2.A-4 


I .  '2 . 3 . 4  2.4 

De  sorte  qu'en  mettant  au  lieu  de  z  sa  valeur  a^+  by^  on  sera 
conduit  à  la  relation  suivante 

1.2.3.4  2.4 
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m  =  1 

m  =  0 

m  ss  1 

/i  s^  0 

11^  0 

n  ;=  r 

a  ss  I 
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Elle  met  immédiatement  ce  fait  en  évidence,  que  pour  des  va- 
leurs   positives    des    coordonnées,    rendant  positive   la    fonction 

.x--\-y^ — I,  toutes  les  quantités  U/f^o?  U/f_^^^,  ...,  Ui,^_i,  Uo,/r 
seront  également  positives.  OrU;,/,^,^,  suivant  ces  quatre  cas,  savoir: 

(modsi), 
^  ^  o      n^^  \       /i  ss  I    ) 

ayant  pour  expression 

^{x'^.y^),     :rF(^^r2),     yY{x\y^^),     xyV{x\f^), 

ne  pourra  par  conséquent  jamais  s'annuler,  quel  que  soit  le  signe 
•des  coordonnées,  abstraction  faite  du  facteur  x  on  y^  qu'en  sup- 
posant x^ -{- y^ —  I  <<  o,  ce  qui  démontre  notre  proposition. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons  la  courbe  Uw^o=  ^\ 
on  vérifiera  aisément  qu'elle  est  composée,  suivant  que  m  est  pair 

1     m         /?!  — I    IV  ^  ,  '         ^2    ,       ., 

ou  impair,  de  —  ou  — ; —  ellipses  ayant  pour  équations  —  -|- j/-  rr=  i  ^ 

où  p  est  une  des  racines  du  polynôme  X;,^  de  Legendre.  Ces  racines 
étant  moindres  que  l'unité,  les  diverses  ellipses  sont  bien  effective- 
ment comprises  dans  le  cercle 


Démontrons  en  dernier  lieu  qu'une  parallèle  à  l'axe  des  y^  par 
exemple,  rencontre  en  a  points  la  courbe  U/,2^;i=  o,  et  remarquons 
à  cet  effet  qu'on  peut  poser 

d'^'\x^^ y""-  -  \yn.^>^ 


dx"'- 


:(^2-4-J/2—   l)''Z, 


en  désignant  par  Z  une  fonction  entière  en  x  et  y.  Il  en  résultera 


U. 


d'Hx'''-^-  y''~—i)'>T. 


,a.'2'>^^'^  dy'^ 


et  sous  cette  forme  le  théorème  de  Rolle  suffit  pour  montrer  que, 
par  rapport  àj)/,  l'équation  U7;z,/^=  o  admet  n  racines  réelles  com- 
prises entre  les  limites  — y/i  — x-^  +\/i^ — ■  x- .  Notre  courbe  est 
donc  effectivement  rencontrée  en  n  points  par  l'une  quelconque 
des  ordonnées  du  cercle  ^-+ )--=  i. 

La  même  démonstration  s'appliquera  d'ailleurs  à  une  parallèle  à 
l'axe  des  x. 
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VII. 


Nous  avons  cherché  à  montrer,  dans  ce  qui  précède,  l'analogie 
des  polynômes  à  deux  variables  \Jm,n  avec  les  fonctions  de  Le- 
gendre,  et  sous  ce  point  de  vue  le  fait  le  plus  caractéristique  s'est 
trouvé  dans  la  relation 


si  semblable  à  l'expression  donnée  par  Jacobi, 


X.- 


1.2.  .  ./i.'i'^  dx'^ 


Maintenant   nous  devons  considérer  les  fonctions  ayant  pour 
origine  le  développement  des  quantités 

_  3. 

(i  —  2ax — 2h y -\- a^- -^  b"^-)    ^^ 
1 
(i  —  x^  —  y^)^[[  -~  2ax  —  '2by  -h  a^-(i  —  y-) -i~  -i ab xy  -h  b- {i  —  ^-)]~S 

et  que  nous  définirons  ainsi 

(i  —  Q.ax  —  Q.by  -H  a^-f-  b'^f  ^  =^^^"'b"^m,?:., 


1 
([  —  x'^  —  ^^)^[i  —  'lax  —  Q.by  -h  a'^(i  — y'^) 

-f-  '2abxy  -h  62(i  _^2)]-i  _  "Va'^'ô^D 

L'équation  suivante,  que  nous  établirons  bientôt, 

ï  .2.  .  .m-^  71      (  —  J ) "''^■'  (  fn  -+-  n  +  i )    d"^^'^ ( i  —  x^  —  y^ ) 


1 


^m,n  — • 


1.2. .  .;?z  .1.2. .  ./i  1 .  3.5.  .  .2(/Ai -f- /^)^-l  dx»^  dy'^ 


rapproche  par  la  similitude  de  forme  analytique  ces  fonctions  de 
deux  variables  des  expressions  qui  donnent  le  sinus  du  multiple 
d'un  arc  au  moyen  du  cosinus  de  cet  arc.  C'est  ce  que  rend  mani- 
feste ce  beau  résultat  dû  encore  à  Jacobi,  savoir  : 

1 

sm  r(  71  -4-  I  )  arc  cos  ^    =  — — ; 

■-^  ^  -■        1.3.5.  .  .2/1 -M  dx^' 
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Nous  aurons  d'ailleurs  pour  Vjn^n  et  XDm,??  des  propriétés  entière- 
ment semblables  aux  précédentes,  et,  comme  elles  s'établissent  de 
la  même  manière,  il  suffira  d'indiquer  rapidement  les  plus  impor- 
tantes. 

Voici  en  premier  lieu  leurs  valeurs  dans  les  cas  les  plus  simples 

4 

^^^2,1  =  Y  (7^'-r — r).        • ' 


Vo,o  = 

h 

'C-^i.o^ 

3cc, 

•^^0,1  = 

37, 

\'^-2,0  = 

-«). 

\'^1,1== 

i5^7, 

Vo,2  = 

■2 

-1). 

V-6,0  = 

i(y.^- 

-3^), 

et  en  posant,  pour  abréger, 


't)i,o=  '2p^,  t)o,3=4p(5»-7^+^^7— r)> 

t)i,i=:  6pa;j,  't)2,2=  2p(6^^+'27^2j^2_^6^'*— 7rr2— 7j/2_^_i-|^ 

X')o^2=  p(4j2_^.^2_i)^  t)i,.3=20p(2^73_|_^3^_^j)^ 

t)3,o=4p(2^^-f-.^J^— ^),  tDo,4=  p(l67^-|-I2^2j2_|_^4_i2j2_2a72H_i)^ 

192,1- 4p(4^'r+r'-r).  

Gela  posé,  les  intégrations  étant  toujours  entre  les  limites  déter- 
minées par  la  condition 


^2_|_^2<,^ 


on  aura 


f  f  dxdy'Ç,n,n'Qy^^y  =  o,  f  j   dxdyXDrn,n"0 


[x,v—  o; 
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si  Jes  degrés  m  -j-  n  et  ul  +  v  sont  difFérents,  et  en  outre^ 


/     /   dxdy'Çtn,ii'0^,^y=o, 


lorsque  les  indices  m  et  ja,  n  et  v  ne  sont  pas  égaux  à  la  fois.  Dans 
le  cas  contraire,  on  obtient 


\  71  -i-  I  .n  -^  '1   .  .n  -i-  m 


\  .1.  .  .m 


Ce  dernier  point  résulte  de  la  considération  d'une  intégrale  double 
analogue  à  celles  qui  ont  été  précédemment  désignées  par  A  et  B, 
savoir  : 

C=    I     j   dxdy{i  —  '?.a'cc  —  2by-+-a'^-i-  b'^f^{i~a^'-  —  y'-j^ 
X  [i  —  2ax  —  '^-'ày  -h  a^{i  — y^)-^  '2abxy  -\-  b^{i  —  x^)]-^. 
Nous  allons  en  donner  la  détermination. 

VIII. 

Soit,  pour  abréger, 

En  posant 

a'J  H-  b'r\  b'I  —  a'  T, 

et  introduisant  les  quantités  suivantes 

aa' -^  bb'  .  ab' — ba'         .    ^ 

=z  cosG, —  sin6, 

nous  obtiendrons  une  transformée  en  \  et  yj,   que  nous  écrirons 
ainsi 

X  [(i  —  r  cos  0^  —  r  sin  Or^  )2  —  ^2  (^  ^2  _|_  ^^2  _  i)]-i ^ 

Ce  résidtat  conduit  à  intégrer  en  premier  lieu  par  rapport  à  ti, 
H.  -  II. 
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c'est-à-dire  à  l'expression 


/ 


^^(i_^2__^^2)2|-(j__,,cos6^  — rsinÔY])-^— rH^^M-"^'  — i)]"S 


qu'on  peut  décomposer  de  cette  manière 

H 7^    /   dri(i — rcosG^  —  7' sin6'r]  +  7^^^+ '0^  — 0'"^- 

1  ir  J 

En  faisant 

7]    ==  /l  —  |2  cOSCp, 

on  devra,  d'après  les  limites  de  t],  faire  croître  l'angle  cp  de  zéro 

à  Tï,  et,  si  l'on  pose 

L  =  1  —  r  cosG^, 

M  =  /'sinGv/i  — ^^ 

ces  intégrales  deviendront 

v/[  — ^2      r'^  sincp^cp  y/i  —  ^'^     Ç'^  sincp  ^/cp 

2  f>     J      L  —  Mcoscp  —  iN  sincp  -^ir     J^      L  —  M  coscp -h  t'N  sincp  ' 


ce  qui  peut  être  évidemment  réduit  à  l'intégrale  unique 


v/i  — ^2     ^^'^  sincp^cp 

-  M  C0SC5  —  t'N  sincû 


Introduisant  en  dernier  lieu  la  variable  e^?  =  ^,  nous  serons  con- 
duit à  intégrer,  le  long  d'un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine  et 
son  rayon  égal  à  l'unité,  la  fraction  rationnelle 

i Lzif! , 

dont  il  n'y  a  plus  dès  lors  qu'à  déterminer  les  résidus. 

A  cet  effet,  nous  supposerons  r  et  r'  moindres  que  l'unité, 
restriction  permise,  puisque  l'intégrale  doit  être  développée  suivant 
les  puissances  ascendantes  des  quantités  a,  6,  a' ^  b' ,  Sous  cette 
condition,  l'équation 
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admet  une  racine  inférieure  à  l'unité,    car  le    premier   membre 
prend  pour  ^  =  i  la  valeur  positive 

et  pour  z  =z  —  I  la  valeur  négative 

—  iL—  iM  =  —  2 (1  —  r  cos e^  -H  r  sin e  / i  —  ^"O- 

Or,  le  résidu  de  la  fraction  proposée,  relatif  à  cette  racine,  a  pour 
expression 

1  /  •    û  *  —  ^ cosG^ 


r  cos2  0v/i  —  ^2  y  y/i_  -2 r  ces 6^  H-  r2  cos^e/ 

en  l'ajoutant  au  résidu  relatif  à  la  racine  z  =  o^  savoir  : 


r(i  — sin6)v/i  — ^2 
on  trouve  l'intégrale  de  la  fraction  rationnelle 

J    Z[2hz  — 


liiï  [  I  —  r  cos6^ 


r  cos^G/i  —  ^^  \         s/ \  —  '2r  cos6^  -h  r^  cos^ô 
et  par  conséquent 


/l  — ^2      /^  +  ^  sincp^cp 


L  — Mcoscp — i'Nsincp 
I  —  r  cosÔ^ 


ce  qui  réduit  l'intégrale  double  proposée  à 

d\  (  \~  r  cosO^ 


r2cos2ÔJ_ 


3. 

1 


(i_2r'^  H- r'2)2  \         \/i—  27- ces 6^  -j-  7^2  cos2( 


Maintenant  le  calcul  s'achève  par  les  procédés  élémentaires,  et  l'on 
obtient 


2\/7'7'    COS(J  I — y7V'  cos6 


7V^    COSt)    V    I 7V'    COSt 
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de  sorte  qu'il  vient  en  définitive,   en  remplaçant  /Vcosâ  par  sa 
valeur, 

^  — 7T        /  I  I  ,       v-\-\/aa'  ^r-  bb' 


aa!  -^bb'  \\  —  aa'  —  bb'        .^  ^aa'  -+- bb'         i  —  s/aa'  -^  bb' 

et  l'on  en  conclut  immédiatement  la  proposition  énoncée  sur  l'inté- 
grale 

prise  entre  les  limites  déterminées  par  la  condition  ^2_|_y2<  j^ 


IX. 


Nous  allons  considérer  maintenant  le  développement  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  a  et  è  de  la  fonction 

i 
(i  —  cc^  —  y^)^[i  —  lax  —  iby  -{-  a^(i—y^) 


^abxy  -^  6î2(i;_^2)]-i  _  2.(^'^^^^^m,n, 


afin  d'établir  l'expression  déjà  donnée  du  polynôme  "Ojn.^n, 
Soit  à  cet  effet 

1  1 

1  i 

on  voit  aisément  que  l'on  pourra  écrire 

1 
(i  —  a72-.-j/2)2  [-|  _  2arr  —  2  6j/  +  a2(i  — y'i-)-\-  rtab xy  ^  b'^ {\  —  x^-)\~^ 

=  --^=[(i-P)-'-(.-Q)-'], 

de  sorte  que  l'ensemble  homogène  des  termes  de  degré  k  dans  ce 
développement  sera 

pA.'4-l Q/c+l 

'iis/a^--\-  b-^ 

et  voici  comment  on  parvient  à  leur  expression. 
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Revenons  à  la  formule 

^'  (z)  ~  ^  1 . 2 ...  m .  1 . 2 ...  71      dcc^^  dy^^ 

où  z  est  une  racine  de  l'équation 

§(^z)~  z  —  ¥{x  -^  az^  y  -h  bz)=  o, 

en  y  changeant,  comme  plus  haut,  a  et  6  en  -?  -•  Si  l'on  prend 

F(j,,y)=:x^-^y^-j, 
^(a;,y)  =  (x^-hy'--iy, 
on  retrouvera  d'abord  la  même  équation  en  z,  savoir  : 

4 


en  faisant,  pour  abréger, 


H  =1  —  ax  —  6 j 

K   =  a72-Hj2  — I. 


Nous  en  tirerons 


z  =  ^ G ' 


H  _/'H2~GK 

de  sorte  qu'ayant  évidemment 

/  az  bz\        I — 

on  en  conclura  par  un  calcul  facile 

/  az  b  z\ 

Mais,  d'après  les  valeurs  de  G,  H,  K,  cette  expression  est  précisé- 
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ment 


y/ «2 -4-  b'- 

et  l'ensemble  homogène  des  termes  de  degré  k  en  a  et  b  sera 
donné  par  le  développement  des  puissances  fractionnaires  sous 
cette  forme 

l.3.5...2/c  +  [     PA'+l  —  QA-+i 

de  sorte  qu'en  posant  k  ^=  ?n  -^  n,  on  a 


1.3. 5,.. 2k -h  I  pA+i_Q 


/f+i 


1 

/;^  -1-  ;^  H — 


et,  par  conséquent,  ce  résultat  auquel  nous  voulions  parvenir. 


lis/a'^-^  b^ 


'  .^ 


(m-hn-\-i)(—i)'^^-^'''a^''b'^  <^/^^+/^(i  —  a?^  —  jK^) ^ 

1 . 3 .  5 .  .  .  2  (  /?2  -h  72  )  +  [  dx"^  dy'^ 

On  en  tire,  pour  le  coefficient  de  a^b^  dans  le  développement  de 
la  fonction  proposée,  l'expression  du  polynôme  ^m,n  qu'il  s'agissait 
de  démontrer,  savoir  : 

71  -}-  \  .n  -^  1.  .  .n  -^  m 

^  m ,  n  ^^^  '  """■- 

'  I  .  2  .  .  .  /l 

1 

m  -\-n-\r-  - 

(  777^  _|_  /i  4-  I  )  (_-  lyn+n     d^n^^^  (  ,  __  ^2  _  y  2  )  2 


I  „  3   5 .  . .  2  (  /?z  -{-  71  )  -f- 1  <^.r'/^  <://'^ 

En  partant  maintenant  de  cette  expression  et  considérant  le  déve- 
loppement d'une  fonction  quelconque  sous  la  forme 

on  obtiendra  évidemment  à  l'égard  de  l'intégrale 

r  f  da:dyF(x,  y)X)nt,n, 
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prise  entre  les  limites 

ainsi  que  sur  les  propriétés  de  la  courbe  t)„ï^;i=  o,  les  mêmes  con- 
séquences que  précédemment;  je  ne  m'y  arrêterai  pas,  pour 
abréger,  et  je  terminerai  par  une  dernière  remarque  sur  les  poly- 
nômes Vm^n  et  Ym^n- 


x. 


Les  dérivées  des  divers  ordres  de  rexponentielle  e~^^^'y->^'  "'\ 
dans  laquelle  (:>(^,  y,  ^,  . . .)  désigne  une  forme  quadratique,  con- 
duisent, comme  on  l'a  vu,  à  un  mode  de  développement  d'une 
fonction  quelconque,  où  les  variables  peuvent  recevoir  toutes  les 
valeurs  de  —  oo  à  +00.  Or,  un  pareil  mode  de  développement 
peut  être  obtenu  comme  conséquence  de  ces  formules 


F(^,    y)=    y  A,;,,,,V,.,,,-    YB,;,,,,U,,,,;„ 


et  de  celles  où  l'on  emploie  ^m,n  et  'Om.n-)  et  en  supposant  x  et  y 
limités  par  la  condition 


^2_4_^2<i. 


Considérons  en  effet  la  substitution 


r  = 


on  en  déduit 

I  —   ^2  _   y-2  —     , 

d'où  résulte  que  les  nouvelles  variables  pourront  s'étendre  de  — ■  co 
à  4-  00,  et  l'on  est  amené  par  là  à  rechercher  ce  que  deviennent  en 
fonction  de  ^  et  7]  les  polynômes  Um,«  et  Ym^n-  Si  l'on  fait 

m  +  n 

m  -+-  n 

on  voit  tout  d'abord  que  les  quantités  R^^/z,  Sm^n  sont  rationnelles, 
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entières  et  du  degré  m  -\-  n  en  ^  et  T;  ;  ainsi  on  aura 

Ri,i=2^^,  R4,o-  g(8?^-24?2+3), 

Ro,2=   -(271^—1),  , 


Sj,0=  2^,  S2,l=  4(5^2yj  _  Y|3—  -r]), 

So,l=:    27),  Si, 2=   4(5-^2^  —  Ç3_^), 

S,,o-3^2_^2_i^  So,3=4(r,^-^V--'^;), 

Si,t=:  8^^,  84,0==  5^^—  I0^2^r]2-t-r]^—  10^2+  2ï]2h-i, 

So,2=  3  7)2—  ^2_  i^  


Mais,  pour  en  reconnaître  la  nature,  revenons  aux  équations  de 
définition 

f  I  —  2  «  57  —  2  6jK  +  ^2  (  [  _  j2  )  ^_  2  ^^  ^j^  _^  ^2  ( I  _  ^2  )]"  2  _.  V  ^m  ^/i  U^^^^^^^ 

(i—  lax  ~  'ihy  Ara'^-^  è2)-i  =  "V  ^m^/iV;;^,„. 
En  posant  dans  la  première 


V/I-H^2_,_^2  ^i_+_^2_^^2 

a  =  av/l+^2+^2^  è^    [3y/l_V.^2_|_-^2^ 

elle  prendra  cette  forme 

[i_2a,^_P.[3r)+a2(^2_^i)_u2ap^-ri4-p(r,2+i)]-2:^2a/^.p/.R^^^^^. 

par  conséquent,  R/w^/^,  comme  on  le  reconnaît  aisément,  ne  con- 
tient que  le  seul  terme  \^^r^^  du  degré  m -{- n]  c'est  la  propriété 
caractéristique  de  Ym,n  qui  a  été  transportée  ainsi  par  le  change- 
ment de  variables  au  polynôme  Um^n- 
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Faisons  dans  la  seconde  équation 


-         ^  è  = ^ • 


elle  deviendra 

(l4-^2  +  ^^2)[i+(^_.a)2  4_(,^_P)2]-l=^a'«(i'^S,,,,,,(H-?2+-^2)-(/;.+,.)^ 

et  l'on  en  conclut  cette  expression  qui  nous  rapproche  de  la  forme 
analytique  de  Um,??^  savoir  : 


m-^n  . 


Sm,^-(      I)     •       i,2...m.ï.i...n  dV>^dr^'^ 

En  posant 

m  +  n 

on  obtiendra  semblablement 

3  3 

?Ji-\-n-^  -  —  - 

^'^''^~^         ^  1,2... m.  1.2... 72  ^$'^^^Y]'^ 

A.  l'aide  de  cette  forme,  en  raisonnant  comme  je  l'ai  fait  précé- 
demment, on  établit  que  les  équations 

admettent  toujours  m  racines  réelles  considérées  par  rapport  à  ^ 

et  n  racines  réelles  par  rapport  à  y^  .  Sous  la  condition  ^  >>  cot  — ■ —  ? 

l'équation  Sm,n^=  o  a  même  toutes  ses  racines  réelles  par  rapport 
à  r\  (^).  Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  l'étude  des  polynômes  R^,,^, 
^m  n-)  ayant  voulu  seulement  indiquer  encore  un  exemple  du  genre 
d'expression  donné  par  Jacobi  aux  fonctions  de  Legendre.  C'est 
en  1826,  dans  le  second  volume  du  Journal  de  Crelle,  que  ce 
grand  géomètre  a  établi  la  relation 

'^  ~    I  .  '2  .  .  .  /i  .  '2'^  dx^^ 


(')  Cette  affirmation  ne  paraît  pas  exacte,  comme  le  montre  le  cas  particulier 
de  ra  ^  1,  n=-\.  E.  P. 
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Mais  bien  avant,  et  dès  1 8 1 5,  un  homme  du  mérite  le  plas  distingué 
et  dont  la  mémoire  est  restée  chère  à  ses  nombreux  amis,  M.  Olinde 
Rodrigues,  y  était  parvenu  dans  une  thèse,  Sur  Vattractioii  des 
sphéroïdes^  présentée  à  la  Facalté  des  Sciences  de  Paris.  Cette 
thèse  contient  encore  la  relation  remarquable 

j  .1.  .  .  m  —  ^t  dx"^—P  1.2...  m  -\-  p  dx^^^^P 

donnée  également  par  Jacobi  dans  le  même  Mémoire,  et  qui  joue 
un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  Y;^.  A  l'égard  des 
polynômes  \^m,n  la  propriété  analogue  n'a  pas  une  forme  aussi 
simple.  On  l'obtiendrait  en  partant  de  l'équation  suivante,  facile  à 
démontrer, 

\  .'1 .  .  .11  —  p  .1  .1 .  .  .  la  —  q  dx'^-P  dy"^-^l 

_  (  xy  —  \)P+'I  ^/;i+/?.+/;+<7 {xy  —  \) '"+" 


ï  .'1.  .  .m  -r-  p  .\  .1.  .  .11  -^-  q  dx'>^-^Q  dy'^^^l 

et  remplaçant  les  quantités  x  el  y  par  x  -\- y  \l —  i ,  x  ~-~j/y/—  i  ; 
mais  ce  changement  de  variables  donnerait  un  résultat  un  peu 
compliqué,  et  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 
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Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXI,  i865  (II),  p.  877, 
965  et  1078;  t.  LXII,  t866  (I),  p.  65,  167,  245,  716,  919,  969,  io54,  1161 
et  i2t3. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  deux  méthodes 
pour  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  La  première 
a  pour  fondement  la  possibilité  de  ramener  l'équation  proposée  à 
la  réduite 

X^ —  X  —  -r^rr  =-    =  O 

v/5^    k'^Jk 

de  l'équation  modulaire  relative  à  la  transformation  du  cinquième 
ordre.  Dans  la  seconde,  qui  est  due  à  M.  Kronecker  ('),  on  prend 
pour  point  de  départ  certaines  fonctions  cycliques  des  racines  dont 
les  carrés  ont  seulement  six  valeurs,  et  que  l'on  représente  par  les 

quantités 

cos  am  2  (jû        cos  am  4  w 

; —  —  ; 

cosam4w        cosam^w 

w  étant  successivement -^?  -—-7 y De  ces  tonctions 

on  déduit  ensuite  rationnellement  les  racines  elles-mêmes,  qui 
s'obtiennent  ainsi  sous  forme  explicite  à  l'aide  des  mêmes  quan- 
tités. Ces  deux  méthodes  ont  été  pour  moi  le  sujet  d'une  longue 


{^)  Comptes   rendus   de   l'Académie  des  Sciences,   t.    XLVI,   année   i858,  et 
Journal  de  Crelle,  t.  59,  année  1861. 
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étude,  dont  j'ai  en  ce  moment  l'honneur  d'offrir  à  l'Académie  les 
résultats.  Je  m'occuperai  d'abord  de  la  réduction  à  la  forme  trinôme 
x^ — ■  X  —  a  =:  o  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  et,  à 
cette  occasion,  de  la  recherche  des  conditions  de  réalité  des  racines 
sur  laquelle  M.  S^dvester  a  publié  récemment  un  de  ses  plus  beaux 
Mémoires  (').  J'essayerai  ensuite  d'approfondir  la  méthode  de 
M.  Kronecker  et  de  la  rapprocher  de  la  précédente,  en  prenant 
pour  base  le  travail  remarquable  et  plein  d'invention  dans  lequel 
M.  Brioschi  en  a  exposé  les  principes  (-).  Cette  méthode  permet, 
en  effet,  de  ramener  l'équation  générale  clu  cinquième  degré  à 
celle-ci 

,       ,-  ri-2/c2)(n-32Â:2A:'2) 

^^  —  lo^'^-f- 4^^  —  4 -^-r, ^  ^t 

kk 

qui  est  la  réduite  de  l'équation 

-Z^ 2^  ,  ,    ,  , , ^  -f-  --——.—  O, 


11  .  1  -,     I  /cosamsw         cosam4w 

dont  les  racines  sont  les  quantités ; 

'  2\cosain4tja         cosamatOy 

Mon  but  principal  sera  d'effectuer  complètement  le  calcul  de  la 
substitution  qui  donne  ce  résultat  si  important,  et,  comme  les 
éléments  algébriques  invariants  et  covariants  des  formes  du  cin- 
quième degré  servent  de  base  à  ce  calcul,  ainsi  qu'à  la  réduction  à 
la  forme  trinôme,  je  rappellerai  d'abord  à  cet  égard  les  notions 
dont  j'aurai  à  faire  usage. 


Soit 

f{x,  y)  =  a;r^  -f-  5  ^x^y  -\-  lo^x^y'^ 

-MOY':r2jK3-l-5p';27jK4+a'7S=:(a,  fi,  y,  y'^  (^',  «')  (.r,  j)^ 


(^)  On  the  real  and  imaginary  roots  of  algebraical  équations  :  a  trilogy 
{Philosophical  Transactions.  Part  TU,  i864). 

(^)  Sul  methodo  di  Kronecker  per  la  risoluzione  délia  equazione  di  quinto 
grado  (Atti  delV  Instituto  Lombardo,  l.  I,  i858,  p.  27^). 
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la  forme  proposée  et 

y  —  nX  -\-  n'Y 

une  substitution  S  au  déterminant  un^  propre  à  réduire  le  cova- 
riant  quadratique 

au  monôme  y/A.XY,  où  je  pose,  pour  abréger, 

A=:(aa'-3j3p'-i-2YT')'-4(al3'-4PY'+3Y2)(a'p  — 4[3'y+3y'2). 

Cette  substitution  n'est  pas  ainsi  entièrement  déterminée  ;  mais 
on  sait  qu'on  en  aura  l'expression  générale  en  la  faisant  suivre  de 
toutes  celles  qui  reproduisent  y/A.XY.  Celles-ci  comprennent 
d'abord  la  substitution  propre 

X  =  wX', 

Y=  i  Y', 

et  la  substitution  impropre 

X  =  wY', 

Y  ==  -X'; 

mais  cette  dernière  doit  être  rejetée,  si  l'on  veut  conserver  le 
déterminant  de  la  substitution  S  égal  à  +  i .  Cela  posé,  soit  pour 
un  instant 

fi^mlL-hm'Y,  nX-\-n'Y)=^  F(X,  Y)==(a,  /;,  c,  c',  b\a'){X,  Y)\ 
de  sorte  que  l'on  ait 


J'achèverai  de  définir  entièrement  la  substitution  en  détermi- 
nant   to    par    la    condition    cw  =:  c^co~^  ;    cela    fait,   je    prendrai 

F(ojX,  -Y)  pour  transformée  ca/io/iz:'^^^^  de  la  forme  générale  du 

cinquième  degré,  et  en  posant,  pour  abréger, 
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je  la  désignerai  par  5^(X,  Y),  de  sorte  que  l'on  aura 

.T^(X,  Y)  =  (X,  ja,  v/7.,  v/7c,  II',  XO(X,  Y)^ 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  obtiendra  la  même  forme  canonique 
pour  toutes  les  transformées  déduites  de  la  proposée  /(^,  y)  par 
une  substitution  quelconque  S  au  déterminant  un;  car  il  suffira 
d'effectuer  dans  cette  forme  la  substitution  inverse  S~^  qui  ramènera 
à  la  proposée,  et  puis  de  la  faire  suivre  de  S,  pour  retrouver 
S^(X,  Y),  le  déterminant  de  la  substitution  composée  S"^  S  étant 
d'ailleurs  égal  à  l'unité.  Il  suit  de  là  que  les  coefficients  de  la  forme 
canonique  sont  des  invariants  de  la  forme  proposée,  et  il  importe 
d'étudier  avec  soin  ces  coefficients. 


II. 


Je  dis,  en  premier  lieu,  cju'ils  peuvent  s'exprimer  en  fonction 
des  trois  quantités  W^=gj  \j,^'zz=h  et  k.  Effectivement  le  cova- 
riant  quadratique  de  #(X,  Y)  étant  devenu  \/A.  KY,  on  a  les  deux 
relations 

\ix'  —  4  P-  v^  -i~  3k  =  o, 

X'  [JL  —  4  l-'-'  \/k  -+-  3  /c  =  o, 
d'où  l'on  tire  ces  deux  équations  du  second  degré 

En  les  résolvant  et  posant,  pour  abréger, 

A  =(gk'--h  i6hk  —  shy—2ehk-', 
on  aura  un  premier  système  de  solutions,  savoir 

72v''>^X  =  /i(^  — i6/f)2—  9/c2(^_i-i6/:)-h(^  — i6A:)/Â, 
M  \/F  [J.  =::  9  /c2  4-  1 6  hk  —  gh  —  /Â, 

et  le  second  s'en  déduira  en  changeant  à  la  fois  le  signe  de  ^A  dans 
ces  deux  formules.  Mais,  d'après  le  produit  des  racines  des  équa- 
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tions  en  X  et  p.,  ce  second  système  pourra  aussi  se  représenter  par 

.^-    h 

—  j 

72v/^V  =  A(^  — lô/c)-^— 9/f2(^H-i6yt)  — (^  — 16/O/Â, 
•24  /^[J,'  =  9/c2  -h  16M  —  gh  4-  v/Â. 

Voici  donc,  comme  on  l'a  annoncé,  les  coefficients  de  la  forme 
canonique 

#(X,Y)==(X,(a,v//^,v/7c,  (a',X')(X,Y)^ 

exprimés  en  g^  h^  A",  et  l'on  va  voir  que  ces  quantités  s'expriment 
elles-mêmes  par  les  invariants  de  la  forme  proposée. 


III. 


Je  rappellerai  d'abord  cette  proposition  :  que,  0(^,j/)  etcp^  {00^ y) 
désignant  deux  covariants  d'une  forme/,  si  Ton  pose 

d'où 

(p(— 7,  x)=^  a^x"^—  ^v-i^^-^jr-i-.  .  .4-(— i)^-^ai^jK^-i-l-(— I)vaoy^ 

l'expression 

^  (  ^,  J  )  =  «V  ^^  -  «v^i  ^^^;^=r^  +  •  •  • 

sera  encore  un  co variant  de  /,  et  je  dirai  suivant  l'usage  qu'il  a 
été  obtenu  en  opérant  avec  o{x^y)  sur  cpi  {x^  y).  Gela  résulte  de 
ce  qu'en  faisant 

cp(/?^X^-/?^'Y,  nX-^n'Y) 

:=:  A0XV4-  Al  Xv-1  Y  +. . .  +  Av-1  XYv-1  +  AvYv  =  $  (X,  Y) 

et 

cpi(7nX4-m'Y,  ^X  +  /i'Y)=  <i>i(X,  Y), 

l'expression    semblable    obtenue   en   opérant   avec  ^(X,  Y)   sur 
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^\  (X,  Y),  savoir  : 
^^^^DÎV  -  ^'^-^  ^Xv-i  dY  ^'  •  •  +  (- ^)'   '^^  ^X^Yv-i  ^(-  ')^«  ^Y^^ 


OÙ  l'exposant  Vj  du  déterminant  de  la  substitution  est  le  degré  de 
cp,(^,  jk)-  Je  ferai  usage  de  cette  proposition  en  prenant  pour 
<ï>^  (X,  Y)  et  ^(X,  Y)  la  transformée  canonique  de  la  forme  du 
cinquième  degré  et  son  covariant  quadratique,  de  sorte  que  l'on  ait 

<ï>(X,  Y)  ==  /ÂXY,         *,  (X,  Y)  =  cT  (X,  Y). 

On  obtiendra  ainsi,  sous  sa  forme  canonique,  un  premier  covariant 
du  troisième  degré  (  ^  ) 

et,  en  opérant  avec  le  carré  de  ^(X,  Y),  ce  covariant  linéaire 

Enfin  on  sait  que  le  déterminant 

^^    '^^       dx   dy         dx   dy 
est  aussi  un  covariant,  car  on  a 

Faisant  donc 

$(X,  Y)  =  v/ÂXY, 

et  prenant  successivement  pour  ^i  les  deux  covariants  auxquels  on 
vient  de  parvenir,  savoir  : 

(I)  \/A(ja,v/7c,/:f,  ja')(X,Y)3, 

<I1)  a(v/7x  +  v/^y), 

(^)  Il  faudi^ait  mettre  le  signe  —  devant  le  second  membre.  E.  P. 
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on  obtiendra  les  suivants  (^) 

(III)  A(3^,v/^,  _/^,  -3ja')(X,Y)3, 

av)  Av/Â(v/Âx— v/^y), 

qui  sont  encore  du  troisième  et  du  premier  degré  en  X  et  Y.  Main- 
tenant on  voit  qu'en  opérant  avec  (I)  sur  (III),  on  est  conduit  à  un 
invariant  du  huitième  degré  (-),  y/A^  ([jl[j/ —  k)  :  je  le  désignerai  par  B. 
En  opérant  avec  (II)  sur  (IV),  on  trouve  un  invariant  du  douzième 
degré  (^),  ^A^A",  que  je  représenterai  par  C.  On  a  d'ailleurs 

XX' — 3  [jl[jl'+ 2Â:  =  y/A  ; 

de  sorte  qu'ayant  posé 

XX' =  ^,         [i.ijt.'=  A, 

on  peut  déterminer  g^  h  et/r  au  moyen  de  l'invariant  du  quatrième 
degré  A,  et  de  ceux  du  huitième  et  du  douzième  degré,  que  l'on 
vient  de  définir,  par  ces  relations 

^  —  3  A  H-  2  A-  ==  /  A ,  h  —  k  =z  ——^ ,  k  =  -  ll_  ; 

v/A3  /A^ 

d'où  l'on  tire 

A3-1-3AB-I-G  ,        AB-hC 


A^  v/A« 


Enfin  j'observerai  qu'en  opérant  sur  (I)  avec  le  cube  du  cova- 
riant  linéaire  (H),  on  obtient  un  invariant  du  dix-huitième  degré, 
ayant  pour  forme  canonique  y/A^  y//c^([x — [x^).  Je  le  désignerai 
par  K,  en  posant  (^) 

et,  d'après  les  valeurs  précédemment  données  de  u.  et  ^J  en  fonc- 


(1)  Les  expressions  (III)  et  (IV)  devraient  être  précédées  du  signe  — . 

E.  P. 
(^)  Un  coefficient  numérique  36  serait  à   rétablir  devant  Texpression  qui  suit. 

E.  P. 
(3)  Un  coefficient  numérique  2  serait  à  rétablir  devant  Texpression  \/A^k. 

E.  P. 
( '^  )  Le  coefficient  numérique  12   serait  à  remplacer  par  6   devant  l'expression 
de  l'invariant  K.  E.  P. 

H.  —  IL  25 
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tion  de  g^  h^  /c,  on  voit  que 

et,  par  conséquent, 

K2=  A7A  =  A7[(9/c2-f-i6M  —  ^/z)2— 242A/c3]. 

Or  il  vient,  en  remplaçant  ^',  /z,  k  par  les  valeurs  ci-dessus, 

K2  =  (A2-i-3B)2AB2+2(A2-+-3B)(A2— i2B)BG-h(A2  — 72B)AG2-48G3; 

de  sorte  que  K^  est  une  fonction  entière  des  invariants  A,  B,  C. 
Une  dernière  et  importante  proposition  nous  reste  à  établir  pour 
terminer  ce  sujet,  c'est  que  tout  invariant,  quel  qu'il  soit,  peut  être 
exprimé  en  fonction  entière  de  A,  B,  G  et  K. 


IV. 

En  désignant  un  invariant  quelconque,  fonction  entière  des  coeffi- 
cients de  la  forme  du  cinquième  degré  :/=(a,  [3,y,Y^,  ^\aJ)[x^yY^ 
par 

je  remarque  d'abord  que,  la  transformée  canonique 

ayant  été  déduite  de  f  par  une  substitution  au  déterminant  iin^  on 
a  également 

1  =  0(à,  jji,  s/îï,  sjk,  )j!,  X'), 

et  l'on  en  conclut,  d'après  les  expressions  des  coefficients  )^,  [i.,  ..., 
données  précédemment, 

P-f-Qv/Â 


I  = 


k''_ 


en  désignant  par  P  et  Q  des  fonctions  entières  en  »-,  h^  k.  Mais 
distinguons  entre  les  invariants  directs  et  les  invariants  gauches, 
et  pour  cela  considérons  la  transformée  déduite  de  la  forme  cano- 
nique par  la  substitution  impropre 

X  =  Yi, 
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savoir  : 

On  remarque  qu'elle  ne  diffère  de  5^  que  par  le  signe  de  \/A,   de 
sorte  que  l'expression  du  même  invariant  I  relative  à  ^'^  sera 

P-Qy/Â 

Nous  aurons  donc,  selon  qu'il  s'agira  d'un  invariant  direct  ou  d'un 
invariant  gauche, 

P  +  Qy/Â  _  P-Qy/Â 

OU  bien 

P-I-Qy/Â  __  P  — Qy/Â 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  Q  =  o  et,  dans  le  second,  ?=  o. 
J'ajoute  que  le  dénominateur  /r"  disparaît  dans  l'une  et  l'autre  de 
ces  expressions,  qui  prendront  dès  lors  les  formes  plus  simples  P 
€t  Q\/A.  On  va  voir,  en  effet,  que,  d'après  la  nature  même  de  la 
fonction  0,  aucune  de  ces  quantités  ne  peut  devenir  infinie  pour 
/{•  =  o;  car,  quel  que  soit  co,  on  peut  poser 

0(X,  (Ji,  y/^,  \l~k.  jJi',  )/)=  ©(Xw^,  jJLO)^,  y/Â-co,  yZ/iw-i,  |jl'cjo-3,  X'w-»); 

€t,  en  prenant  oj=y/A",  nous  allons  reconnaître  que  dans  ce  cas 
le  second  membre  est  nécessairement  fini.  C'est  ce  qui  résulte 
immédiatement  des  expressions 

72y/FX  =  /î(^  — 16/02— 9A-2(^-i-i6;^)+(^  —  i6/c)\/Â, 
24v/Â3[JL=  g/c^+iôM  — ^-A— y/Â, 

qui  donnent;  en  supposant  A"  =  o, 

7'2y/A5A  =  igh, 
24v/A^{J^  —  —  ^  gh. 

Ces  deux  quantités  étant  limitées,  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de 

g                                            h 
y  (o~^  =  ■——  et  u'(jL)-3— • 

on  serait  d'ailleurs  parvenu  à  la  même  conclusion,  si  l'on  eût  pris 
un  autre  signe  pour  le  radical  y/A  dans  les  expressions  générales 
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de  X  et  [;.,  car  on  aurait  opéré  de  même  en  supposant  co  =  -— ^  et 

y  k 
considérant  V  et  jx'  au  lieu  de  \  et  p.. 

Ce   qui  vient  d'être  établi  fournit  une   première    donnée    sur 

l'expression  d'un  invariant  quelconque  des  formes  du  cinquième 

degré,   au  moyen   de    ceux  qui  ont  été  définis  précédemment  et 

nommés  A,  B,  G,  K.  Ayant  en  effet 

_  A3  +  3  AB  -f-  G  AB  H-  G  /  _  _^  /" ÎL 

on  voit  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  figurer  comme  facteur 
dans  l'expression  générale  Qy/A  des  invariants  gauches,  tandis  que 
A,  B,  G  se  présentent  seuls  dans  les  invariants  directs.  Mais,  pour 
parvenir  à  notre  conclusion,  exprimons  en  A,  B,  G,  K  les  coeffi- 
cients de  la  forme  canonique.  En  posant,  pour  abréger, 

L  :::.G3-f--ABG24- -i-An(3B-HA2)2(G  +  AB) 

~3oAG(G-hAB)~9AG2-9oB2C], 


M  = 

:G-2_HiABG--^. 

A.2(3B2-H 

ACH-A2 

B), 

L'  = 

:-f--^[A(A2-i-3B 

)-i5G]K,. 

M'  = 

K 

on  trouvera 

V^A^ 

L'V/Â, 

XVC5 

L 

■--^ 

•M'^Â, 

i^'v/<? 

M 

:  -h] 

on  a  d'ailleurs 

v/^  = 

v/G 

D'après 

cela,  je  fais  la  substitutic 

)n 

X  =  T  y/Â 

U    • 
C/A 

Y  =  T 

'^À- 

U 

L'(/A, 
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dont  le  déterminant  est  numérique;  elle  donnera  le  résultat 
suivant 

H-io[X-hV-hiJ--K[a'— 4v/^]v/ÂT3U2+io[X  — X'-(p--[jlO]v/Â^T"^U3 

ou  bien,  d'après  les  valeurs  de  )^,  [x,  )/,  p/, 

-f-2o/G^(L-HMG  — 2G3)A-iT3U2  — 2ov/G=5(L'— M'G)T2U3 

+  iov/G^(L  — 3MG  +  2G3)A-2TU^-9VG^HL'— '5M'G)A-iU^. 

Cette  transformée  pourra  servir,  absolument  comme  la  forme  cano- 
nique, à  donner  l'expression  générale  des  invariants  de  la  forme 
du  cinquième  degré,  qui  seront  des  fonctions  entières  de  ses  coef- 
ficients. Or,  on  observe  que  A,  dans  les  termes  en  T^U-,  TU%  U'% 
disparaît  comme  dénominateur;  d'après  les  valeurs  de  L,  M,  U,  M^, 
on  obtient  effectivement 

(L_j_MG  — 2G3)A-i 

=  2BG2  4-— A[(3B-4-A2)-(G-i-  AB) 
72 

—  3oAG(G  +  AB)— 9AG2— 90B2G] 

_  i-AG(3B2-i- AG  + A^B), 
24 

(L  — 3MG-i-2G3)A-2 

^  -1  [(3B-i-A2)2(G-i-AB)-3oAG(G-i-AB)-9AG2_9oB2G] 

72 

-f-gC(3B2-i-AG-i- A2B), 

(L'-5M'G)A-^.-J^^A!:^^. 
72 

Tous  ces  coefficients  sont  ainsi  des  expressions  entières  en  A, 
B,  G,  K,  ayant  pour  diviseur  y/C%  et  par  conséquent  un  invariant 
quelconque  sera  une  fonction  entière  des  mêmes  quantités  divisée 
par  une  puissance  de  G.  Mais  les  considérations  précédentes  ayant 
déjà  conduit  aux  expressions  P  et  Q\/A,  entières  en  g^  A,  A-,  on 
voit  que  ce  dénominateur,  représenté  par  une  puissance  de  G,  dis- 
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paraîtra  nécessairement  comme  facteur  commun.  C'est  le  résultat 
que  je  m'étais  proposé  d'établir  et  qui  autorise  à  regarder  A,  B, 
G,  K  comme  invariants  fondamentaux,  puisque  tous  les  autres, 
quels  qu'ils  soient,  en  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières. 
M'arrètant  à  ce  point  dans  la  théorie  algébrique  des  formes  du 
cinquième  degré,  je  reviens  à  mon  objet  principal  en  établissant 
la  proposition  suivante,  qui  sert  de  fondement  à  ma  méthode,  et 
qui  montrera  comment  les  invariants  s'introduisent  à  titre  d'élé- 
ments analytiques  et  jouent  le  principal  rôle  dans  la  résolution  de 
l'équation  du  cinquième  degré. 


V. 


Soient  f[x^  y)  une  forme  de  degré  quelconque  n  et  (D{x,y)  un 
de  ses  coi^ariants  de  degré  n  —  2  en  x  et  y\  je  dis  que  les  coeffi- 
cients de  Ici  transformée  enz  de  V équation  f[x^  i)  =  o,  obtenue 
en  posant 

sont  tous  des  invariants  de  f{x^  y). 

Avant  d'exposer  la  démonstration,  je  rappellerai  que  l'on  nomme 
covariant  de 

tout  polynôme  o(^,  jk;  a^h^  c^  . . .)  dont  les  coefficients  sont  fonc- 
tions entières  de  a,  è,  c,  ...  et  tel  qu'en  posant 

/(mXH-7?i'Y,  ^X4-n'Y)==.(A,B,G,  ...)(X,  Y)« 

on  ait 

cp(X,  Y;  A,  B,  G,  ...)  —  {^nni!  —  in'  ny  ^{m%  -i-  m'Y,  nX  -H  n'Y  ;  a,  b,  c,  ...). 

On  voit  qu'en  faisant,  pour  abréger, 

F(X,Y)==f(mX-]-j7i'Y,  nX~hn'Y) 
et 

<ï>(X,Y)=cp(X,Y;  A,B,G,...), 

le  polynôme  <ï>  est  déduit  de  F  absolument  comme  o  de  f. 
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Cela  posé,  je  considère  les  deux  équations  homogènes 

/(^,  jr)=o, 

qui  donnent  celles  de  l'énoncé  pour  y  z=  \ ,  et  d'où  l'on  déduit 
aisément  celles-ci 

(1)  •'     -^ 


J    df 


sur  lesquelles  je  vais  raisonner.  Si  l'on  y  remplace  les  coefficients 
a,  b,  c,  . ..  par  ceux  de  la  transformée  A,  B,  G,  . .. ,  elles  devien- 
dront 


dF 

(2) 


^^+X*(X,Y)=o, 


et  il  s'agit  de  comparer  le  résultat  de  l'élimination  de  a:  et  y  entre 
les  équations  (i)  avec  celai  de  l'élimination  de  X  et  Y  entre  les 
équations  (2).  J'observe  à  cet  effet  que  l'on  peut  introduire  ^  et  jk 
au  lieu  de  X  et  Y  en  posant 

d'où 

dF  __       df_  df_  dF__     ,d£         ,  df_ 

dX  dx  dy  dX  dx  dy 

de  cette  manière  les  équations  (2),  en  y  remplaçant  <Ï>(X,  Y)  par 
{^rnn! — m' ny  (f  {x ^  y) ^  deviennent 

^y^'Âo'^  '^'  dp)  "^  ^(^^'-  rn'ny^{x,  7)  -  o, 

Or,  en  multipliant  la  première  par  /?,  la  seconde  par  n^  et  retran- 
chant, il  viendra 

z{mn' —  m' n)  -~- (aiX  +  n'Y){?nn' —  m  nY  (^(x,  y)=  o, 
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OU  évidemment 

df 

De  même,  en  multipliant  la  première  par  m,  la  seconde  par  m  ^ 
et  retranchant,  on  obtient 

df 

z  ~j — V-  x{mn' —  m' ny-^  ?(^>  y)  ~  o- 

Ce  sont  donc  précisément  les  équations  (i)  qui  se  trouvent  repro- 
duites, en  j  multipliant  cp(^,jk)  par  (mn' — m' ny~^  ou  rempla- 
çant \s  par -, ; — :— -,  et  il  va  être  ainsi  prouvé  que  les  coeffi- 

^        (  mn  —  m  n  f-^  ^  ^ 

cients  de  la  transformée  sont  bien  des  invariants  de/(x,  y).  En 
effet,  cette  équation  en  z  sera,  d'après  un  théorème  connu,  privée 
de  son  second  terme,  et,  si  l'on  désigne  par  D  le  discriminant,  elle 
aura  cette  forme 

^,  ^,  . . .,  &  étant  des  fonctions  entières  de  a,  ^,  c,  ....  Mainte- 
nant, si  l'on  remplace  z  par ; -, — r— -,  elle  deviendra 

^  ^  ^       {jnn —  m  ny-^ 

^«  -h  (  mn'  —  m' n  )2^'-2  — -  5/^-2 

-^{mn  —  m' ny^-^ —  z^^-'^-^. ,  ,-{-{mn  — m  ny^^-^^  j-  =0, 

d'où  l'on  voit  que,  par  le  changement  de  a,  è,  c,  . . .  en  A,  B,  C,  . . . , 

les  coefficients  tt '  f)^  •  *  *'  77'  ^^5  P^^  conséquent,  %,  M^  . . .,  Mj  se 

reproduisent  multipliés  par  une  puissance  du  déterminant  de  la 
substitution,  et  sont  bien  des  invariants. 


VI. 


Ce  qui  précède  ne  peut  être  appliqué  aux  formes  cubiques  et 
biquadratiques,   qui  n'ont  pas  de  covariants  linéaires  ni  de  cova- 
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riants  quadratiques,  mais  plus  tard  on  établira,  pour  tontes  les 
formes  de  degré  n  égal  on  supérieur  à  cinq,  l'existence  de  divers 
systèmes  de  /i  —  i  covariants  du  degré  n  —  2.  Désignant  par 

l'un  de  ces  systèmes,  et  posant 

j'introduirai  l'expression  ^  == -|rr^-^?  qui  contient /z  —  i  quantités 

arbitraires  ^^,  t^^  ...,  ^/z_i,  comme  formule  générale  de  transfor- 
mation à  l'égard  de  l'équation  /(^,  i)=:o  de  degré  quelconque 
supérieur  au  quatrième.  On  va  voir  ainsi  disparaître  en  quelque 
sorte  les  coefficients  de  cette  équation,  pour  faire  place  aux  inva- 
riants qui  prendront  le  caractère  d'éléments  analytiques  dans  les 
plus  importantes  questions  de  la  théorie  des  équations  algébriques. 
En  effet,  les  quantités  ^,  B,  ...,  ^  deviendront  des  fonctions 
homogènes  de  t^^  t.,^  .  ..,  ^/2_i,  du  deuxième,  du  troisième  et  enfin 
du  /i^^^ie  degré,  dont  Jes  coefficients  seront  des  invariants  de  la 
forme/(^,y)  ;  et,  pour  montrer  immédiatement  comment  intervient 
leur  propriété  caractéristique,  en  prenant,  par  exemple,  %^  je  vais 
déterminer  le  degré  de  ces  coefficients  dans  les  divers  termes  ^^, 

^2  7    ^\t    ^2)    •  •  • ♦ 

Nommons  indice  d'un  invariant  ou  d'un  covariant  o(^,  y)  l'ex- 
posant i^  qui  figure  dans  l'équation  de  définition 

cp(X,Y;  A,B,G,  ...) 

=  {mn' —  m'jiy  ^{77iX  -H  m' Y,  nX  -\-  n'Y  ;  a,  b,  c^  .  .  .), 

et  soient  /,,  /s,  .-•,  in-i  les  indices  des  covariants  cp,(.r,  j^), 
?2('^7  j),  •••7  ^n-\{^7y)  qui  entrent  dans  la  formule  générale  de 
transformation.  D'après  la  démonstration  donnée  (§  V),  le  chan- 
gement de  a,  6,  c,  . . .  en  A,  B,  G,  . . .,  dans  l'équation  en  ^,  revient 
àremplacer  ^1,  ^2,  ...,  par  ^^  (m/z^— /?2^i)'>S  t^imn' — m'n)h-\...^ 
et  il  en  résulte  immédiatement  que  l'indice  du  coefficient  d'un 
terme  quelconque  t^t<^  dans  ^  sera  4+  ^'p—  2.  Mais  ce  coefficient 
a  pour  diviseur  le  discriminant  dont  l'indice  est  /!(/?  —  i)  ;  par  con- 
séquent l'indice  du  numérateur  sera  la  somme  4+  ^p  —  2  +  n{n  —  i  ) 
et  son  degré  en  a^b^c^  ...  le  double  de  cette  quantité  divisé  par  n^ 
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,  ^  T  2  (  %  +    Z:S  2  )  ,  X  T-.  •  1  •  I  1  .      > 

c  est-a-dire —^ h  2(7z  —  i).  Jin  introduisant  le  desTe  ô^ 

du  covariant  cpa(^,  y)  en  a,  b^  c^  .  . .,  au  lieu  de  l'indice  4?  d'après 
la  relation  ii^=z  n^^ —  /?.  +  2,  cette  formule  se  simplifie  et  devient 
Sa+Sp+ 2/1  —  4.  On  trouvera  pour  la  forme  cubique  U,  abso- 
lument de  même,  que  le  degré  du  coefficient  de  t^t^t^  est 
3a+  S[3  +  Sy  +  3/i  —  6.  Ce  sont  ces  fonctions  51  et  3  qui  jouent  le 
principal  rôle  dans  la  réduction  à  la  forme  trinôme  de  l'équation 
du  cinquième  degré,  car  cette  réduction  dépend  de  la  résolution 
des  équations  ^  =  o,  |5  =  o.  Et  ici  le  point  qui  m'a  semblé  le  plus 
essentiel  et  m'a  le  plus  préoccupé  consiste  à  vérifier  la  première  en 
exprimant  t^^  t^^  ^3,  tr^  en  fonction  linéaire  de  deux  indéterminées. 
La  méthode  à  laquelle  j'ai  été  amené  repose  en  entier  sur  le  choix 
des  quatre  covariants  du  troisième  degré  qui  entrent  dans  la  formule 
de  transformation,  et  voici  comment  on  les  obtient. 


VIL 

Une  remarque  facile  à  établir,  et  dont  j'ai  fait  usage  ailleurs  (^  ), 
me  servira  de  point  de  départ.  Elle  consiste  en  ce  que  les  coefficients 
des  termes  en  ^  et  7],  dans  le  développement  de  l'expression 

où  cp(^,  y)  et  o^  (^,  y)  sont  deux  covariants  d'une  forme  quel- 
conque/(^,  y),  sont  encore  des  covariants  de  la  même  forme.  En 
supposant  oi^x^y)  du  second  degré  et  ^^[{oc-^y)  du  troisième,  on 
voit  ainsi  un  premier  covariant  cubique  donner  naissance  à  trois 
autres,  et  les  éléments  de  la  formule  de  transformation 

_   t  cpi  {x^  l)-i-  U  cp2(^,  l)-H  ^  9y(^,  1)-+-  «^  ^4(^7  0 

semblent  s'ofî'rir  d'eux-mêmes,  en  partant  du  covariant  quadratique 

+  (aa  —  3  pp^-i-  2yy')^7  -f-(a' j3  --  4!3'y  -l-  3y'2)j2 


(^)  Voir  Hermite,  Œuvres,  t.  III,  p.  3o8. 
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et  du  covariant  du  troisième  degré  obtenu  au  paragraphe  III,  ea 
opérant  avec  o(^,  y)  sur  ia  forme  proposée  /(^,  y)-  Désignons^ 
pour  les  introduire  dans  l'expression  (i),  par<ï>(X,  Y)  et<ï>^(X,  Y),, 
les  transformées  canoniques  de  o(œ^  y)  et  cp^  (^,  y)]  on  aura 

4>  (X,  Y)=.v/AXY, 

<ï>,  ( X,  Y )  =:  /Â(  [aX3  -H  3  v/^X2  Y  4-  3  v/^XY2  +  fji'  Ys), 

et  l'on  pourra  remplacer 


par 


Posant  donc 


*i[(^-Wa)X,     (?-hWA)Y]. 


=  ^3^^(X,Y)-3r^'n*2(X,Y)-f-3$'r|2cï>3(X,Y)-'r|3cî,,(X,Y), 

voici,  sous  forme  canonique,  les  expressions  des  covariants  que 
nous    sommes   tout    d'abord    amenés    à  prendre   pour   (D^  (^,  y)^ 

cp2(^,  y)^  . .  .,  à  savoir  : 

4>i(X,  Y)=v/Â  ([jiX3  4-3v''ifX2Y-4-3v/^XY2-H  jj/Ys), 
4>2(X,Y)=--  A((aX3-f-  v/;ÇX2Y-  v/;ïXY2-fjL'Y3), 
(Ï>3(X,  Y)  =  /Â3(p.X3—  /^X2Y—  v/;tXY2+[j.'Y3), 
(Ï>4(X,  Y)=:.    A2(p.X3— 3v/IX2Y4-3v/^XY2- jjl'Y3). 

Le  premier  est  du  troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de 
la  forme  proposée,  ou,  si  l'on  veut,  du  troisième  ordre  (  *  ),  et  a  reçu 
de  M.  Sjlvester  la  dénomination  de  canonisant.  Sous  cette  forme 
de  déterminant,  savoir 


il  sert  de  base  au  mémorable  travail  de  l'illustre  analyste  sur  les 

(1)  Pour  abréger,  je  désignerai  désormais,   sous  le  nom   d'ordre/  le  degré  des 
covariants  ou  invariants  de;/(^,  y)  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  forme. 


a 

P 

T 

T 

P 

Y 

i 

6' 

T 

ï' 

P' 

a' 

y' 

-y 

X 

yx"- 

—  ^3 
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conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  da  cinquième  degré. 
Je  me  bornerai  à  observer,  à  son  égard,  que  toute  forme  cubique 
(a,  b^  b' ^  a')(x^  yY  admettant  pour  covariant  l'expression 

(ib^—?,abb'-^a'a\  b'^b' -\-  aba'  — '},ab"^, 

—  b'^b  —  ab'a'-^ia'b'-,  —ib'^^  "^a' bb' —  aa"-){x,  yf, 

on  en  tire  un  nouveau  covariant  du  troisième  degré  et  du  neuvième 
ordre  (];^  (^,  j^),  dont  je  désignerai  la  forme  canonique  par  ^^(X,  Y), 
de  sorte  que  l'on  aura 

—  3v/Â^(    /F-4-fji[j-V^  — 2;j.'/c)xy2 

—  v/Â^(yVÂ^— 3|jl7c-i- [jiij/2)y3. 

Le  second  covariant  cpo(^,  y)^  qui  est  du  cinquième  ordre,  donne 
lieu  à  une  observation  importante.  Lorsque  la  proposée  f{x^  y) 
admet  un  facteur  linéaire  au  carré,  il  contient  ce  facteur  à  la  pre- 
mière puissance,  absolument  comme  les  dérivées  ~-  et  -^-;  voici  la 
démonstration  de  cette  propriété. 

Désignant  par  a-  et  -z  deux  constantes  arbitraires,  j'observerai 
qu'en  prenant  pour  les  coefficients  X,  [ji,  . .  .,  de  la  forme  canonique 

les  valeurs  suivantes 

X  =  (6c7  —  5T)GrS, 
\i—  -  (Scr  4-  2t)tc7^, 
(i)  {   s/k=^i^a\ 

\       X'  =  (6t  — 5cr)T3, 

qui  donnent  identiquement 

X  |Ji'  —  4  [JL  />^  4-  3  /c  =  o,  X'  fJL  —  4  |jl'  v/>t  -4-  3  A:  =  o, 
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elle  devient 

^^=(crX-hTY)2 

X[(6cr  — 5^)^3,(4x^307)^^2,  (4cr  — 3x)crT2,  (6t  -  5  cr)T3](X,  Y)3. 

On  a  donc  ainsi,  dans  le  cas  d'une  racine  double,  l'expression 
générale  de  la  forme  canonique  et,  par  suite,  de  tous  ses  cova- 
riants.  En  particulier,  on  obtient 

4>2(X,  Y)=TCriA((7X-|-TY) 

X  r(3cr+2T)cr2,  ^(x-cr)Tcr,  —(2^ -h  3-.)t^~\(X,Y)\ 

ce  qui  établit  la  propriété  énoncée.  Mais  on  reconnaîtra  qu'elle 
n'appartient  plus  aux  covariants  o^^^x^  y)  et  ^^(.r,  y),  et  c'est  ce 
qui  conduit  à  les  remplacer  respectivement  par  les  suivants 

4?3(^.  JK)+     A9i(:27,  jk), 

4  ?4 (^,  r  )  +  3  A  cp2  (^,  jk) 4-  96  t];i ( ^,  7), 

qui  sont  encore  du  septième  et  du  neuvième  ordre,  et  où  elle  se 
retrouve.  On  obtient  en  effet,  dans  le  cas  d'un  facteur  double,  les 
expressions 

4*3(X,Y)-hAcï>i(X,Y) 

^_l_/Â3x  cr(aX-HTY)  [(Scr  -4-  ?.T)cr2,  —  ^  (t  H-  (T)Tcr,  (3t  +  '2cr)T2  |(X,  Y)\ 

4cï.4(X,  Y)+ 3Acï>2(X,  Y)+ 96  ¥i(X,  Y) 

:=,__  ^J^^Â^crC-uH^  — T:)(3cr2-i-2TcrH-3T2)((7X-}-'T:Y)3, 
5 

et,  si  on  les  désigne  de  même  par  ^^{^^^  y)  et  o.r,  (t,  y)  afin  de  ne 
pas  multiplier  les  notations,  leurs  formes  canoniques  seront 

<ï>3(X,  Y)  =         v/Â^(5  |aX3  -  /^X2  Y  -  v/X^XY^  +  5  p.' Ys), 

<Ï>4(X,Y)=  v/Â^[7/Â|JH-96(2/^-3(JLvt-HfJL'[^2)]X3 

—  3  \/Â3  [3  y/A  v/>Ç  —  96(v//f^+ [jt.[j.' V'"^  —  2  [J./c)]X2  Y 
-H  3  v/ÂJ[3  y/A  v/yt  —  96(v/F-H  jj-jj-V^-  "  2  [jl7c)]XY-^ 

—  v/Â3[7v/Â[j.'-f-96(2v/^— 3p/A--i-  [J.[Jt.'2)]Y3, 
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OU  encore 

<Ï>4(X,  Y)=         /Â^[(^^4-75A--T8/0(J^-64X(aV;Ç]X3 

—  3v/Â3[(3^--m5iA  — 9o/c)v/>^  — 64X>2]X2Y 
H-  3  v/Â^  [( 3 ^  +  1 5 1  /ï  —  90 /c)  \Jk  —  64  X  [jl'^ ]  XY^ 

—  v/Â^[(7^--f-   75/t  — i8A-)fJt'— 64X'[a\/Â;]Y3. 

Tous  les  covarlants  dont  se  compose  la  formule  de  transforma- 
tion pour  l'équation  du  cinquième  degré  sont  maintenant  définis  (^), 
et  il  ne  me  reste  plus  qu'à  montrer  que  l'invariant  du  huitième 
ordre  D  ==  A-+  128B  est  le  discriminant  de  cette  équation.  Effec- 
tivement les  équations   (i)  relatives  au    cas   d'un  facteur  double 

donnent 

g  =(—  SocrM-Gt-ccr  — 3oT2)crST% 

25A  :=  (6(72+13x7-1-61:2)07^5. 
/v=(76t6, 

-d'où 

g  ^\i^h  —  126 Â:  —  o, 

■et  en  remplaçant  g^  A,  k  par  leurs  valeurs  en  A,  B,  C, 

A2-i-i28B  =  o, 


(^)  Celui  du  neuvième  ordre  mérite  d'être  remarqué;  si  l'on  opère  en  effet  avec 
Je  covariant  quadratique  sur  94 (^,  y),  on  est  conduit  à  un  covariant  du  premier 
degré  qui,  dans  le  cas  où  la  proposée  contient  un  facteur  linéaire  élevé  au  carré, 
-coïncide  avec  ce  facteur.  Sa  forme  canonique  est 

A2[(3^-{-i5i/i-9o/c)^Â^— 64X'ix2]X  — A2[(3^-l-i5r/i  — 9o^)v/Â^  — 64>.[x'2]y. 

Un  résultat  analogue  a  lieu  pour  toutes  les  formes  /=  (a,  ô,  . . .,  6',  a')  (^,  y)'^ 
•de  degré  impair  et  supérieur  à  trois.  Soit,  en  effet,  D  le  discriminant;  M.  Cayley 
-a  démontré  que,  pour  D  =  o,  le  covariant 

,       clVf  dD         ^  clD  ^       dD 

^  ^      -^  ^       da'  db'  -^  db    -^  da  -^ 

devient  la  puissance  /z^^"'"  du  facteur  contenu  alors  dans/au  carré.  Or  en  opérant 

:sur  cp(^,  y)  avec  la  puissance  du  covariant  quadratique  du  second  ordre 

(le  la  forme  proposée,  le  covariant  du  premier  degré  et  d'ordre  Zn — 4>  auquel 
on  sera  ainsi  amené,  sera  évidemment,  pour  D  =  o,  ce  facteur"  linéaire.  Dans  le 
•cas  de  n  =  3,  mais  dans  ce  cas  seul,  il  s'évanouit  identiquement. 
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ce  qui  fait  voir  que  D  s'évanouit  bien  dans  le  cas  où  la  proposée 
admet  deux  i^acines  égales.  I/invariant  du  douzième  ordre 
D,  =  2  3 AB  +  16C,  qui  se  présentera  bientôt,  pourrait  être  appelé 
second  discriminant,  les  deux  conditions  D  =  o,  D^  =  o  exprimant 
que  la  proposée  contient  deux  facteurs  linéaires  doubles. 


Vin. 

Nous  voici  parvenus  à  un  point  bien  important  et  qui  servira 
d'épreuve  à  toutes  les  considérations  précédentes,  c'est  le  calcul 
de  la  forme  quadratique  à  quatre  indéterminées  désignée  par  %, 
Déjà  nous  savons  que  les  coefficients  de  cette  forme  sont  des  inva- 
riants, je  vais  prouver  de  plus  qu'ils  contiennent  tous  le  discrimi- 
nant D  comme  facteur,  le  coefficient  du  seul  terme  f^  étant 
excepté.  Reprenons  à  cet  effet  l'expression 

__    ^Cp,(a7,    ])+  Il  CP2(^,    1)+  V  ^z{^,    l)-^  ^  ?4.(^,    0 

et  soit  pour  un  instant 

je  dis  qu'en  nommant  Xq^  X\^  X2^  oc^^  Xi,  les  racines  de  l'équation 
proposée,  la  quantité  @(^o)  sera  divisible  par 

(^0—  ^l)(^0— •''^2)(^0—  ^'3)(^0—  -^O- 

Remplaçons  à  cet  effet  £?  -i»  -^>  —  ?  -  dans  0(^)  par  leurs  valeurs 
^       ^  a     a     a      a      a  \     /   1 

en  fonction  des  racines,  6(^0)  prendra  évidemment  la  forme  sui- 
vante : 

n  désignant  une  fonction  entière.  Gela  étant,  plaçons-nous  dans  le 
cas  de  deux  racines  égales,  en  supposant  par  exemple  Xq=^X\^ 
chacun  des  covariants  qui  entrent  dans  0(^),  et  par  conséquent 
cette  fonction  elle-même,  s'évanouira  pour  x  =  Xq.  Il  en  résulte 
que  Ti-{Xoj  x^^  Xo^  x^^  X/^)  s'annule  quand  on  y  fait  ^q  =  ^,,  et  il 
en  serait  de  même  pour 

Xo=X2,  Xq=  X-i,  Xq—03!,] 
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d'où  l'on  voit  que  cette  expression  est  divisible  par 

(  370  —  ^  J  ,  )  (  ^0  —  ^2  )  (  ^0  —  -2^3  )  (  ^0  —  ^"^4  )  • 

On  peut  donc,  en  désignant  par  ^(x)  une  fonction  entière,  écrire 

^   _    ^Cpi(57,   l) 


./i(^,    I) 


■<ï>(rr). 


Cela  posé,  et  observant  que  l'équation  en  z  n'a  pas  de  second  terme, 
j'exprime  :p-  par  la  somme  des  carrés  de  ses  racines,  ce  qui  donnera 

2  51 


F=i:[^^'-H' 


le  signe  21,  dans  le  second  membre  se  rapportant  aux  diverses  ra- 
cines x  =  Xq^  ^1,  ....  Or,  on  sait,  par  un  théorème  élémentaire, 
que 

se  réduit  à  une  fonction  entière,  et  l'on  voit  par  là  que,  à  l'exception 
du  coefficient  ^-,  tous  les  termes  de  —  sont  entiers,  ce  qui  démontre 
la  proposition  annoncée. 

Déterminons  maintenant  l'ordre  de  ces  termes  à  l'aide  de  la  for- 
mule du  paragraphe  VI, 

Oa-h  01^  -H  271  —  4, 

et  qui  s'appliquera,  en  prenant  pour  Si,  §2,  83,  S/,,  les  valeurs  3,  5, 
^,  9.  Pour  les  coefficients  de  ^-,  tÇj  ç^  ;  u^j  uw^  (^-,  on  obtiendra 
les  nombres  12,  16,  20;  16,  20,  24,  multiples  de  4  5  quant  aux 
coefficients  de  tii^  tw^  uw^  vw^  ce  seront  des  invariants  d'ordres 
impairement  pairs  :  t4,  18,  18,  22,  et  par  conséquent  tous  sont 
nuls,  car,  en  les  divisant  par  le  discriminant  qu'ils  contiennent  en 
facteur,  l'ordre  des  quotients  est  inférieur  à  18,  qui  est  le  plus  petit 
degré  possible  d'un  invariant  gauche.  On  reconnaît  ainsi,  et  avant 
tout  calcul,  que  %^  est  la  somme  de  deux  formes  quadratiques  à 
deux  indéterminées,  l'une  en  t  et  c^,  l'autre  en  u  et  w^  de  sorte 
que  le  mode  de  solution  de  l'équation  ^  =  o,  dont  dépend  essen- 
tiellement la  réduction  à  la  forme  trinôme  de  l'équation  en  ^,  se 
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présente    de   lui-même   en   égalant   séparément   à   zéro    ces    deux 
formes. 

Voici  cette  équation  qu'on  obtient  par  une  méthode  facile  : 

(   [Di^^2_6BD/^p  — D(Di  — ioAB)p2] 

'  (  -+-D[—  Bz^24_2Di^(^+(9BD  —  10ADi)(^2]::::^  O. 

D,,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  est 

'25AB  +  i6G, 
et,  en  posant 

Di^2_6BD^P  — D(Di— ioAB)ç^2^  o, 
Bï^2_2Diî^P^— (9BD  —  ioADi)(^2^o, 

on  trouvera,  si  l'on  écrit,  pour  abréger, 

N:=D2  — loABDi-t-gB^D, 

ces  valeurs  bien  simples  : 

3  BD  H- /nD  DiH-/n 

t^ ^^ -,         ^=___^. 

Aussi  avais-je  pensé  qu'elles  étaient  la  conclusion  définitive  de  ma 
méthode,  lorsqu'un  nouvel  examen  de  l'équation  (i)  me  fit  aper- 
cevoir cet  autre  mode  de  solution  où  des  invariants  du  huitième 
ordre  seulement  figurent  sous  les  radicaux  carrés.  En  récrivant 
ainsi  : 

on  la  vérifie  si  l'on  pose 

Or,  en  faisant 

^-4=v/^^'         i^=:U  +  5AW,         (;=-Lv,         w  =  ^, 

ces  équations  deviennent 

T2_V2-}-4UW  =  o, 
—  5AV24-3v/DTV  +  U2-HioAUVV-f-(25A2— 9D)W2=:  o. 
n.  ~  IL  24 
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La  première  est  satisfaite  par  ces  valeurs 

T  =  pW-  -U,        V  =  pW-i-  -U, 
9  P 

où  p  reste  arbitraire,  et,  en  les  substituant  dans  la  seconde,  il  suffira 
pour  la  vérifier  également  de  prendre 

p2^5A-i-3v/D. 

Deux  voies  s'ouvrent  donc  comme  conséquence  de  ces  deux 
modes -de  solution,  pour  achever  la  réduction  à  la  forme  trinôme 
en  calculant  et  résolvant  l'équation  du  troisième  degré  M  =  o.  Et, 
comme  on  ne  peut  voir  d'avance  aucun  motif  de  préférer  l'une  à 
l'autre,  toutes  deux  doivent  être  suivies  afin  d'en  comparer  les 
résultats,  et  reconnaître  les  irrationnalités  qu'elles  introduisent 
dans  la  formule  de  substitution.  Mais,  me  sentant  plutôt  attiré  vers 
la  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  à 
laquelle  M.  Kronecker  a  attaché  son  nom,  j'ai  préféré  consacrer  à 
l'approfondir  le  temps  que  ces  calculs  paraissent  exiger.  J'in- 
diquerai cependant  quelques  cas  particuliers  où  ils  s'abrégeraient 
beaucoup,  en  supposant  par  exemple  D^==o  ou  B  =  o;  car  il 
suffirait  de  prendre,  dans  le  premier, 


et,  dans  le  second. 
Enfin,  si  l'on  avait 


ç  =  o,         Il  =  3  y/D  ( 

5A  +  3v/D  =.0, 


ce  qui  rendrait  illusoires  les  expressions  de  T  et  V,  on  devrait 

poser 

U  =.  o,         T  =  -  V, 
d'où 


En  m'arrêtant  donc  à  ce  point,  en  ce  qui  concerne  la  première 
méthode  de  résolution,  je  vais  encore,  avant  de  m'occuper  de  la 
méthode  de  M.  Kronecker,  déduire  de  ce  qui  précède  la  détermi- 


Hosted  by 


Google 


ÉQUATION    DU    CINQUIÈME    DEGRÉ.  871 

nation,  an  moyen  clés  invariants,  du  nombre  des  racines  réelles  ou 
imaginaires  de  Féquation  du  cinquième  degré. 


IX. 

Les  résultats  obtenus  dans  l'étude  des  formes  à  deux  indéter- 
minées, indépendamment  de  lear  intérêt  propre,  paraissent  avoir 
pour  conséquence  de  donner  à  la  théorie  des  équations  algébriques 
une  base  nouvelle,  et  je  ne  pense  pas  m'éloigner  trop  de  l'objet 
principal  de  ces  recherches  en  montrant  de  quelle  manière  les 
nouveaux  éléments  de  l'Algèbre,  invariants  et  covariants,  s'intro- 
duisent dans  les  questions  résolues  pour  la  première  fois  par  le 
théorème  de  Sturm.  Maison  verra  leur  rôle  commencer  seulement 
à  partir  du  cinquième  degré,  comme  pour  rendre  manifeste,  sous 
un  nouveau  point  de  vue,  la  profonde  différence  qui  sépare  les 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  seules  solubles  par  radicaux^ 
de  celles  des  degrés  supérieurs.  Ainsi  on  a  déjà  remarqué  que  la 
formule  générale  de  transformation 

n'a  pas  d'existence  effective  à  l'égard  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré;  mais,  ces  cas  exceptés,  je  vais  donner  la 
définition  des  n  —  i  covariants  qui  servent  à  la  composer. 

Je  dis,  en  premier  lieu,  que  toute  forme  du  degré  n  admet  un 
covariant  quadratique  du  second  ordre  en  supposant  n  impair,  du 
troisième  pour  7z  =  4^-l-2,  et  enfin  du  cinquième  pour  n=i/[i-\-S, 
ce  qui  exclut  le  cas  de  ji  =  ^. 

On  a  effectivement,  pour  les  formes  du  deuxième  et  du  troisième 
degré  (a,  b,  a')(x,yy,  (a,  b,  b' ,  a'){xyyY,  ces  covariants 

( aa'  —  b'^y  {a,  h,  a')(^,  j)-, 
( ^2 ^'2 _^  4 aU^ -^[^aJh'^—Z  62  h"^  —  6 aa  bb' y 
■x{b'-—ab',  bb'—aa',  b'^—  a'b){x,  y^, 

d'ordre  2i-\-i  et  4^  +  2;  on  en  conclut  par  la  loi  de  réciprocité 
l'existence,  pour  les  formes  de  degré  ii-\-\  et  4^'-!-  2,  de  cova- 
riants quadratiques  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  Pour  le 
dernier  cas,  il  est  nécessaire  de  partir  des  formes  du  cinquième 
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degré,  et  je  vais  établir  qu'elles  ont  un  covariant  quadratique 
d'ordre  4^'~H  8-  J'opère  à  cet  effet  sur  le  covariant  cubique  et  du 
troisième  ordre,  ayant  pour  expression  canonique 

cï>,(X,  Y)=:  v/Â([a, /;?, //c,  (V)(X,  Y)3, 

avec  le  covariant  linéaire  et  du  cinquième  ordre  obtenu  para- 
graphe III,  savoir  : 

A(v/IX-t-v/Â'Y). 

On  parvient  ainsi  au  covariant  quadratique  et  du  huitième  ordre, 
savoir  (*  )  : 

et  il  suffit  de  le  multiplier  par  A^*  pour  obtenir  l'ordre  4^'+  8,  de 
sorte  que  l'on  conclut,  par  la  loi  de  réciprocité,  comme  précédem- 
ment, l'existence  d'un  covariant  quadratique  du  cinquième  ordre 
pour  le  degré  4^*+  8. 

Ce  résultat  peut  servir  de  base  pour  généraliser  la  notion  des 
formes  canoniques  (-)  telle  qu'elle  a  été  donnée  au  début  de  ces 
recherches;  mais  actuellement  je  me  bornerai  aux  conséquences 
que  voici  : 

Désignant  par  ^(^x^y)  le  covariant  quadratique  auquel  on  vient 
de  parvenir,  j'observe  qu'en  opérant  sur  la  proposée  avec  o{x^  y) 
on  obtient  un  covariant  du  degré  n  —  2  que  je  représenterai  par 
0\  [x^y).  Cela  posé,  et  en  recourant  de  nouveau  au  théorème  dont 
il  a  été  fait  usage  au  paragraphe  VII,  le  système  des  a  —  i  cova- 
riants  du  degré  n  —  a  pourra  être  défini  par  les  coefficients  des 
termes  en  ^  et  t]  dans  l'expression 


(^)  Un  coefficienL  numérique  — 3  serait  à  rétablir  devant  l'expression  qui  suit. 

E.  P. 

(2)  On  ne  pourrait  plus,  en  considérant  par  exemple  le  septième  degré,  déter- 
miner les  coefficienls  de  la  transformée  ;J'  =(>^,  [J-,  v,  \/l,  ^7,  v',  [jl',  X')  (X,  Y)*^  en 
fonction  de  Xk'  =  g,  [j.[x'  =  h,  vv'  =  k  et  l.  Il  serait  nécessaire  de  joindre  à  ces  quan- 
tités, V  —  v',  |x  —  jj-'j  et  mémo  X  —  "X'  qui  s'expriment  facilement  par  des  invariants 
gauches;  par  cela  seul  on  peut  juger  quelle  différence  sépare  le  cinquième  degré 
des  degrés  supérieurs. 
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A  la  vérité,  et  dès  le  cas  de  /z  =  5,  ces  covariants  ne  sont  pas 
ceux  qui  ont  été  employés;  mais  ils  présentent  cet  avantage  d'avoir 
des  transformées  extrêmement  simples,  qu'on  peut  obtenir  expli- 
citement si  l'on  y  fait  Ja  substitution  propre  à  ramener  cp(^,  y)  à 
la  forme  monôme  y^AXY.  Et  c'est  ainsi  qu'on  peut  démontrer 
qu'ils  sont  linéairement  indépendants;  mais  j'arrive  immédiate- 
ment, sans  m'arrêter  à  ce  point,  à  mon  principal  objet,  qui  est 
d'obtenir,  au  moyen  des  invariants  de  la  forme  proposée  /(^,  jk)?  1^ 
nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équation /(^,  i)=:  o. 


X. 


A  cet  effet  je  rappellerai  le  principe  dû  à  Jacobi,  qu'en  réduisant 
à  une  somme  de  carrés,  par  une  substitution  réelle,  la  forme  qua- 
dratique 

(jo-^  (^ii-^  <^^h-T~'  '  ■■+■  <^^^~^  i/i-i  y 

+  (  ^0  4-  /c^i  -H  /:2  ^2  -4-  .  .  .  +  /c'^-i  tn~i  y , 

où  a,  ^,  . .  .,  k  sont  les  racines  de  l'équation  proposée,  le  nombre 
des  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs  est  précisément  égal  au 
nombre  des  couples  de  racines  imaginaires.  Et,  si  l'on  fait 

t.q(x)^  tï,  (.^),  ...,  7z,i_i(x)  étant  des  fonctions  rationnelles  quel- 
conques de  Xj  le  même  fait  a  lieu  à  l'égard  de  la  forme  plus  géné- 
rale 

Or,  en  prenant 

tous  les  coefficients  seront  des  invariants  de  /(^,  jk),  et  par  con- 
séquent, si  on  la  réduit  à  une  somme  de  carrés^  ce  seront  bien  des 
invariants  dont  les  signes  détermineront  le  nombre  des  racines 
réelles  et  imaginaires  de  l'équation  /(^,  i)=:=o.  On  peut  encore 
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observer  qu'en  posant 

on  aura 

de  sorte  qu'il  suffît  d'opérer  sur  la  forme  quadratique  k  n  —  i 
indéterminées 

C'est  ce  que  je  vais  faire  dans  le  cas  de  l'équation  du  cinquième 
degré,  en  supposant  comme  précédemment,  pour  obtenir  la  réduc- 
tion à  ]a  forme  trinôme, 

ce  qui  donnera 

-DF  =:[Di^2_6BD^(;  — D(Di  — ioAB)p2| 

+  D[— Ba2-H  2D1  i^t^ -+-(9BD  —  [oADi)(^2]. 

J'observerai  d'abord  que  le  discriminant  désigné  par  D  est  le 
produit  des  carrés  des  différences  des  racines,  multiplié  par  le 
facteur  positif  5"^,  et  l'on  en  conclut  aisément  que  la  seule  condition 
D«<^o  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  possède  deux 
racines  imaginaires  et  trois  réelles.  Mais  l'hjpothèse  D  ;>  o  con- 
vient aux  deux  autres  cas  de  cinq  racines  réelles  ou  de  quatre 
imaginaires,  qu'il  s'agit  donc  d'examiner. 

Pour  le  premier,  F  doit  se  réduire  à  uae  somme  de  carrés  tous 
affectés  de  coefficients  positifs;  ainsi  il  faut  et  il  suffît  que  les 
formes  quadratiques 

(I)  Di?2_6BD^(;  — D(Di  — ioAB)p2, 

(II)  —Bi/.2-h'2Diww+(9BD  — ioADi)w2 

soient  définies  et  positives.  Faisant  donc,  comme  au  para- 
graphe VIII, 

N=:D5_ioABDi+9B2D, 

on  aura  les  criteria  suivants  : 

N<o,        Di>o,        B<o. 
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Pour  le  second,  deux  des  coefficients  des  carrés  doivent  être 
négatifs,  ce  qui  est  réalisé  de  deux  manières  différentes  :  d'abord 
par  la  condition  unique  N  ;>  o,  car  les  formes  (T)  et  (IT)  seront 
ainsi  des  différences  de  carrés,  et  ensuite  en  les  supposant  toutes 
deux  définies,  l'une  étant  positive  et  l'autre  négative.  Gela  donne 
avec  N  <^  o  les  conditions 

Di>o,         B>o, 

ou  bien  celles-ci 

Di<o,        B<o, 

c'est-à-dire  simplement  BD^  >>  o. 

On  remarquera  que  parmi  ces  criteria  ne  figure  point  la  combi- 
naison 

N  <  o,         Di  <  o,         B  >  o  ; 

et  le  motif  de  cette  exclusion  est  qu'on  siq^poserait  ainsi  les  formes 
(I)  et  (II)  définies  et  négatives,  c'est-à-dire  F  réductible  à  quatre 
carrés  affectés  de  coefficients  négatifs,  ce  que  l'on  reconnaît 
impossible  d'après  son  origine  même.  Le  Tableau  suivant  peut  donc 
résumer  nos  conclusions  : 

N  >>  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

N  <  o,  BDi>  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

N  -<  o,  BD^  <  o,  cinq  l'acines  réelles. 

Mais  voici  un  autre  système  de  criteria  auquel  va  nous  conduire 
la  méthode  suivante  : 

Supposant  toujours  le  discriminant  positif  de  manière,  à  n'avoir 
à  distinguer  que  deux  cas,  j'écris,  comme  au  paragraphe  VIII, 

-DF  ==  Di(r-— D(;2_|-2Di^(^  — ioADt^2) 

-i- B  D  (  I  o  A  ^  2  _  5  ^  p  _  ^^  2  _j_  c)  D  w  2  ) . 

Gela  posé,  soit  pour  un  instant 

^^  ==  ^2_Dp2_i_  2DtiW  —  I0AD(^2^ 


d'c 


^H- w:^=[^2_  6oJi^(;-i-(ioAco  — D)(^2] 

—  [(jùu^ —  iD  uw  -h  D(io  A  —  Qw) (p2]. 
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On  observera  qu'on  peut  rendre  un  carré  parfait  chacune  des  deux 
formes  quadratiques  en  t  et  i^^  a  et  (v,  en  posant 

90)-  —  ToAco  -h  D  =  o, 

de  sorte  qu'en  nommant  co  etw^les  deux  racines  de  cette  équation, 
on  aura 

/  D     \2 

et,  par  conséquent, 

D/r^BD^=       £l^i^f(.-3coVr-.-,o'(«-iJ.)^] 

\{t  —  3 0) (^ )2  —  œ  lu w  \ 


D,aj'— BD 


Or  voici  les  conséquences  de  cette  nouvelle  décomposition  en 
carrés  : 

Supposons  les  racines  co  imaginaires,  c'est-à-dire  20  A- — gD<;o, 
on  pourra  évidemment  poser,  en  désignant  par  T,  U,  V,  ^^^  des 
fonctions  linéaires  réelles  de  ^,  u^  v^  rv, 


O)  00 

Dioj^-  BD 
o)' —  co 
,  D.w- BD  /  D 


oj  —  co        \  co 

D.co'— BD/  D 


^t  —  3co(;)^==(T-v/^^V)', 
u—  —  w  )"  =  (U-l-v/^W)^ 

'-(u-v/=Tw)', 


u  —  —  w 


de  sorte  que  F  deviendra 

(T-f-v/^^V)'-l-(T-v/~y)'-(U  4-v/^^W)'  — (u-v/~w)', 

ou  bien 

2T2— 2V2— 2U2-H2W2. 

Nous  parvenons  ainsi  à  deux  carrés  affectés  de  coefficients  né- 
gatifs, et,  par  conséquent,  quatre  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée sont  imaginaires. 
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Soit,  en  second  lieu,  25A-— 9D>o;  deux  cas  seront  à  dis- 
tinguer, suivant  que  A  sera  positif  ou  négatif. 

Dans  le  premier,  les  deux  racines  w  sont  positives,  on  est  donc 
comme  tout  à  l'heure  conduit  à  deux  carrés  dont  les  coefficients 
sont  négatifs.  Et  dans  le  second  cas  il  en  sera  de  même  encore  si 

les  cfuantites  — p-^  — ^ sont  de  signes  contraires.  Ur  on 

^  a»  LO  Lu OJ  "^ 

trouve 

(Dico  — BD)(DiCo'-BD)r=:  -ND, 

d'où  la  condition 

N>o. 

Enfin,  en  supposant  IN  <  o,  F  se  réduira  à  une  somme  de  carrés, 
dont  les  coefficients  auront  tous  le  même  signe,  et  par  conséquent 
seront  positifs,  le  cas  où  ils  seraient  négatifs  devant  être  rejeté 
comme  on  l'a  déjà  vu.  Les  conclusions  qui  précèdent  sont  ainsi 
résumées  : 

20 A- — 9D  <  o,   une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 
25  A-—  9D  >  o,  A  >  o,   une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 
25A2—  9D  >  o,  A  <  o,   N  >  o,   une  racine  réelle,   quatre  imaginaires; 
23  Â- — 9D  >  o,  A  <  o,   N  <  o,   cinq  racines  réelles. 

Elles  s'accordent  avec  les  résultats  auxquels  est  parvenu  M.  Syl- 
vester  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  et  j'observerai,  pour  en  faciliter 
la  comparaison,  qu'on  a,  entre  A,  B,  C  et  les  cjuantités  désignées 
par  J,  K,  L,  A  dans  ce  Mémoire,  les  relations  suivantes  : 

J  =  A, 
K=  — B, 
9L=:  G-H  AB, 

A   =:=   A3—  2IIL. 

Mais  la  marche  que  j'ai  suivie  ne  saurait  conduire  à  ce  fait,  si 
important  et  si  nouveau  en  Algèbre,  des  criteria  renfermant  un 
paramètre  variable  entre  certaines  limites,  et  qui  me  parait  une 
des  plus  belles  découvertes  du  savant  géomètre  anglais.  C'est  dans 
une  autre  direction  que  je  vais  suivre  encore  ces  questions  inté- 
ressantes, en  m'occupant  du  système  des  fonctions  donl  les  signes 
servent  à  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles,  comprises  entre 
des  limites  données. 
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XI. 


Après  avoir  remplacé  par  des  invariants,  dans  les  équations  de 
degré  supérieur  au  quatrième,  les  expressions  données  parle  théo- 
rème de  Sturm  pour  la  détermination  du  nombre  de  leurs  racines 
réelles  et  imaginaires,  on  est  amené  à  se  demander  s'il  n'y  a  pas,  à 
partir  du  cinquième  degré,  une  modification  correspondante  à 
découvrir  dans  le  système  des  fonctions  que  ce  théorème  célèbre 
présente  sous  une  seule  et  même  forme  analytique  pour  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés.  On  peut  ainsi  penser  à  retrouver  leurs 
propriétés  caractéristiques  dans  certains  covariants,  afin  de  les 
employer  alors  au  même  usage;  mais  ce  sont  des  covariants 
doubles  qui  m'ont  paru  s'offrir  au  moins  de  la  manière  la  plus 
immédiate  et  la  plus  facile,  comme  je  vais  le  montrer. 

Mon  point  de  départ  est  dans  une  généralisation  du  système  des 

fonctions 

V   =:{x~a){x~b).,.{x  —  k), 


¥2  =  V 


i  X  —  a 

{a—by 
\{x  — ■  a){x  —  6  )  ' 


que  je  vais  d'abord  indiquer. 

Employant  avec  M.  Sylvester  (^),  afin  d'abréger,  le  symbole 
Ç(a,  b^  . .  .,  k)  pour  désigner  le  produit  des  carrés  des  différences 
des  racines  a,  b^  . . .,  A',  je  poserai 


X  —  a 


•  •  •  • • 5 

t),j^  —  {x'—  a){x'  —  h).  .  .(x' — k)K{a,  b,  c,  .  .  .,  k), 

(^)   On  a  Theory  of  the  syzygetic  relations,  dans  les  Transactions  philoso- 
phiques de  i853,  p.  457. 
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1 

V 


de  sorte  que  -^^  sera  l'invariant  de  la  forme  quadratique 


2 


~ ^^(to-hat.^-^-  a^-U-^-..  .-^aHiY 


De  là  on  conclut  déjà,  d'après  le  principe  de  Jacobi  (^),  que  le 
nombre  des  variations  de  la  suite 

(l)  V,        Vu       ^2,        ...,        \^. 

est  égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  V  =  o  com- 
prises entre  ^  et  x^^  plus  le  nombre  des  couples  de  racines  imagi- 
naires. Cette  dernière  quantité  se  déterminant  en  faisant  xz=zx'^ 
on  voit  que  les  nouvelles  fonctions  qui  sont  à  deux  variables  rem- 
plissent le  même  objet  que  celles  de  Sturm.  J'ajoute  qu'elles  ont 
absolument  les  mêmes  propriétés  et,  bien  que  je  n'aie  pas  à  les 
employer  ultérieurement,  j'indiquerai,  à  cet  égard,  les  propositions 
suivantes. 

Soit 

les  coefficients  A/,  B/,  ...  étant  des  polynômes  entiers  en  x^  du 
degré  î,  on  aura,  entre  trois  fonctions  consécutives  \'^/_i,  ^i^  "^i+ii 
la  relation  suivante  : 

On  voit  ainsi  qu'elles  pourront  de  proche  en  proche  s'obtenir 
toutes  en  partant  des  deux  premières,  Pq  ou  bien  V  qui  est  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée,  et  \'^^  dont  voici  l'expression. 
Supposant  que  V  soit  donné  par  la  fonction  homogène  f(x^y) 
pour  y  =z  i^  on  aura 

.'Éf  +  if 

dx        dy 


^)^=.x' -^_  -H  -^ 


en  faisant  de  même  y  =  i  • 

C'est  donc  uniquement  dans  l'introduction  de  cette  quantité 


(  '  )  Ueber  eiiien  algebraischen  Fundamentalsatz  und  seine  Anwendungen 
{Journal  de  Crelle,  t.  53);  voyez  aussi  une  Note  de  M.  Borchardt  faisant  suite 
à  l'article  de  Jacobi. 
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à  la  place  de  la  dérivée  Vj  =  y-  que  consiste  la  modification  ap- 
portée aux  fonctions  du  théorème  de  Sturm,  et,  pour  bien  en 
montrer  l'efFet,  je  vais  employer  succinctement  le  mode  de  démon- 
stration de  ce  théorème  fondé  sur  des  considérations  de  continuité, 
en  laissant  fixe  la  quantité  x'  et  faisant  croître  x  de  x^  à  X.  Partant 
pour  cela  de  l'équation 

V    ~  ^  X  —  a^ 

je  remarque  que,  si  x'  est  en  dehors  de  ces  limites  et  supérieur  à  X 
par  exemple,  \'^,  se  comporte  exactement  comme  la  dérivée  Vj . 
D'ailleurs,  quand  une  fonction  intermédiaire  quelconque  Vt 
s'annule,  ^^i_^  et  t?/_,_^  sont  de  signes  contraires;  donc  l'excès  du 
nombre  des  variations  de  la  saite  (2)  pour  x  =  Xqj  sur  le  nombre 
des  variations  pour  ^  =  X,  est  égal  au  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  V  =  o,  qui  sont  comprises  entre  Xq  et  X.  En  suppo- 
sant x^<Cxq,  on  pourrait  encore  raisonner  de  même,  mais  en 
faisant  décroître  ^  de  X  à  ^Tq.  Enfin,  quand  x'  est  compris  entre 
Xq  et  X,  on  trouvera  que  l'excès  du  nombre  des  variations  pour 
x^Xq  sur  le  nombre  des  variations  pour  ^  :=  X  représente  le 
nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  Xq  et  x\  moins  le 
nombre  des  racines  comprises  entre  x'  et  X,  et  ces  résultats 
s'accordent  évidemment  avec  l'énoncé  donné  plus  haut. 
J'indiquerai,  en  second  lieu,  la  relation 

Wî  et  U/  étant  des  polynômes  rationnels  et  entiers  en  x  et  x^ , 
Le  premier  W/  est  l'invariant  de  la  forme  quadratique 

\  (a?  —  a){x' -~a){tç^-\-  ati-\-  a^-t^-^.  .  .-\-  a^-Hi-i)'^-, 
de  sorte  que  la  suite  des  polynômes  à  deux  variables 

I,    Wi,    w„    ...,    w, 

donne  par  les  variations,  absolument  comme  la  suite  des  fonctions 
"Çi^  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  x  et  x' ,  aug- 
menté du  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires.  Pour  avoir 
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l'expression  de  U^-,  soit 

^{^p^z=z[a~  p){a  —  x')-^-{b  ~  p){b  —  x')  — ... 

et  de  même 

^Hp^g^  r)==^{a—p)(a~  q){a—  r){a  —  x'), 
et  ainsi  de  suite.  On  trouvera  ainsi 

u,=  [2  (^' -«)]'"> 

1)2=  Xj(^  —  a)(x' —  6ï)62(a), 

V^r^y^  (a^  —  a)  (x  —  b)  .(x'  —  a)  (x'  ~  ô)  t^{a,  b)^'^(a,  b), 

U4=  /.{^ — ce)  (^ — b){x  —  c).{x' — a){x — b){x' — c)  t!^(a,b^c)0^(a^b^c), 

La  loi  de  ces  expressions  est  évidente,  et,  bien  que  dans  l'équa- 
tion (2)  l'indice  i  ne  doive  pas  surpasser  n  — ^  i ,  on  peut  néanmoins 
les  continuer  jusqu'au  terme  JJ,2  que  l'on  trouve  aisément  avoir 
pour  valeur  "Q^  X^,.  On  obtiendrait  de  même  d'ailleurs 

W,,=  V\^„  d'où  Pn+l=-0, 

comme  on  pouvait  effectivement  s'y  attendre.  Mais  c'est  la  rela- 
tion 

qu'on  doit  surtout  remarquer;  si,  pour  abréger,  on  représente 
par  -i-j»  -r»  •  •  •?  •:rT  les  valeurs  de  la  fonction  V^  pour  ^==:a,  6,  ...,  k\ 
de  sorte  que 

-]-  =(a  —  b){a  —  c)...{a  —  k), 

±.=(b-a)(,b-c)...{b-k), 
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on  aura  les  expressions  suivantes  : 

Wn-i  -  V  t?„  y ~ , 

.^{07  — a)  {x — a) 
U;,-l-  V  ^/^^(•^_^^(^_^^,(^'_^,^(^'_^^- 

On  voit  assez,  sans  aller  plus  loin  dans  cette  étude,  l'étroite 
liaison  de  ces  nouvelles  fonctions  avec  celles  du  théorème  de  Sturm 
dont  elles  reproduisent  les  propriétés  analytiques.  Elles  servent 
ensuite  de  transition  naturelle  et  facile  pour  arriver  à  celles  dont 
je  vais  établir  l'existence  à  partir  du  cinquième  degré  et  qui  sont 
des  covariants  doubles  de  la  forme  /(^,  j),  l'équation  proposée 
étant  /(^,  i)=  o.  Pour  cela,  il  suffira  de  remplacer  la  forme  qua- 
dratique 


qui  donne  naissance  aux  fonctions  \'^,  par  celle-ci  : 

■rr-(a), 


2 


ce  —  ay 


X  —  ay 
OÙ  l'on  a,  comme  au  paragraphe  X, 

En  effet,  les  expressions '—  étant  des  covariants  doubles,  et 

'  ^  X  —  ay 

les  quantités  II  (a)  des  invariants,  tous  les  coefficients  de  cette 
forme  seront  des  covariants  doubles  en  x  et  y  d'une  part,  x^  et  y' 
de  l'autre,  et  auxquels  on  pourra  donner  /(^,  y)  pour  dénomina- 
teur commun.  Mais  je  ne  veux  pas  m'étendre  davantage  sur  ces 
questions  générales,  qui  m'éloigneraient  de  mon  sujet;  je  m'abstien- 
drai même  d'appliquer  ce  qui  précède  à  l'équation  du  cinquième 
degré,  pour  entrer  immédiatement  dans  l'étude  de  la  méthode  de 
résolution  par  les  fonctions  elliptiques  dont  M.  Kronecker  est 
l'auteur.  Les  recherches  que  je  vais  exposer  m'off'riront  d'ailleurs 
l'occasion  de  donner  un  système  spécial  au  cinquième  degré  de 
ces  covariants  en  x  et  y,  x^  et  y^  qui  peuvent  remplacer  les  fonc- 
tions de  Sturm. 
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XTI. 


La  transformation  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  deux  sortes 
d'équations  algébriques  de  la  plus  grande  importance  pour  l'Al- 
gèbre et  la  théorie  des  nombres  ;  les  unes  sont  entre  les  modules  X 

et  k,  les  autres  entre  le  multiplicateur  -^  et  le  module.  Ce  sont  ces 

dernières  qui  ont  été,  au  point  de  vue  de  la  résolution  de  l'équation 
du  cinquième  degré,  le  sujet  des  beaux  travaux  de  M.  Kronecker  et 
de  M.  Brioschi,  et,  comme  les  résultats  obtenus  par  ces  éminents 
géomètres  me  serviront  de  point  de  départ,  je  vais  les  rappeler 
succinctement. 

D'après  un  théorème  de  Jacobi,  démontré  dans  le  n^  3  des  Annali 
di  Mathemalica,  t.  I,  année  i858,  p.  1^5,  par  M.  Brioschi  (^),  on 

sait  que  les  racines  de  l'équation  du  sixième  degré  entre  v-,  -=■  x- 


et  A",  savoir 


\J  X  =  — 


M 
sin  am  4  w  sin  am  8  to 


sin  coam4w  sin  coamSw 


K       vK  4-  z^K'  o     /       7 

Cl)  étant  successivement  —  et  p pour  v  =  o,  i ,  2,  o,  4?  s  ex- 
priment de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  y/^Tv  celle  qui  correspond  a  co  == : >  ce  cjui 

conduit  naturellement  à  adopter  la  notation  \l x^  pour  la  première 
qui  est  donnée  en  faisant  iù^=:  -^\  on  aura 

(i)  <   \/^==r  Ao-H  Ai-H  A2,  <   v/^=  Ao+ p-'^Ai-hp^A., 

(  \/ xi  —  Ao  -h  p  Al  -H  p^  A2 ,  l  si x,^  =r  Ao  -i-  p-*  Al  -f-  p  A2  ; 

p  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité.  Ces  expressions  remar- 


(^)  Le  P.  JouberL  avait  trouvé,  de  son  côté,  la  même  démonstration,  en  s'oc- 
cupant  de  la  formation  des  équations  entre  M  et  k  pour  la  transformation  relative 
au  cinquième,  septième  et   onzième  ordre  {Comptes  rendus,  séance  du  12  avril 

1808). 
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quables  n'appartiennent  pas  uniquement  d'ailleurs  à  l'équation 
entre  œ  et  k  :  elles  se  retrouvent  à  l'égard  des  racines  des  équa- 
tions analogues  (^)  que  donne  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 

entre  linverse  du  mumplicateur  x  et  les  quantités  ^ —j^'>  -^t' 
^(  ^  4-  ^  )  , L'idée  hardie,  et  qui  devait  être  si  féconde, 

VA      Av 

d'étudier  en  général  toutes  les  équations  du  sixième  degré  dont 
les  racines  s'expriment  de  cette  manière,  quels  que  soient  Aq,  A,, 
Ao,  revient  en  entier  à  M.  Kronecker.  Un  premier  résultat, 
obtenu  mais  non  publié  par  le  savant  géomètre,  a  été  donné  par 
M.  Brioschi  à  la  page  2  56  des  Aiinali  dl  Matematica^  t.  I, 
année  i858,  et  consiste  dans  la  formation  même  de  cette  équation 
du  sixième  degré.  Si  l'on  pose 

A  =  Ag-H  A1A2, 

B  =  8AJA1A2— sAgAf  A|-!-AïA|  — Ao(Af  + A|), 

G^SsoAgAf  A|--i6oAJAf  Ai-i-2oA5A5;A|H-6A'JA| 

—  4Ao(32AJ  — 2oA2AiA2+5Af  A|)(Af-i-A|)-HAlo-h  A|o, 

elle  aura  cette  forme  remarquable  (-)  : 

{x  —  kY{x  -5A)-i-ioB(;r~A)3—  G(^  — A)+5B'^— AC  =  o. 

Un  second  résultat  extrêmement  important  est  dans  l'abaisse- 
ment de  cette  équation  au  cinquième  degré  (^).  Les  expressions 
données  par  la  formule 

j)/  y/ 5  =  (  X^  —X^){  a^v+l  —  ^V-1  )  (  ^V+2  —  ^V-2  ) , 

l'indice  v  étant  toujours  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  5, 
sont  en  effet  les  racines  de  l'équation  suivante,  où  5^11  représente 


(^)  M.  Brioschi,  Sul  methodo  di  Kronecker  per  la  rlsoluzione  délie  eqiia- 
ziojii  di  quinto  grado,  Atti  delV  Jnstituto  Lomhardo,  t.  I,  i858,  p.  276,  §  II, 
et  le  P.  JouBERT,  Comptes  rendus,  t.  XLVII,  i858.  p.  34i. 

(  2)  M.  Kronecker,  Ueber  die  Gleichungen  fûnften  Grades  {Journal  de  Crelle, 
t.  59,  année  1861). 

(3)  Le  cas  particulier  de  l'équation  M  et  k  avait  été  pour  la  première  fois 
obtenu  par  le  P.  Joubert  (  Comptes  rendus,  séance  du  12  avril  i858,  t.  XLVI, 
p.  7^8)- 
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le  discriminanl  (M  de  la  proposée,  savoir  : 

y5_|_2oB74-Hio(9B2— AG)73_|-iooB(9B2— AG)72 

-4-25(9B2  — AG)2j  — /n  r=  o. 

Enfin  cette  réduite  peut  être  simplifiée,  et,  en  posant  \^lyz=:\x^ 
M.  Brioschi  parvient  ultérieurement  à  ce  beau  résultat  (-)  : 

8  4^  4^ 

Il  sert  en  effet  d'origine  à  ces  équations  remarquables  du  cinquième 
degré  dont  les  racines  s'obtiennent  sous  forme  explicite  à  l'aide 
des  transcendantes  elliptiques,  et  qui,  à  cet  égard,  offrent  deux 
cas  principaux.  Le  premier  s'obtient  en  posant 

A  =  I,  B  =  0,  G=—  28/c2//2; 

alors  l'équation  du  sixième  degré  en  x  n'est  autre  que  la  relation 
entre  le  multiplicateur  et  le  module  considérée  plus  haut,  et,  comme 

on  l'a  dit,  on  a 

/-  sin  amca  sin  amSco 

sin  coam4  w  sin  coamS  co 

Quant  à  la  réduite,  elle  a  la  forme  trinôme 

^S+5/c2/c'2^__2/c2/c^2(l—  2/c2)r:r  O, 

à   laquelle  j'ai   eu   pour   but,    dans    la    première    partie    de    ces 
recherches,  de  ramener  toute  équation  du  cinquième  degré. 
Le  second  cas  s'obtient  en  posant 

il  conduit  à  la  réduite 


k^^k'-i        '    k'./ç'k     ^  /f6/i:'6' 


(^)  On  trouve  aisément,  pour  A  =  o, 

n  =(G3— 123B5)2; 

2t,  pour  B  =  0, 

n=(G3+o/^G-A5)2. 

(2)  N°  5  des  Annali  cli  Maternatica,  année  i858,  t.  I,  p.  Saô. 

H.—  IL  25 
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OU  plus  simplement,  en  mettant  -777  au  lieu  de  x^ 

X^  —  10 X^  -i-  ^0  X  -i-  i ^-—j-, —  o, 

et  c'est  à  cette  équation  particulière  que  la  méthode  de  M.  Kro- 
necker  permet,  comme  on  le  verra  bientôt,  de  ramener  le  cas  gé- 
néral. Quant  à  l'équation  en  x  du  sixième  degré,  ses  racines  s'ex- 
priment de  cette  manière 


\/x  — 


cosamaco        cosamZtfjo 

— • 7 

cos  am 4  w        cos  am  'i lu 


K        vK-i-  ili'  ... 

tù  étant  toujours  —  et ;  nous  avons  ainsi  les  quantités  par 

lesquelles  M.  Kronecker  est  parvenu  le  premier  à  représenter  cer- 
taines fonctions  cycliques  des  racines  de  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  et  par  conséquent  les  racines  mêmes  de  cette 
équation.  Mais  je  renonce  à  dire,  en  énumérant  ces  divers  résultats, 
ce  que  je  crois  plus  particulièrement  appartenir  au  géomètre  alle- 
mand et  à  M.  Brioschi,  plusieurs  choses  fondamentales  me  pa- 
raissant avoir  été  simultanément  découvertes  par  les  deux  auteurs. 
Je  citerai  surtout  ce  qui  concerne  les  résolvantes  de  l'équation 
générale  du  cinquième  degré,  dont  les  racines  ont  la  forme  donnée 
par  les  équations  (1).  J'ai  étudié  avec  admiration  l'analyse  donnée 
par  M.  Brioschi  sur  ce  point  si  important,  et  elle  me  servira  de 
base  pour  les  considérations  que  je  vais  exposer. 


XIIl. 


Désignons  par  ^v?  l'indice  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le 
module  5,  les  racines  de  l'équation  (a,  [3,  y,  y^,  [3^,  o'/)(^,  i)-^==  o, 
de  manière  à  représenter  par  ces  formules  de  M.  Betti,  savoir 


^ay- 


Ç(av-t-6)^+c."> 


OÙ  a,  6,  c  sont  également  des  nombres  entiers  pris  suivant  ]e 
module  5,  les  120  permutations  de  ces  racines.  Elles  se  décom- 
posent   en   ces    deux   groupes    de    60    permutations    conjuguées, 


Hosted  by 


Google 


ÉQUATION    DU     CINQUIEME     DEGRÉ.  SSy 

savoir 

^    ^  M:  ' 

(II)  i  f"'""*       j, 

de  sorte  que  toute  fonction  rationnelle  des  racines,  invariable  par 
les  substitutions  d'un  de  ces  groupes,  n'aura  que  deux  valeurs 
distinctes,  et  s'exprimera  rationnellement  par  les  coefficients  de  la 
proposée  et  la  racine  carrée  du  discriminant.  Considérant  désor- 
mais comme  quantité  adjointe  cette  racine  carrée,  on  pourra  se 
borner  aux  substitutions  (1),  et  les  fonctions  des  racines  dont  nous 
allons  surtout  nous  occuper,  qui  ont  seulement  six  valeurs,  seront 
caractérisées  comme  ne  changeant  pas  par  les  substitutions  ^a-v^^b- 
Soient  donc  ?^  =  F(^o?  ?m  s2,  ^3,  ^0  une  telle  fonction  et  Un  ce 
qu'elle  devient  en  remplaçant  ^v  par  ^sv^z?  ^^^  ^^^  vaJeurs  qu'elle 
pourra  prendre  pour  les  60  permutations  (1)  seront  ?/,  u^^  ?/,,  u^^ 
it^^  u^j  et  le  système  de  ces  quantités  donne  lieu  à  la  remarque  sui- 
vante. Convenant  de  représenter  la  première  par  u^^  et  les  autres 
par  u,i)  l'indice  étant  pris  suivant  le  module  5,  on  vérifiera  très 
facilement  qu'aux  substitutions 


(A) 
correspondent  (  '  ) 

(B) 


Mais  les  substitutions  (A)  répétées  donnent  toutes  celles  des  for- 
mides  (I),  et  il  est  visible  qu'en  composant  entre  elles  les  substi- 


Un 


tutions  (B),   on  trouvera  pour  résultat  |  u^j^_^j,  h  ^^^  ^1  c^  cl  étant 

V        en  -hd    j 

des  entiers  pris  suivant  le  module  5  et  tels  que  ad —  bc  est  résidu 
quadratique.  On  voit  donc  que  le  groupe  de  l'équation  en  u^  dans 


(1)  Par  ui  se  trouve  désigaé  u,^',  n'  étant  un  entier  tel  que  nn'~i  (rnodâ). 

n 

E.  P. 
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le  sens  de  Galois,  est  le  même  que  celui  de  l'équation  modulaire 
du  sixième  degré;  mais  cette  remarque,  que  j'avais  indiquée  (^), 
n'est  qu'un  premier  pas  vers  un  résultat  beaucoup  plus  important 
donné  aussi  par  M.  Brioschi. 

Supposons  qu'au  lieu  d'être  invariable  par  les  substitutions 
îa^v+b')  la  fonction  des  racines  que  l'on  vient  de  désigner  par  u  soit 
cyclique,  et  change  de  signe  quand  on  y  remplace  ^v  par  ^4v;  on 
trouvera  qu'aux  deux  premières  substitutions  (A.)  correspondent 

celles-ci  '  ]     ^      [?  ]         ^    [>  et  que  le  résultat  de  la  troisième  est 

représenté  ainsi  : 

\     Uq        U^       —  Ui       W3       U2       —  Ui,    \ 

Cela  posé,  faisons  dans  les  relations  (i)  du  paragraphe  précédent 

Aq\/'5  =  k^/s  -h  ko  +  kl  -h  /c2  -H  k^  -h  k^.^ 
-Aiv^  =  /co-4-p^/(:i-H  ps/ca-l-  p^ÂTs-f-  p/fi, 

-A2V/5  =  /l'o-f-  p/ci  -f-  p2Â:2H-  p^/cs-H  p''/^4, 

p  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité,  satisfaisant  à  la  condition 

— /5   =   p   -f-  p^—  p2—  p3, 

et  elles  deviendront 

s/x^  —  k^  \/5  -H  ÂTo  +  ^1  +  f^t  +  k-i  -H  ki,^ 
v/^o  =  k^-^  ko  \/5  —  kl  -h  /ca  +  k^  ■—  kj,^ 
sfxl  —  k^  —  /co  H-  ki  \/5  —  /c2  +  kz  -\-  ki,. 
sjx^  —  k^ M-  /co  ~  kl  H-  /c2  \/5  —  /c.s  -h  K-, 
s/xz  =  k^~^  ko-h  kl  —  k^ -4-  /C3 v/5  —  /^ , 
\/^  =  /Coo  —  ko  -I-  /ci  -H  A"2  —  /cs  -H  ^^4  v/5 . 

Or,  en  représentant  le  système  des  quantités  jr  et  k  par  .r,^ 
et  /r^,  l'indice   devant  recevoir  les  valeurs  co,  o,    1,2,  3,  4*  on 

(^)  5fZ7'  Z(2  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées  {Cam- 
bridge and  Dublin  Mathématical  Journal,  année  i854).  Hermite,  OEuçres,  t.  I, 
p.  348. 
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vérifie  immédiatement  qu'aux  substitutions  \   ^"'      >?  ]       ,^    }  cor- 

!i/  "y  il         i/  9^        i 

""       j  ''     ?  et  enfin  que  la  suivante 


donne  absolument  de  même  pour 


résultat 


sjx^,     V^5  sl^u     V''^2,     /^3,         v/^4  j 

v/^,    /^î    — v/^i,    v/^3,    v/^2,    — v/^  ) 


On  voit  donc  qu'en  posant  kn'=^Un  les  substitutions  élémentaires  (A) 
effectuées  sur  les  racines  ^v  ne  feront  que  reproduire,  sauf  l'ordre 
ou  le  signe,  les  quantités  y/^/z  ;  par  conséquent  il  en  est  de  même 
de  toutes  les  substitutions  (I),  et  les  coefficients  de  l'équation  du 
sixième  degré  en  x  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ceux  de 
l'équation  proposée  du  cinquième  degré,  et  de  la  racine  carrée  du 
discriminant. 

La  belle  découverte  de  M.  Kronecker  est  une  conséquence 
immédiate  de  ce  que  l'on  vient  d'établir.  Revenant  en  effet  aux 
expressions  désignées  dans  le  paragraphe  précédent  par  A,  B,  G, 
on  voit  qu'en  disposant  de  la  fonction  cyclique  u  et  du  module, 
de  manière  à  avoir 

'  k^k'-^  k^k^ 

les  six  quantités  sjx  seront  explicitement  données  par  la  formule 

cos  am  2  co        cos  am  4  w 
cosam4w        cosamsto 

A  cet  effet,  soit  pour  un  instant 

la  fonction  cyclique  choisie  par  le  savant  géomètre  est  celle-ci,  où 
figurent  deux  indéterminées  p  et  ^,  savoir 

u=^      (oi2)-H(T23)  +  (234)  +  (34o)  +  (4oi) 
-(2io)-(32i)-(432)-(o43)-(io4). 

Cela  étant,  la  condition  A  =  o  détermine  —  par  une  équation  du 
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second  degré;  la  relation 

G3    _       i6(i  — i6/cVc^2)3 

dont  le  premier  membre  dépend  seulement  de  — ?  donne  k^k^\ 

enfin  la  condition  B  =  —  TTUl  Q^chève  de  déterminer  p  el  q.  Voici 
maintenant  une  remarque  importante  qui  résulte  de  cette  méthode. 


XIV. 

On  a  va  tout  à  l'heure  que  l'équation  du  sixième  degré 

(i)     (^_A)5(^  — 5A)-f-ioB('^  — A)3—  G(^  — A)-h5B2  — AG  =  o 

était  réductible  au  cinquième,  la  transformée  obtenue  par 
M.  Brioschi  ayant  pour  racines  les  expressions 

I  1 

Zv  =   -^-=  [(  X^—Xy)  (  a7v+i  —  Xy-i  )  (  .rv+2  —  ^V-2  )]  ^  •> 

4v/5 

où  l'indice  v  prend  les  valeurs  o,  1,2,  3,  4-  H  s'ensuit  qu'en  par- 
tant de  l'équation  générale 

(a,  p,Y,r,  P',^^0(^,  i?=o, 

et  faisant  kn=^  Uni  nous  allons  pouvoir  revenir  au  cinquième  degré 
en  obtenant  comme  conséquence  du  passage  par  l'équation  (i)  ces 
résultats  bien  remarquables.  En  premier  lieu  la  transformée  en  z^ 
savoir 

.      5B    ,       5(9B2  — AG)  i  4/- 

ne  contient  pas,  comme  on  le  voit,  de  puissances  paires  de  l'in- 
connue. En  second  lieu,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  dans  le  cas 
deA=::i,    B  =  o,    C= — s^/f-A-^-,    et    dans    celui-ci    :    A=o, 

15  =  — TTT7ÏÏ'  L(  =  2^ j—r-, ,  c  est-a-dire,  au  tond,  en  suppo- 

k^-  k  ^  k'k'^  '  '  ^  i 

sant  B  =  o  ou  A=:  o,  cette  transformée  peut  être  résolue  par  les 

fonctions  elliptiques.  On  voit  donc  combien  il  importe  de  recon- 
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naître  de  quelle   manière  dépendent  les  inconnues  5  et  ç;  voici 
comme  on  y  parvient. 
Soit  pour  un  instant 

T  =  /C3  -  k,  +  ^^^^U'i  -  h), 
on  trouvera  immédiatement 


^X^—\/xq^  2  s, 

v/^^  M-  v/^  —  (  y/5  -1-  I  )  R, 

v/a?i— /a74=2T, 

\/^i  -Hv/rr4  =  (v/5  +  i)S, 

v/^-v/^=-(/5-f-i)T, 

\/x2  'h\/x^=  2R, 

et  l'on  en  conclura  s^  =  sRST,  s  désignant  un  facteur  numérique. 
De  cette  expression  rationnelle  par  rapport  aux  diverses  quan- 
tités /f/;,  on  déduira  ensuite  une  autre  racine  quelconque  Zy^  en 

effectuant  la  substitution  ]     '^      [-Ce  résultat  montre  qu'en  faisant 

kfi=^  Un-,  le  produit  RST,  qui  devient  alors  une  fonction  rationnelle 
des  racines  ^0,  \\i  ^2?  ^37  ^4?  est  symétrique  par  rapport  à  quatre 
d'entre  elles,  et  peut  s'exprimer  rationnellement  en  £07  au  moyen 
des  coefficients  de  l'écjuation  et  de  la  racine  carrée  du  discriminant. 

Effectivement,  la  substitution  ]     '^'      u  par  laquelle  Zy  se  déduit 

de  ^0^  s'obtient  comme  on  l'a  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  en 
faisant  sur  les  racines  ?  la  permutation  circulaire  qui  consiste  à 
ajouter  le  nombre  v  aux  indices.  Cette  propriété  singulière  et  si 
remarquable  du  système  des  valeurs  de  la  fonction  cyclique  désignée 
par  ^^,  se  retrouverait  encore  dans  le  produit  de  ces  trois  facteurs 
où  0)  est  arbitraire,  savoir 

R  =  i^^ -}-  i/Q  ^-  (.0(^2  "T-  i^s), 

S  ~  Ui  -H  ^4.+  W(l^^—  Uq)^ 
T   =:   ?^3  U^  -4-  W  (  lli  M4  ). 
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Ainsi  on  reconnaît  que  les  substitutions 

donnent  pour  résultats 

R,  S,     T  )       (  R,  S,  T  )       (        R,     S,  T  ) 

-R,     —S,     TV      1  R,     —S,     —  T  )       (  -T,     R,     —S) 

Mais,  nous  proposant  d'approfondir  cette  nouvelle  formule  de 
transformation  qui  ramène  à  l'équation  (2)  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  nous  supposerons  toujours  dans  ce  qui  va  suivre 

v/5— T 


XV. 


Les  recherches  qai  me  restent  à  exposer  dépendent  principale- 
ment du  choix  de  la  fonction  cyclique  des  racines  ^o?  ?m  ^25  ?3?  ?/o 
de  l'équation  générale 

que  l'on  a  précédemment  désignée  par  u.  C'est  de  là  en  effet  que  se 
déduira  la  formule  de  transformation  z  =  RST,  où  la  nouvelle 
inconnue  est  une  fonction  rationnelJe  et  entière  de  la  racine  ^0?  ^t 
en  prenant  pour  u  un  invariant  par  rapport  aux  racines,  cette 
formule,  comme  celle  dont  j'ai  d'abord  fait  usage,  savoir 

—    ^?l(^^   0"^  t^  Cp2(^,   l)-f-  (^  Cp3(^,    l)-H  (^  Cp4.(»^,   l) 

''""'  fU^.  I)  ' 

conduira  à  une  transformée  dont  les  coefficients  seront  des  inva- 
riants de  la  forme/==(a,  P,  y,  y'?  PS  a^)(^,  JK)^.  Les  deux  substitu- 
tions se  ramènent  en  effet  au  même  type,  et  chaque  expression  u 
donne  naissance  à  des  covariants  cubiques  tels  que  cp^(^,  j/)? 
c:)o(^,  y),  .  . .,  mais  dont  l'ordre  est  toujours  un  multiple  de  4  ^^^g- 
menté  de  3.  J'ajouterai  encore  à  ce  rapprochement  entre  les  deux 
méthodes  de  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré,  en  dé- 
duisant de  la  seconde  les  conditions  de  réalité  des  racines.  Sous  ce 
nouveau  point  de  vue,  on  verra  qu'il  ne  sera  plus  nécessaire  de 
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recourir  au  principe  de  Jacobi,  le  caractère  propre  de  la  seconde 
méthode  consistant  en  ce  que  Ton  opère  toujours  directement  sar 
les  racines.  C'est  pourquoi  nous  aurons  lieu  d'employer^  dans  tout 
ce  qui  va  suivre,  une  transformée  canonique  de  la  forme  proposée, 
différente  de  celle  qui  a  été  considérée  au  début  de  ces  recherches. 
Nous  la  définirons  par  une  substitution  linéaire  qui  donne  pour 

résultat 

f=:(o,  a,  b.b',  a',  o)(r,  l;)^ 

et  de  manière  qu'aux  racines  ^O)  ?i  ?  ^2^  ?3?  ^4  correspondent  respec- 
tivement les  quantités  i,  e,  o,  oo,  r,,  en  posant 


,            (?0-Ç3)(?.-^2) 

(U-^^)(U-i'>) 

'            (^0-$O(^l-?3)' 

'■'~(?0-$.)(^3-^4) 

Soit  donc  1  =  a'^  ©(^05  ?M  ^2?  ^35  ^4)  l'expression  en  Ç05  ii?  ••• 
d'un  invariant  dont  l'ordre  soit  un  nombre  pair  quelconc[ue  n  ;  en 
désignant  le  coefficient  de  ^3  dans  ©  par  8(^0)  ^ii  ^25  ^35  ?4)?  on 
aura  pour  forme  canonique 

I=:(5a)'^Ô(l,£,  0,7]). 

Je  vais  appliquer  ce  résultat  à  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  K,  dont  je  rappellerai  d'abord  l'expression  en  fonction  des 
racines. 

Soient  à  cet  effet 

H=(?0-b,)($0-^3)(?4-b)H-(?0-?2)(?0-?4)(b-?l), 

et  convenons  de  représenter  par  Fy,  Gy,  Hy  ce  que  deviennent 
respectivement  ces  cjuantités,  en  ajoutant  aux  indices  des  racines, 
toujours  pris  suivant  le  module  5,  le  nombre  v;  on  sait  qu'en 
faisant 

Xy  =   Fy  Gy  Hy 

on  aura,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique, 

K=:ai8XXiX2X3X4. 

Gela  étant,  désignons  par  #y,  (Jy,  ^y  les  formes  canoniques  des 
quinze  facteurs  Fy,  Gy,  Hy,*  elles  s'exprimeront  en  s  et  rj  comme 
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il  sait  : 

^    =    1  —  2  £  +  £'/^  , 

Ç)  =  ^-^  —  I , 

5C     =  I  —  QtTj   -+-  STj 

#1==  2£  —  £2—  -/], 

gi=:2£ri  —  £2  — Y] 

jei  =  -£2+Tl, 

^1  2  —   £  +  T)  £ï] , 

()2=  S  —  ^  -Hs-n^ 

:fe2=  £  — ï]  —  £'r], 

.T^3=  £  +  '/)—!, 

^3  =  —  I—  £H-T], 

:K^3  =r=  £_'/)—  I  , 

cf  4  =  —  £  -H  2  £7]  — 

7)2, 

g4r=£  — •>,£r]-l-r,2. 

5e4==  — £-i-ïi2^ 

et,  si  l'on  pose 

la  transformée  canonique  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  sera 

Ces  quantités  F,  G,  H  ont  pour  notre  objet  une  grande  impor- 
tance, et  tout  à  l'heare  il  sera  nécessaire  de  connaître  comment 
elle  se  permutent  les  unes  dans  les  autres,  lorsqu'on  eflPectue  la 


substitution 


•  Or  on  trouve  aisément  ces  résultats,  savoir  : 


Relativement  , 


F 
F 

G 

—  G 

H 

—  H 


Ga 

Gi 
■H. 


F,  F, 

H4  -Hi 

G  2  G  3 

F,  F, 


F4 
■G2 

G4 
H, 


H|  H 2  H 3          H4  j 

-F3  G4  -Gi  -F2  ). 

a  substitution  ]     ''  [5  on  obtiendrait 

F          F,  F2  F3           F4  I 

—  H     —  H 2  —  H 4  —  \\\  —  H3   \ 

G          G|  G2  G3          G4  j 

_  G     —  G.>  —  G4  -  Gi  —  G3  (  ' 


II 

H, 

H, 

H3 

II 

F 

F, 

F. 

F, 

F; 

et  par  conséquent  les  expressions  suivantes, 

a^FFiFaFsFi,         aeHHiHsHgHi. 
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que  l'on  reconnaît  immédiatement  être  des  invariants,  et  qui  sont 
aussi  des  fonctions  cycliques  des  racines,  se  reproduiront  l'une  et 

l'autre,  changées  de  signe,  lorsque  l'on  fera  la  substitution  ]         [• 

Elles  réunissent  donc  les  conditions  qui  permettent  de  les  em- 
ployer à  composer  une  fonction  u  contenant  deux  indéterminées; 
mais  leur  étude  exige  que  l'on  considère  en  même  temps  que  F, 
G,  H  les  quantités 

/-(?B-^l)(?2-^0,  ^-(^l-^.)(?2-^3),  A=(?1-?2)(^3-?4). 

En  désignant  par  /\^,  g\^  h^  ce  qu'elles  deviennent  lorsque  l'on 
ajoute  V  aux  indices  des  racines,    on  trouve  que  la  substitution 

[  opère  les  changements  que  voici  : 


La  substitution 


g% 

h.  g.\ 

1  ^ 
\  g- 

gi 

h. 

gi 

g3       gk    } 

(A 

h. 

/l2 

A3     h,  ] 

\h 

Â 

gk 

gi    A  ) 

onne 

;  povir  résultat 

—  h        — 

h. 

-h, 

A 
-h,    - 

A 
-A3 

g 

gi 

gi. 

g3 

gi 

—  g       — 

gi 

—  g-. 

—  gl        - 

-g3 

h 

h, 

A, 

A3 

h, 

-f       - 

h 

-A 

-A    - 

■A 

d'où  l'on  voit  que,  sauf  certains  changements  de  signe,  les  deux 
groupes  de  quinze  quantités  se  permutent  de  la  même  manière, 
quand  on  effectue  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Me  bornant  à  remarquer  en  ce  moment  qu'en  posant^ 
pour  abréger. 
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on  a  les  relations  suivantes  : 

j'arrive  immédiatement  à  l'étude  de  nos  fonctions  cycliques. 


XVI. 

Soient  à  cet  efifet 

Vr^aeHHiH^HaHi, 

de  sorte  que  l'on  ait  pour  l'expression  de  u  avec  deux  indéterminées 

le  système  des  six  valeurs  :  ^^^,  u^^  u^^  Wo,  u^^  Ui^  s'obtiendra,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  au  paragraphe  XIV,  en  efFectuant  sur  la  première, 

qui  représente  ?/^,  la  substitution  ]  J        [?  ce  qui  donnera  ui  en 

prenant  i  =  o,  i,  2,  3,  4-  On  aura,  d'après  cela, 

U,=       aGFFiF2F3F4,  V«,=  aeHHiH.HsH^, 

Uo^^-a^FHiG^GsH,,  S ç,^  ^n\Q..,Y^Y-,Q.^, 

Ui  =-a^HFiH2G3G4,  Vi  ^a^GHiGsFaFi, 

U2=-a6GHiF2H3G4,  V^  =  a^FGj  H2G3F4, 

U3::..— a^GGiHsFsH^,  V3  =  a^FF^  G2H3G4, 

U4  =-a6HGiG2H3F4.  V4  =  a6GFiF2G3H4; 

or  ces  expressions  donnent  lieu  aux  transformations  remarquables 
que  voici  : 

U^  =  -+-aGF[/z3H2-i-(/i3_|_/^A)FH  +(  A^  _{_y^)2 /]^ 
Uo  =  4- a6  F  [/i3  H2  — (  A3 -i-/^/?  )  FH -h  ( /i2 +/^)2 /], 

U,  =.-aûH[^3G2-(^3^.y^/,)GH+(^2+//z)2/], 
U4--a6H[^3G2-|-(^3_H/^A)GH+(^2^_//z)2Z], 

U2=+a6G[/3F2-(/3-H/^/,)FG-(/2-H^/i)2n, 
U3=-a«G[/3F2+(/3+/^/,)FG+(/2  +  ^/i)2/], 
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el 

V^--aŒ[/3F2-(/3+/^/t)FH-(/2+^/i)2Z], 

V4   =  -I-  CCG  G[A3H2  — (/l3  H-/^/l)GH  _(/z,2+/o-)2^]^ 

Y2=  +  aeF[^3G^4-(^^-i-/^-A)FG-(^2  +  /A)n], 
V3-  +  a6F[^-3G^--(,^3+/^/,)FG-(^^-  +  /A)2/]. 

La  démonstration  est  facile,  comme  on  va  voir;  il  suffit,  en  effet, 
d'établir  la  seule  relation 

U^-.a6F[-/^3H2  +  (/i3+y^/^)FH+(/i^-h/é^)2Z], 
pour  en  déduire  toutes  les  autres.  Or  elle  revient  à  cette  égalité 

que  l'on  vérifie  immédiatement  en  employant  les  expressions  sui- 
vantes : 

et  observant  que  l'on  a  identiquement 

-«0-?l)(?0-5O(^3-^2)H-(?0-^2)(^0-?3)(?I-?4)-F. 

Quant  aux  produits  F^Fo,  F3F4,  je  remarque  qu'en  multipliant 
le  premier,  par  exemple,  par  a^/i/o?  01^  obtient  un  invariant  par 
rapport  aux  racines  dont  la  forme  canonique  est 

(5  a)^  Y]  (£  —  Y]  )  (22  —  £2— iQ  )  (s  -f.  7]  —  EY]  ). 

Voici  d'ailleurs  la  forme  canonique  de  la  quantité 

savoir 

de  sorte  qu'ayant 
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on  établit  par  l'égalité  des  formes  canoniques  celle  des  expressions 
proposées  elles-mêmes.  Après  avoir  démontré  la  relation 

nous  en  déduirons  comme  il  suit  toutes  les  autres. 
Soit  pour  un  instant 

nous  obtiendrons  d'abord  Uo,  en  effectuant  sur  les  racines  la  sub- 
stitution ]     ''     [  qui  laisse  l  invariable  et  donnera 

Maintenant,   ajoutons  aux  indices  les   nombres    i,    2,    3,    4?   il 

viendra,  en  désignant  par  /, ,  U^  /g,  //,  les  valeurs  correspondantes 

de  l, 

Ui  =  4>(Fi,  -  Hi,  h,,  h\  H-/i  g,,  h), 

U2=-<Ï>(F„   —  H2,    A2,  ^l-i-/2é^2,   ^2), 

U3-*(F3,  -H3,  h,,h\-^f^g,,h\ 

Effectuons  ei^suite  dans  chacune  de  ces  égalités  la  substitution 
j     ''     [5  on  tirera  les  suivantes  : 

(    Ç3V'     ) 

^Ui  =  *(     G3,     ¥,,f„f.!  +  g,h,,h), 

U3='î>(— H4,    —  G4,   g\,   gl+lHfk;    h), 

-  LU=  *(-  G2,       F,,  f„  fi  H-  g,h,,  h). 

Enfin,  dans  chacune  d'elles  ajoutons  aux  indices  des  racines  le 
nombre  nécessaire  pour  ramener  dans  la  fonction  <ï>  les  quantités 
F,  G,  H,  et  l'on  obtiendra  de  cette  manière 

^U3  =  *(      G,       F,f,f^  +  gh,l), 

\j,  =  'i>{-U,—G,g;g^-^hf,l), 

U,  =  *(-H,       G,g,g^'-^hf,l), 
^V,=  <P{-G,       ¥,  f,p+gh,l)- 

d'où  l'on  conclut,  comme  l'on  voit,  les  résultats  qui  concernent  les 
quantités  U.  A  l'égard  des  quantités  V,  il  suffira  d'effectuer  dans 
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les  égalités  qal  précèdent  la  substitution  ]  ^     U  car  U„,  U,,,  Ui, 

U:;,  U3,  U/,  deviennent  par  là  —  V„,  Vo,  Vo,  V4,  V,,  V;,,  de  sorte 
que  l'on  aura 

-V„==*(-H,  F,  -/,  r-^gh,  l), 
V„  =  *(-H,  -F,  -f^f-^gh,  l), 

-  Vi  =  *(-  G,  -  H,  -  A,  h"-  +fg,  l), 
V3=<ï>(-F,  G,  -ff,  ff-^+hf,l), 
V2  =  *(-  F,  -  G,  -  g,  g'  +  ¥,  l), 

_V4  =  <Î>(      G,-iï,  -~  h,  h^^f g,  l), 

et  toutes  les  relations  données  plus  haut  se  trouvent  ainsi  démon- 
trées. 


XVII. 

La  considération  des  c[uantités  U  et  V  ne  suffit  pas  seule  à  l'objet 
que  nous  avons  en  vue,  et  aux  résultats  précédents  il  est  nécessaire 
de  joindre  ceux  que  nous  allons  tirer  des  fonctions  cycliques  du 
second  ordre  envisagées  par  M.  Brioschi  dans  le  beau  et  important 
travail  déjà  cité  :  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  risoliizione 
délie  equazioni  di  quiiito  grado.  Voici  d'abord  les  valeurs  de  ces 
fonctions,  ainsi  que  leurs  formes  canoniques  en  s  et  -^i  : 

/  u„=a2(^„-^0(^i-?'-)(?2-b)(b-e*)(?^-?o)=a3«^s(i-B)(i— r)), 
Uo=aH?o-^3)(b-l4)(U- ?.)(?!- ^2)(^.-?o)  =  '25aH(-0-e), 

1,3  =  aHl3-çi)(^i-?2)(^2- 10(^4- ^o)(?o-b)  =  25tt'-£r,(7]-i), 

,'    t'.=  0(H?0-^2)(ç2-^0(U--^l)(?l-?3)(^3-eo)=25a=V)(-0-£), 

fl»=a5(?o-^4)(^4-Ç2)(ç2-b)(l3-?.)(?.-^o)=25o2ri(i-£)(i-iq), 

'U,  =  aHb-|i)(ei-^4)(U-^o)(ço-b)(^3-?2)='-i5ct2,(e-v,)(T)-i), 
/l,3  =  aH?;,-?2)(?2-$o)($«-ei)(^-|4)(?4-?3)  =  25rt2(e-7l)(i-e), 
\  iu  =  a2(?4-^3)(^3-^i)(ii-|2)(,^2-?o)(?o-a)=25rt'-e(i--^). 

Cela  posé,  et  au  moyen  des  formes  canoniques,  on  vérifiera  immé- 
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diatement  les   relations    suivantes,    dont   on  verra  bientôt    l'im- 
portance, savoir  : 

2U^-4-a^-/i(H-T-  F),         2t),=  -4-a2/(H  — F), 
2iio==  — a2A(H— F),    ■      2Xio  =  — oc2/(H-f-F), 


(0 


'2Ui==-ha2^-(G  — H),         2t)i  =  -Ha2/z(G-{-H), 

2114=—  aV(G-+H),  2t)4=:  —  a2/i(G  — H), 

2U2  =  — a\/'(F  —G),  2ii2  =  — a2^(F  +  G), 

2U3  =  -a2/(F  -i-G),  2t)3  =  -a2^(F-G). 

J'en  déduirai  d'abord  l'expression  des  invariants  du  quatrième,  du 
huitième  et  du  douzième  ordre,  de  la  forme  du  cinquième  degré, 
en  fonction  de  F,  G,  H  et/,  g^  h.  On  trouve  aisément,  en  effet, 

uS+  11^  +  \\\  4-  \\\  -H  u|  -h  u|  =  —  25(25  A  -H  3  v/5D), 
xii-+- f  ? -H  î3î -H  »i -i- iî| -H  «I  =- —  25  (25  A  —  3  v/5D), 

et,  par  conséquent, 

a4[/^2(F2^_H2)-H^2(H2_|-G2)-^-/2(G2^-F2)]=:  — 5o(25A  +  3v/5T3), 
a4[/2(F2,+  H2)-H/i2(H2+G2)-{-^2(G2_i-F2)]=:— 5o(25A  — 3/5D), 

d'où 

a^[/2(2F2-|-G2-hH2)-t-^o-2(2G2-i-H2-|-F2)+/l2(5,H2+F2+G2)]=— 25ooA, 

a4[/2(H2-_G2)+^2(F2-H2)+/i2(G2— F2)]  =  3oov/5T3. 

Considérons  ensuite  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  que  l'on 
peut  écrire  de  cette  manière  : 

(Uâ  +  U2)  (u|  +  llf)  (lll  -f-  Ul  )+  U2  u2  («f  -H  U|  -h  lll  ■+-  «D 

-i-U?u2(u2-i-u2+Ul  +  Ul) 
+  uiu|(u2-|-u2-Hu2-}-u|,). 

Elle  est  la  même  pour  les  deux  groupes  de  quantités  11  et  n,  et  a 

pour  valeur  4.  5*"^  (  —  D^ — ADj.  C'est  donc  un  des  invariants  du 

douzième  ordre  qui  s'évanouissent  comme  D^,  lorsque  la  forme 
proposée  admet  deux  couples  de  racines  doubles;  je  l'introduirai 
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en  le  désignant  par  (D,  de  sorte  que  l'on  aura 

+  T-/HF'  — H2)2[^2(F2-i-G2)-i- An.G2-t-H2)] 

-H~^HG2—  F2)2[/?2(G2-HH2)-h/2(H2h-F2)] 
+  ^/zHH2—  G2)2[/2(H2+F2)-|-^2(F2_|-G2)]. 

Mais  ces  diverses  expressions  ne  sont  pas  sous  leur  forme  définitive  ; 
observant  en  effet  que  F,  G,  H  n'y  entrent  que  par  leurs  carrés,  on 
pourra,  au  moyen  des  relations 

G2-H2  =  4//, 
H2_F2  =  4/^, 
F2_  G2  =  4//i, 

auxquelles  je  joindrai 

les  faire  uniquement  dépendre  des  quatre  quantités  F-,  g^  h  et  /. 
On  trouvera  ainsi 

a* 


=  (^-1-/1)2^2  7,2/2, 


^    =:(^-  +  A)2^.2A2FG+4(^_A)(^_|./,)2^^2/,2/F-V 

^-(^8  +  4^'7^^-[2^6/^2--h6^5/i3_5^4A4_^_6é^3/io^_I2^2/^6^_4^/^7_|_/^8)/2F2 
—   2gh(§'—  h){g^-h  3^S/^_i_8^4/i2_}_ji^:3/i3+  8^'^/l4-H3^^ASH-/i5)/3, 

et  la  valeur  de  (D  montre  bien  eff'ectivement  qu'il  s'évanouit  pour 
l—=.o  et  g  ■=  o ^  c'est-à-dire  lorsque  deux  couples  de  racines 
deviennent  égales  entre  elles. 

Les  équations  (i)  peuvent  aussi  servir  à  démontrer  immédiate- 
H.  —  IL  26 
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ment  ces  identités  remarquables  données  par  M.  Brioschi,  savoir  : 

Uo  +  Ui  -}-  U2  +  113  +  lu  =  n^-^  2 ti«, 

11^—  Xli -i-  112 -f-  XI3  —  IU=  Uo-h  2t)o, 
Uoo— Uo— U2-f-ll3-hU4=  Ui-f-  2l1i, 
«00 -^  «0—  Ul  —  «3  -f-  XU  =  «2  +  2t)2, 
«00 -H  «0  +  «1  —  «2  —  lU  ^  «3  -H  2  t)3 , 
Xloo 1X0+  Wl-+-  XI2—  U3=  «4+  2t)4- 

Mais  nous  les  employons  principalement  à  l'étude  des  nouvelles 
fonctions  cycliques  du  sixième  ordre  formées  en  élevant  xi  et  ti  au 
cube,  et  que  nous  allons  joindre  à  U  et  V. 


xvni. 

Je  montrerai  en  premier  lieu  que  ces  deux  groupes  de  quantités 
U  et  xt%  de  natures  si  différentes  au  premier  abord,  peuvent  être 
compris  dans  la  même  forme  algébrique.  Pour  cela,  je  remplace 
les  carrés  F^  et  H^,  dans  J'équation 

8uâ=a6/i3(F3+3F2H-h3FH2-i-H3), 
par  H^ —  4  ^g'  et  F^  -{-  4  ^^?  après  avoir  divisé  par  4,  il  viendra  ainsi  : 

J'opère  de  même  dans  la  relation 

U^=  a6[A3FH2-i-(/i3_H/^A)F2H  -^(h'^-^fg)HFl 

ce  qui  donne 

U^=a6[A3F3-t-(A^— /A— /2)AH3 

+  (/^+2/3A-/2A2_6/A3_3/i^)/F  — 4(/3A-f-2/^Vi'-  — /?4)ZHJ. 

On  voit  donc  que  les  deux  fonctions  cycliques  du  sixième  ordre 
sont  comprises  dans  cette  forme 

cp(/,  A)F3h-  ^(/,  A)H3_H  cpi(/,  h)lF  -F  ^,(f,  h)lU, 

cp  et  'l)  étant  deux  polynômes  homogènes  du  troisième  degré,  îp< 
et  ^^  du  quatrième,  et  il  y  aurait  lieu  sans  doute  d'en  faire  l'étude 
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en  recherchant  l'expression  la  plus  générale  de  ces  polynômes  qui 
permette  d'obtenir  ainsi  des  fonctions  cycliques.  Mais,  pour  ne  pas 
trop  m'étendre,  je  me  borne  aux  quantités  U  etu%  et,  observant 
que  l'expression 

où  fghl  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  du  déterminant,  est 
aussi  du  sixième  ordre,  j'envisagerai  seulement  les  expressions  de 
cette  forme 

7n\]  -\-  n\x^-^fghl{\L\\  4-  vu), 

OLi  m,  /z,  [Jv,  V  sont  des  constantes.  Cela  étant,  je  me  suis  arrêté  à  la 
combinaison  suivante  : 

U  — 2u3— /^/i^(6in-4ti)  =  '^, 

d'où  l'on  tire 

%3i=  ^^[-^  fghG''  -\-(g  —  'ih)p glG—  liHYil, 
t^,^  a^[^ fghG''  -{g  —  Q.h) p glG ~  hHYi], 

(  ^^^a^^i-fghV'^  -{f-^g)h^^fl¥  -  gHG-\. 
En  opérant  ensuite  dans  "O  la  substitution  ]  ^    h  j'en  déduis  ce 

(    Ç2V    ) 

second  système,  savoir  : 

(  <:)^^a^^[-fgh¥-^-^{f-^h)g^fl¥-hHRl 

^),=  y.^[-^fghm~{h-~^g)phm-gHGi 

\^)3=a^[-f-/^-/zG3  — (^— 2/)A2^-ZG-H/^/F]. 

Maintenant  je  prendrai  pour  la  fonction  u  cette  expression  où 
figurent  quatre  constantes  qui  tout  à  l'heure  se  réduiront  à  deux 
seulement,  savoir  : 

u  =pXD  -\-  p'^Ç  -\~  20L'*fghl(qn  -H  q'x)). 
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C'est  dans  cette  détermination  que  se  trouve  le  point  le  plus 
difficile  et  le  plus  important  de  mon  travail,  et  elle  ne  pourra  être 
justifiée  que  par  les  résultats  qui  en  sont  les  conséquences,  et  que 
je  vais  exposer. 

XIX. 

Je  reviens  maintenant,  pour  en  effectuer  la  détermination,  aux 
quantités  précédemment  désignées  par  R,  S,  T,  et  qui  figurent 
dans  la  formule  de  transformation  propre  à  la  méthode  de  M.  Kro- 
necker,  savoir  : 

R  —  u^-\-  Uo-^  ^{  ih  +  ^^3), 
S  =  Ml -H  1^4+  w(w^—  ^0)5 

T  =   ^3 —  ï^2+  w(Mi W4). 

v/5  —  I 
On  se  rappelle  qu'on  a  posé  co  = ;  faisant  d'après  cela,  pour 


abréger. 


i  =:  —  2^/iF2 -  (/2 -H  2^/i)  (^  —  h) l  -f-  v/5/3 1, 

lr--2/^•H2-(/^2-|-2/^•)(/-^)^^-v/5/^^^, 
on  trouvera  immédiatement 

'O^H-  ^90+^(02-1-^93)  =  H-  wa6/fF, 
10i+'O4+w(t)^— t)o)  =  — wa6/il)H, 

't)3  —  t)2  +  W  ('Oi  —  04  )  =  —  0)  «6  ^5  G, 

\th-^<)k  -H  ^{t\~  t\)  =  -     a6  Al)  H, 


Soit  en  second  lieu 
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et  l'on  aura  de  même 

2/^/zZ[u^-l-Uo-i- w(u24-U3)]  =  4-  a^/t'F, 
2/^/iZ[ui  +  U4-j-  w(u^—  Uo)]  =  —  a^Alj'H, 
ifghl[u^—  U2-1-  w(ui  — XI4)]  —  —  a^^^'G, 
2/^/i/[xi^-H  Do  -h  w(i)2  -h  Xig)]  =  -H  waV t'  F, 
ifghl[\yi  -4-  t)4  -H  co (t)^—  Vo )]  =  —  ^^^'^  ^^  1)' H^ 
2/^/z/[t)3  — t)2-t-  aj(»i  — t)4)]  — —  coa^^o'G. 

Or  il  résulte  des  équations  (i)  que/?  et p'  n'entreront  dans  R,  S,  T 
que  par  la  combinaison  to/?  -^ p\  et  des  relations  (2)  que  q  et  q' 
se  réuniront  dans  l'expression  analogue  q  +  ^q' )  posant,  en  con- 
séquence, 

on  trouvera  simplement 

—  S  ==  a6AH(|il;-i-i]l/). 

La  formule  de  transformation  z  r=.  RST  peut  donc  être  présentée 
comme  le  produit  de  ces  deux  facteurs,  qui,  l'un  et  l'autre,  sont 
des  Invariants,  savoir 

a6/^7iFGH  et  ai2(^f  +  qr)(^0 -h  ilô')  (l^^)  +  »lf)')- 

Le  premier,  qu'on  peut  écrire  ainsi 

,^   ,  ,FGH       ,^  /— -a^FGH 

met  immédiatement  en  évidence  une  fonction  rationnelle  de  la 
racine  ^0  ;  mais  il  reste  encore  à  donner  explicitement  au  second 
cette  même  forme,  et  c'est  ce  que  je  vais  faire,  après  avoir  ajouté 

cette  remarque,   facile  à  vérifier,    que   la    substitution  ]  .      [  n'a 

d'autre  effet  que  d'y  changer  le  signe  du  radical  \/5. 


XX. 

Gomme  élément  essentiel  de  l'importante  transformation  qu'il 


Hosted  by 


Google 


4o6  OEUVRES    DE    CPIARLES    HERMITE. 

s'agit  d'opérer,  j'introduirai  l'expression  suivante  : 

\=a^^f-^g){g~h){h-f)l. 

C'est  un  invariant,  comme  on  le  voit  de  suite,  et  de  plus  une  fonction 
rationnelle  de  la  racine  ^o?  car  le  facteur  a3(/ — g){g  —  h)[h  —  /) 
représente  l'invariant  cubique  de  la  forme  du  quatrième  degré 
obtenu  en  divisant  la  proposée  par  ^  —  ^o-  Désignant  donc  par  Aq^ 
Aj,  )^27  >^^3?  ^V4  les  cinq  déterminations  qui  correspondent  ainsi  aux 
racines  ^o?  ?m  ^27  ^s?  5/o  c>n  aura  ces  relations  remarquables, 
savoir  : 

Xo-Xj=4-2a4(^o-^i)H2G3H„ 

Xo- Xo  =  -  2aH^o  -  ?2)Ga  FaF4, 

Xo— X3==— aa^^o— ^3)FiF2G4, 

Xo-X4  =  +  2aH^o-^4)H,G2H3; 
X,-X3=:  — 2aH^i--b)FG2F4,  X2-X4--2aHb-?0FF.iG3, 

X,_X4  =  -2aH?i-?4)GF2F3,  X,-X3  =  -l-2aHb-^3)GH.iH4, 

X3-X4-H-2aH?3-^4)HGiH2,  Xi-X2  =  -H2a^(ti-b)HH3G4. 

Pour  les  établir  il  suffît,  par  exemple,  de  démontrer  celles-ci  : 

Xo-Xi  =  -i-2aH?o-^i)H2G3H4, 
Xo_X,  =  -2aH^o-i2)GiF3F4, 

les  autres  s'en  déduisant  par  une  simple  permutation  cyclique  des 
racines;  or  elles  se  vérifient  au  moyen  des  formes  canoniques  en  e 
et  Tj  des  facteurs  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  et  des  quan- 
tités X  elles-mêmes,  dont  voici  le  Tableau  complet  : 

Xo  =  (5a)Hl  — £)(i  — '0)(£-H'n)(£  — 2'r])(2£  — rj), 
Xi  =  (5  ay*  £(^1  —  £)  (s  — '/] )  (i-H '/] )  (i  —  2'/]  )  (ï)  —  2), 

X2  =  (5a)^£'r)(£  -h  Tj  —  2)(£  —  2  7]  -l-l)(rj  —  2£  +  l), 

X3  =  (5a)^(£  -1-  Y]  2£Y])(£  —  2Y]  +  £Y])(7]  —  2£  -{-  £?]), 

X4  =  (5a)^7](l  —  'fl)('r]  —  £)(H-£)([—  2£)(£  —  2). 

Cela  posé,  et  en  se  rappelant  que  l'on  a  désigné  par  K  l'invariant 
du  dix-huitième  ordre,  on  tire  des  premières  multipliées  membre 
à  membre 

( Àq —  Al)  (Xo —  \^)ÇkQ—  X3)  (Xo —  ^4)—  TT^vÛ^ 

ou  bien 

^,..   .         16ZK 
"^^«^-^^^FGH' 
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en  faisant,  pour  abréger, 

n(X)  =  (X-Xo)(X~Xi)(x-X2)(X-X3)(x-X4), 

et,  par  suite. 


a2FvGvHv 


pour  les  diverses  valeurs  de  l'indice.    C'est  ce  qui  va  permettre 
d'établir  la  proposition  suivante  : 

Tout  invariant  donné  sous  forme  de  fonction  entière  des 
racines,  symétrique  par  rapport  à  ^i,  ?2?  ?3?  ^4  ^^  dont  Le  degré 
en  io  ^st  multiple  de  4,  s^ exprime  par 

Lo+XoLi-t-XgL2-4-X3L3+XJL4, 

les  coefficients  ï^\,  L2,  ...  étant  des  fonctions  entières  des  inva- 
riants fondamentaux  A,  B,  G. 

Soient  en  effet,  pour  un  instant,  ©o?  ^\i  •  •  •  l^s  cinq  valeurs  de 
cette  fonction;  j'observe  que  le  polynôme  du  quatrième  degré  en  \ 


n(X) 


(Xv)  x-Xv 
0 

qui  se  réduit  à  607  ^\->  •  •  •?  po^ir  \  =  Xq,  ).=  )^i,  . . .,  peut,  d'après 
la  valeur  de  n^(Xv)7  s'écrire  ainsi  : 

I      ^-^    aSF^GvHvOv     IT(X) 


(Xlyj  X   Xv 


Or  a/v  étant  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée pour  ^  =  ^v?  on  sait  par  un  théorème  élémentaire  que  16 KO 
s'exprimera  en  fonction  entière  des  coefficients  de  cette  équation. 

D'ailleurs  les  quantités  Sy  et ^^—r^ — -  sont  des  invariants,  donc  il 

en  est  de  même  des  coefficients  des  puissances  de  X.  Or,  d'après 
la  supposition  faite  sur  le  degré  de  Sy^  leur  ordre  sera  ^o,  mod4; 
ainsi  ils  seront  tous  le  produit  de  K  par  une  fonction  entière  de  A, 
B,  G,  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  disparaissant  ainsi  comme 
facteur  commun,  et  l'on  en  conclut  relativement  à  0  la  proposition 
annoncée. 
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Je  vais  l'appliquer  à  l'expression 

ai2(pf-L.iif)(P0-{-q0')(P^-l-Ol)'). 
préalablement  mise  sous  la  forme 

OÙ  6  et  @^  restent  invariables  quand  on  fait  la  substitution  ]         [; 

mais,  avant  de  commencer  le  calcul,  j'ajouterai  quelques  remarques 
sur  le  système  des  quantités  "k, 

XXL 

Je  considère  à  cet  effet  la  combinaison  suivante  : 

(t)^t)o -H  Dl  tl4— th  ^3  )  —  («00 «0 -H  Ui  «4-- «2II3  )  ; 

en  employant  les  relations  (i)  du  paragraphe  XVII,  on  trouvera 
qu'elle  devient 

i[/KF2-H2)+^2(G2_F^)+/.2(H^_G2)j 
4 

—   7  [/'(G2—  F2)-|-  ^2(H2_  G2)-f-  /l2(F2—  H2)], 

OU  encore 

et,  par  suite,  que  sa  valeur  est  Xq.  En  partant  de  là  et  effectuant 
sur  les  racines  ^q,  ^,,  ...  une  permutation  cyclique,  on  en  conclut 
cet  ensemble  de  relations,  savoir  : 

>^o  ==  (tîoo Vo  -1-  xîi iH  —  XÎ2 V3  )  —  (Uoo «0  H-  «1 W4  —  112 ns ), 

>^l  =  (t1c«tJl-Htl2Î'0— f3M4)--(HocUl-Hll2Uo—  U3U4), 
^2  =  (tloot)2+  tlsth  —  ll4fo)--(lt^«2-i-  U3U1—  II4U0), 
>^3  =  (l1^tl3-i-tl4t)2--tlotîl)  — (lîooU3-l-«4«2—  «oUl), 
X4=r(xi^t)4-f-t1ot)3— tJitla)  — (UooU4-l-UoU3—  tlllh). 

Or,  en  faisant  usage  de  nouveau  des  relations  (t),  on  voit  que 
Ton  pourra  exprimer  les  seconds  membres  au  moyen  de  F,  G,  H 
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et  y,  g^  h.  Ainsi,  nous  avons  déjà 

4X0=  a'^[/2(2F2-  G2-  H2)+  ^2(2  G2-  F-2-  H2)-f-  /l2(2H2-F2— G2)], 

et,  en  faisant,  pour  abréger, 

/'  =  p  -h  gh,        g  =.  ^2  _H  A/,        K  ^  li^  +  /^, 

on  parviendra  à  ces  expressions  fort  simples  : 

4Xi^a^<î>(F,  G,  -H), 
4X2-a^*(F,  G,  H), 
4X3-a^<î>(F,  -G,  H), 
4X4=a^<ï>(-F,  G,  H). 

On  en  tire  ensuite  les  relations  suivantes 

X2-  X4=:  a*  F(^-'H  -h  A'G),  X3  — X^  =.  a^  F(^'H  -  h' G), 

X2— X3=a^G(/i'F+/'H),  Xi  — X4=:a'^G(/i'F— /H), 

X2-Xi==a^H(/G-i-^-'F),  X4-X3-a4H(/G-^-'F), 

et  par  conséquent,  en  employant  les   expressions  précédemment 
obtenues  pour  les  différences  des  quantités  X, 

2(?4-b)FiG3  =  ^-'.H4-/2'G,         '2(^i-^3)G2F4-^'H-7i'G, 
a(b-b)HlH4-/^'F-h/'H,  'i(i4-?i)F2F3-/i'F-/'H, 

2(^,-$0H3G4  =  /'G  +  ^'F,  2(?4-b)GiH2=/'G-^'F. 

Ces  dernières  équations  multipliées  entre  elles  conduisent  à  cette 
valeur  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre,  savoir  : 

—  64/^/^Krzzai8FGH(^'2H2--/i'2G2)(A'2F2-/'2H2)(/'2G2-^-'2F2). 

Nous  parviendrons  à  Fégard  de  la  même  quantité  à  un  autre 
résultat  en  considérant  les  différences  y^o  —  ^i  ?  ^^o  —  ^2?  •  •  •?  ^t  em- 
ployant l'équation 

t6/K 


(Xo-XO(Xo-X2)(Xo-X3)(Xo-X4)  = 


a2FGH 


on  trouve,  en  effet,  après  quelques  réductions  faciles,  qu'en  faisant 
pour  un  instant 
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on  a 

2(Xo-XO-a4  4>i(F,  G,  -H), 

2(Xo-X2)=ai^.i(F,  G,  H), 
2(Xo-X3)=a^*i(F,  -G,  H), 
2(Xo-X4)-a'«-ï>,(-F,  G,  H). 

On  en  conclut  par  conséquent,  en  multipliant  membre  à  membre, 

/K  =  ai8FGH[/(F2+  GH)-f-  ^-'(02+  HF)-|-  ;i'(H2-  FG)] 
x[/(F2-GH)4-^-'(G2— HF)+A'(H2— FG)] 
X  [/'(F^H-  GH)-f-  ^-'(G^-  HF)4-  A'(H24-  FG)] 
x[/^(F2— GH)4-^-'(G2  4-HF)-HA'(H2-i-FG)]. 

Enfin,  nous  joindrons  à  ces  expressions  celle  du  carré  de  l'invariant 
du  dix-huitième  ordre,  sous  cette  forme,  savoir 

K2^a36F2G2H2[/^-(/_^-)F^-/"^^][//^(/-^)F^-H/'^^] 

Elle  se  tire  de  la  relation  K-  =  U^Uq,  Ui  U/, ,  U2U3,  en  employant 
les  égalités 

U^Uo-al2F2[/^/(/^-/)H2_/^'2/][^•/^(/^-^o.)H2^-A'2/], 

U,U3=ai^G2[/^-(/-^-)F^-/^^][//H/-/OF^  +  /^^n, 

qu'il  est  aisé  de  vérifier.  J'indique  ces  résultats,  bien  que  je  n'aie 
pas  à  en  faire  usage  plus  tard,  pour  montrer  dans  la  théorie  algé- 
brique des  formes  du  cinquième  degré  le  rôle  des  deux  groupes  de 
quantités  F,  G,  H  et/,  g^  A,  qui  servent  de  base  au  calcul  suivant. 


XXII. 

Un  premier  point  à  établir  avant  de  mettre  sous    forme  d'un 
polynôme  entier  en  \^  l'expression 

est  de  montrer  que  la  partie  multipliée  par  le  radical  y/5,  et  qui 
seule,  comme  on  l'a  remarqué  plus  haat,  change  de  signe  par  la 
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substitution  \  J    U  contient  dans  tons  ses  termes  le  facteur /g/z/. 

Or   en  faisant,   par  exemple,  f=:o^   et  par   suite   g  =  — A,    on 

trouvera 

pf -t-  c\{'  =  iph^-{F-^  —  2hl)—2(\h^l, 

Vô  +  m'  =  —  ;)  A^  ï{i  +  /5  ), 

Vl)  4-  til)'  =:  —  \yhU{i  — v/5)  ; 

d'où 

et  l'on  verrait  que  le  radical  \/5  disparaît  pareillement  lorsque  l'on 
suppose  g  z=:z  o^  h  =  o  et  l  =  o.  On  peut  donc  écrire 

où  ©  et  6^  seront  invariaJDles  par  la  substitution  l     ^    U  qui  change 

de  signe  le  produit  fghl^  et  par  suite  symétriques  par  rapport 
aux  quatre  racines  ^,,  ^o,  ^3,  \,^.  Ces  quantités,  qui  sont  des  inva- 
riants, réunissent  donc  les  conditions  du  théorème  donné  au  para- 
graphe XX,  et,  comme  elles  sont  du  douzième  et  du  huitième 
ordre,  on  est  assuré  de  pouvoir  les  mettre  sous  la  forme  de  poly- 
nômes en  Ao  du  troisième  et  du  second  degré.  Faisant  ainsi 

(i)  ©  H-a^/^7iZ0'=  Lq-H  AoLi-HX^Lâ-hX^L^, 

les  coefficients  Lq,  L,,  Lo,  L3  seront  respectivement  d'ordre  12,  8, 
4  et  o,  et  s'exprimeront  au  moyen  des  invariants  fondamentaux 
et  de  la  racine  carrée  du  discriminant  par  ces  formules,  où  je  pose 

afin  de  simplifier  quelques  expressions,  savoir  : 

L3  =  et, 

L2  =  BX  -T-  lit  y/ A, 

Li  =  coA^^-f-  c'a  +  hX/a, 

Lo  ^^X'^-^^'  ^b.-^  ^"  (D  -H  p  .^1,2  y/Â  -f-  p'  /Â^, 

a,  B,  ...  étant  des  constantes  numériques  qu'il  s'agit  maintenant 
de  déterminer. 

A  cet  effet,  j'observe  que  le  premier  membre  de  l'équation  (i) 
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peut  être  mis  soas  la  forme  d'une  fonction  homogène  de  F-  et  /, 
dont  les  coefficients  contiendront  seulement  g  et  A,  car  il  suffira 
d'y  remplacer  G-  et  H^  par  F^ —  ^Ih^  ¥--{-  \lg^  puis  d'éliminer/ 
au  moyen  de  la  relation  /+ g' -H  A  =  o.  D'ailleurs  le  second 
membre  est  immédiatement  de  cette  même  forme,  en  vertu  des  ex- 
pressions des  invariants  fondamentaux  obtenus  au  paragraphe  XVII, 
et  de  Ja  valeur 

\=^J.Kf~ê-){ê--h){h-f)l=~c,^^\^g--^h){g-~h){9Ji-^g)L 

Cela  étant,  je  dis  que  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  F^  sont  identiquement  les  mêmes  ;  car 
autrement  on  aurait  entre  F-   et  /  une  équation  homogène   qui 

pourrait  donner  -y-  exprimé  en  g  et  A,  c'est-à-dire  une  fonction 

de  la  racine  ^o?  et  par  conséquent  cette  racine  elle-même  exprimée 
au  moyen  des  quatre  autres,  puisque  ^' et  h  ne  contiennent  pas  ^o« 
On  voit  donc  qu'il  suffira  de  calculer  ces  coefficients  des  diverses 
puissances  de  F  pour  arriver  par  l'identification  aux  valeurs  des 
constantes  a^  6,  ....  En  supposant  h  =  i^  et  n'ayant  pas  égard  aux 
puissances  de  g  supérieures  à  la  seconde,  ce  qui  rend  les  opérations 
faciles,  on  pourra  ainsi  les  obtenir  toutes,  à  l'exception  de  p^, 
facteur  d'un  polynôme  en  g  commençant  parle  terme  ^'^.  Mais, 
afin  de  simplifier  encore,  je  vais,  en  considérant  le  cas  particulier 
de  f=  o,  établir  a  priori  que  l'on  a  c  =  o,  c»  =  o.  Cette  supposi- 
tion donne,  en  effet, 

X  =_2a4/i2(F2—  3A/), 
A  ==  o, 
CD  =al2/^8/2(F2_47^/), 

Xo  =  — 2a^/23/, 

et  tout  à  l'heure  on  a  obtenu 

L'identité  qui  en  résulte,  savoir  : 

—  8aAoZ«— 86/i8/2(F2_3/^/) 

—  8c/i7/(F2— 3/i/)2_8;)A6(F2— 3AZ)3-f-D"A8Z2(F2_4/i/) 

=  —  8î)2A8^2[^,(F2_.;,/i/)_q/i/]^ 

conduit  immédiatement  aux  résultats  annoncés. 
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Sans  entrer  maintenant  dans  tous  les  détails  du  calcul,  j'en 
rapporterai  les  éléments  principaux,  qui  seront  d'abord  les 
expressions  suivantes,  où  l'on  n'a  gardé  que  la  première  puissance 
et  le  carré  de  g^  en  supposant,  pour  simplifier,  a  =  i ,  /z  =  i ,  /  ■==  i , 
savoir  : 

Xg,l,^_a(4-M6^•^-I3^•2)F2-H8-^20^-l4^■^ 
juVÂ=  — (4^-H-i2^-2)F^-i-(8^-i-i2^-2)F2-4^, 

/Â3  =  O. 

En  second  lieu,  si  l'on  fait 

(Vf -4-  i\V)(Vii-^i\B')(V^)-^^W)=  LFG-hMF^-h  NF2-1-  P, 
on  aura 

L=-8|l3^2, 

M  =-8î)3[-Hv/5^--(4- 3/5)^-2], 

N  =—8^)3 _  i6;i3(2  — v/5)^-  —  8[(i  i  —  3  /ô)^^-^  8 ^2^^  _  ^  |Ui2]^-2^ 
P  ==  l6p3__8p2^^4_4[l4p3_(g_^5y^5)p•2l^_^2v/5pl^2]^• 
^-8[(II+4v^);1^^-(2— iov/5)|)2i^_(5_4/5)pil2_|.i^3]^2„ 

Cela  posé,  on  obtient  sans  peine  : 

ce   =  2|l3_|)2i|^  lit  —  /5(—  2|l3  4..  5p2q  _  2piV2), 

G  =  O,  II'  —  o, 

c'  =  46 \i^~iDf-i]  —  i2 \hf  -H  4 ilS  p   =  2 \/5 p3 . 

;)'  =  — 4v^+32p2q  — 8pii2, 

^'^  =  ~8v3, 

La  constante  p^  reste  donc  seule  à  déterminer;  je  considérerai 
pour  l'obtenir  Je  cas  particulier  de  ^'  =  i ,  A  =  i ,  ce  qui  donnera,, 
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en  supposant  toujours  a  =  t  ,  l=^i^ 

X  =  — 6F2, 

A   =4, 

(D  =4F6h-4[F2, 
Ào  ==  o; 

on  aura  d'ailleurs 

(;)f  +  i\i'){n  +  Alô')  (;ii)  4-  ql)')  =      [—  '2p(F2-H  4  Z^)  +  211  /^  ] 

x[p(4F2-7-i-v/5)-^2q(3-l-v/5)] 
x[p(4F2-i-7  4-v/5)-2q(3-v/5)] 

et  le  terme  indépendant  de  F-  suffit  pour  donner  immédiatement 

p'  —  /o  (—  44 }i^  +  1 1 5  p2 1|  _  42 |iq2  -H  4  q3  j. 

Les  éléments  de  la  nouvelle  formule  de  transformation  de  l'équa- 
don  du  cinquième  degré,  à  laquelle  conduit  la  méthode  de  réso- 
lution de  M.  Kronecker,  sont  donc  maintenant  complètement 
-obtenus,  et  l'on  a  mis  en  évidence  le  mode  d'expression  de  cette 
formule  comme  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  racine  ^0?  ce 
qui  est  un  des  résultats  auxquels  je  désirais  surtout  parvenir.  On 
observera  que  les  valeurs  de  a,  G,  ...  prennent  une  forme  un  peu 
plus  simple  pai:  le  changement  de  q  en  q  4-  2^;  on  trouve  alors  en 
effet  : 

c'  =—  l5;i2i^  _|_  12^1^2  _|_  ^q3^  p    _2^^3^ 

y  =:_|-28;i3—  8pc|2,  p'  =v/5(5op3_-5p2i^_i8|)i^2_|_^i^3)^ 

^"  =  — 8|iS 

'd'où  l'on  conclut 

[Kt*+  2f')-4^  qf]  [p(5  -h  29')-^  m']  [(Kl)  +  2l/)-f-  lll)'] 

=  vK  —  8  ®  -^  28  c/l)  A  -h  2  X'^  v/5Â  4-  5o  /5^)  —  p2  q  (Xo  +  v/5Â)'^ 
—  2;ui2 (XJ  v/5Â  _  6X0  A  H-  4 ol>  A  -f-  9  v/5Â^)  +  4 ^V'^  (>^o ^  +  Z^^), 

et  c'est  en  multipliant  ce  résultat  par  a^/^'AFGH  que  s'obtient  en 
résumé  la  valeur  de  z.  Or  on  va  voir  qu'on  est  ainsi  ramené  au  type 
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de  substitution  donné  par  la  formule 

que  j'ai  employée  au  commencement  de  mon  travail. 

XXIIT. 


4ï5 


Après  avoir  été  précédemment  conduit  à  exprimer  en  fonction 
des  racines  les  invariants  des  formes  du  cinquième  degré,  nous 
allons  d'une  manière  analogue  définir  quatre  covariants  cubiques 
d'ordre  3,  ^,  ii,  i5  qui  s'offrent  d'eux-mêmes  dans  la  nouvelle 
formule  de  transformation  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir. 
N'ayant  d'autre  buL  en  ce  moment  que  de  rattacher  à  un  point  de 
vue  commun  les  deux  méthodes  de  résolution  que  j'ai  étudiées,  je 
ne  chercherai  pas  à  étendre  au  delà  de  mon  objet  des  considérations 
qu'il  serait  peut-être  intéressant  de  généraliser,  et  je  me  bornerai 
aux  résultats  suivants. 

J'observe  que,  l'expression  a^FGH)/^^  étant  symétrique  par  rap- 
port à  ?i,  ^2?  ?a,  k.'n  o^  pourra  écrire 

a3 FGHXJ  =.  a N ^J-  +  A^§  -H  3  B  ^2  _|_  3  B'^o  -i-  A', 

les  coefficients  N,  A,  . . .  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  la 
forme  proposée /(^,  j^)  =  (a,  [3,  y,  y^,  [^',  a')  (^,  y)^  C'est  ce  que 
l'on  reconnaît  par  l'égalité 


aN^^-l-A^3_|_3B^2_4.3B'^- 


A'  = 


qui  a  lieu  quel  que  soit  ^,  et  d'où  l'on  tire  pour  le  coefficient  de  ^^' 
cette  valeur 


N 


2a^  Fy  Gy  Hy 


ou,  plus  simplement, 


N  = 


OL'^  Fy  Gy  Hy  Ay 
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Or  on  a  déjà  remarqué,  paragraphe  XX,  que  la  quantité ^-j-^ — - 

est,  par  rapport  aux  racines,  un  invariant  comme  \.   Ce  coeffi- 
cient N  se  distingue  donc  de  tous  les  autres  en  ce  qu'il  est  un  inva- 
riant dont  l'ordre  est  4^  +  2,  de  sorte  qu'il  s'évanouit  en  suppo- 
sant n  inférieur  à  4- 
Cela  étant,  je  dis  que 

est  un  covariant  de  la  forme  du  cinquième  degré,  et  je  l'établirai  en 
cherchant  ce  que  devient  l'égalité 

appliquée  à  la  transformée  F(X,  Y)=:/(mX  +  m'Y^  nlL-^-  n'Y). 
Faisant  à  cet  effet  S  =  mii' —  m' ?i^  et  remarquant  que  les  racines 

de  l'équation  F(X,  t)=:  o  sont  les  quantités  — ^^- — r-?  on  trouve 
que  le  premier  membre  devient 

a^FGHX!!    .,.      ^ 


Si  l'on  désigne  par  %^  B,  ...  les  valeurs  de  A,  B,  . . .,  lorsque  l'on 
y  remplace  a,  p,  ...  par  les  coefficients  de  la  transformée  F(X,  Y), 
on  aura 


et,  par  conséquent, 

A^3  +  3B^g+3B'^o  +  A'  ^,^„^, 
{m  —  n^oY^ 

Cette  égalité,  ayant  lieu  en  substituant  à  ^o  l'une  quelconque  des 
racines,  est  identique  par  rapport  à  cette  quantité,  et  l'on  voit 
facilement  qu'en  faisant 

X  =  77iX  -h  m'Y^         y  =  jiX  -h  n'Y, 

on  en  conclut 

(A^3_|_3B^2j-i-3B'^jK2_|.A>3)5io/.+6:^;^X3-H3l3X2YH-3^'XY2H-a'Y3, 
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de  sorte  qu'aux  valeurs  /z  z=  o,  i,  2,  3  correspondent  bien,  comme 
on  l'a  annoncé,  quatre  covariants  cubiques  d'ordre  3,  '^,  11,  i5. 
Cela   posé,   et   en   les  désignant   pour   un    instant  par  ^q(x^  y). 

cp,  (^',  y),  ^2(-^,  y)j  ?3(<^,  Jk),  je  reviens  à  la  formule 

où  l'on  a,  d'après  les  valeurs  de  a,  l^,  . . ., 

Lo=  <vl)A(28;i3— 8;uf  )— 8(Dp3 

■4-/5  A[2c;l)2|i3  -+-  A(5o;)3_  5|,2q  __  ,8pq-2_^  4»1^)]- 

Or,  en  multipliant  et  divisant  par  oLl  =  f^(^o,  i),  elle  prend  cette 
forme 

z=\/L ,  5 

et  c'est  le  type  de  substitution  que  je  voulais  mettre  en  évidence, 
les  indéterminées  ^,  ^,  (^,  c^p  étant  remplacées  par  Lq,  Li,  L2,  L3. 
De  plus,  on  reconnaît  que  les  covariants  cpo(^,.7),  cp^(^,y)  sont 
précisément  ceux  du  troisième  et  du  septième  ordre  dont  j'ai  fait 
usage,  et  la  relation 

donne  même  une  démonstration  nouvelle  de  ce  fait,  établi  au  para- 
graphe Vil,  qu'on  a  (f]{^o,  i)=o  lorsque  ^0  est  une  racine 
double  (^).  Mais  je  remarque  surtout  cette  conséquence  que 
l'équation  transformée  en  z  étant  (§  XII) 

5B    ,       5(982— AG)  I  5/77 

(2)  ^^+-g-^^+-^^-^^ ^-z--^  =  o, 

les  valeurs  en  p  et  q  de  t^  u,  ç,  w,  savoir  :    ^  =  Lq,  ^^  =  L, ,  .  . ., 


(1)  A  l'égard  des  formes  du  troisième  et  du  quatrième  degré /(^, y),  le  cova- 
riant  quadratique  ou  Hessien,  quand  on  y  fait  ^  =  ^g,  y  =r  i,  a  pour  valeur  le  carré 
fU^o,  i)  et  le  covariant  du  troisième  ordre  le  cube  de  la  même  quantité. 

H.  —  IL  27 
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font  disparaître  le  coefficient  de  5-,  propriété  bien  remarquable  de 
la  forme  cubique  en  t^  u^  t^,  w  qui  représente  ce  coefficient. 

Un  autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  encore  envisager  la 
formule  (i)  résulte  de  l'équation 

16/K 


n'(Ao)  = 


a^FGH' 


établie  au  paragraphe  XIX,  car  elle  conduit  à  cette  expression  où 
n'entre  plus  que  la  quantité  Xq,  savoir 


r..r  /YLo-f-XoLi-t-Xf,L2-i-Xf,L3 


L'équation  proposée /(^,  i)=  o  disparaît  donc  pour  faire  place  à 
celle-ci  :  n()^)=  o^  qui  est  directement  ramenée  à  l'équation  (2). 
Ce  résultat  obtenu,  il  ne  reste  plus,  pour  arriver  à  la  résolution 
par  les  fonctions  elliptiques,  qu'à  calculer  l'expression  de  la  quan- 
tité A,  afin  de  déterminer  par  l'équation  A  =  o  le  rapport  -• 


XXIV. 

J'ai  indiqué  au  paragraphe  XII  par  quelle  voie  M.  Brioschi  avait 
été  conduit  à  l'équation  en  ^,  et  je  rappelle  succinctement  qu'en 
désignant  par  u^  une  fonction  cyclique  des  racines  de  l'équation 
générale  du  cinquième  degré /(Ç,  i)=  o,  qui  change  de  signe  par 

la  substitution  ]  ^    [?  et  nommant  iii  ce  que  devient  u^  par  la  sub- 

stitution   I  /^         [5   l'expression    suivante,    où    s    est    numérique, 
savoir 

^  =  £  [  li^-^  Uq^  (jd{U2-^  Us  )1 
X[Ui-i-  Ui^-^  io{  U^—  U()  )] 
X[Us  —  U2^  (Jù{  lli  —  i^4  )], 


satisfait  à  l'équation 


8  l\^  l^^ 

les  quantités  A,   B,  C  et  II  s' exprimant  rationnellement  par  les 
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coefficients  et  la  racine  carrée  du  déterminant  de  la  proposée.  C'est 
dans  le  cas  particulier  de  A  =  o  que  cette  équation  est  immédiate- 
ment résolue  par  les  fonctions  elliptiques,  et  l'on  a  trouvé  qu'en 
faisant 

A 0 /a  =  w^  y/o  H-  Uq~\-  Ui-^  u^^  a-^-^  Wr,, 

-  A2\/5   =  %-+-    p  W]    -I-  p2ï^2-|-  p3z^3-|-  p^M4, 

OÙ  p  est  une  racine  cinquième  de  l'unité,  donnant 

on  avait 

A  —  A§  -4-  Al  A2. 

Cela  posé,  voici  comment  s'obtient  cette  quantité  si  importante 
lorsque  l'on  prend  pour  a  l'expression  dont  j'ai  fait  usage 

u  —  pV)  -^p'K^  -+-  'lOL^ fghl{q\x  -H  ^'t)). 

On  a  vu  que  les  quatre  indéterminées /?,/>^,  g,  q'  se  réduisaient, 
dans  la  valeur  de  z^  aux  deux  suivantes 

de  sorte  que  l'on  peut  supposer  p  =:  o,  5^^=  o,  ce  qui  donne  plus 

simplement 

u  =:)^V  -\-  'la^/g-hl i]n^ 

ou  encore,  en  changeant  q  en  q  +  2^,  comme  au  paragraphe  XXI, 
i^  —  pXp -}- 2a^/^/i/(q -h  2p)u. 

Or,  on  a  pour  les  six  valeurs  de  V  et  II  ces  expressions 

t?^=  a6[-/^/?,F3 -+-(/— 2A)^2y^F  — /t^/H],  2U^  =  -4- a2/i(F  -+- H  ), 

Vo=o^'[-/ê-h^^'-^(f-'^h)g'^fl¥  -\-h'^lEl  2Uo— l-a-Vi(F  -H), 

t?l=:a6[-4-/^•/^H3-(/^--2^)/^/lm-^WG],  211^  =.- a2^(H  -  G), 

■\'>4-=a'^[+/é^/^H3-(A.-2^)/2Am  +  ^^/G],  2U4-3-a2^-(H-4-G), 

t?,^aS[-/^/iG3+(^--'2/)/.^-^/G-H/WF],  2U2  — aV(F~G), 

^93=a6|;_^/^7iG3-(^-2/)/i2^/G+/^/F],  2U3  —  «^/(F  -h  G). 
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Elles  montrent  qu'en  supposant  G  =  o  on  a 

et,   par  conséquent,    u^=^U;^^    u^z=l  u^^    de   sorte   que  l'équation 
A  =  o  devient  alors  une  somme  de  deux  carrés,  savoir 


u^\J^  - 


/5- 


OU  encore,  en  faisant  toujours  co  = 

U^ Wq 

Ua  h- W 

2 

Mais  l'hypothèse  G  =  o  revient  à  supposer  nul  l'invariant  du  dix- 
huitième  ordre,  ou  bien  à  établir  entre  les  invariants  fondamentaux 
de  la  forme  du  cinquième  degré  une  relation  du  trente-sixième 
ordre,  et,  comme  la  quantité  qu'il  s'agit  d'obtenir  est  seulementdu 
douzième,  cette  relation  ne  pourra  la  modifier  en  rien,  et  c'est  en 
me  plaçant  dans  ce  cas  particulier  que  je  vais  en  faire  le  calcul. 
J'observe  d'abord  que  les  égalités 

G2_H2=4Z/,        H2— F2=:4/^.        F2— G2=4Z/i 

donnant  pour  G=:o  :  H^  =  —  4  (/',  Y'^■=^lh,  il  suffit,  pour  ob- 
tenir les  invariants,  d'employer  cette  valeur  de  F-  dans  les  ex- 
pressions du  paragraphe  XVII.  Mais  on  peut  éviter  ce  calcul,  car 
les  invariants,  fonctions  symétriques  des  racines,  ne  changent  pas 

de  valeur  en  effectuant  la  substitution  suivante  •*  ]  J  [  qui 

change  F,  G,  H,/,  g',  h  en  G,  —H,  —F,  g^  A,  /;  ainsi  l'on  a, 
par  exemple,  ' 

^=.^=_2(^2+^-/^+/,2)F2_(^_A)(2^2^_^/,  +  ./,2)/ 

^-i{h'^+hf+r')&-{h-f){ih''-+hf+ip)i. 

Or  cette  dernière  expression  donne  immédiatement 

a* 
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et  l'on  animait  de  même 

i^  :=,_  2 /i/( /i  - /)  ( /^e  _^  3 /^sy-.^  8 /i*/2  +  1 1 /i3/3-H  8  ;i2/4  _|.  3 /i/5  + /6  ) /3. 

Cela  posé,   en  faisant  w^= —  ^- !^  ?   on  trouve  pour  G  =  o, 

après  quelques  réductions  faciles, 

f2-a6[co/2(/-.^co)n^-i-/^^(/i-/a))q]/F, 

^=^a6[co7i2(/— ^w)2|)-/^/i(^-/ico)il]ZH, 

et  il  vient,  pour  la  somme  des  carrés,  après  avoir  remplacé  F^  et  H- 
par  ^Ih  el  —  4^/? 

Soit  donc,  en  me  bornant  au  coefficient  de  p^, 

=  a  JU3_f- a'Jl.  A  +  a"(D -H  6  aAo2  v/Â -I- 6V^- 

On  trouvera  d'abord  ct  =  o,  en  supposant /==  o,  et,  après  avoir 
supprimé  le  facteur  /A,  il  suffira  de  faire /=  A,  /==  —  A,  /=  o, 
et  enfi^n  de  comparer  dans  les  deux  membres  les  termes  en/^/z, 
pour  obtenir  bien  facilement 

1  1 

Le  calcul  des  deux  autres  coefficients  est  plus  facile  encore,  et 
l'on  obtient  en  définitive  l'équation 

3(©  -I-  2XA 


—  4(jl9  4-\/53A)Apq  — 2(cvl)  —  3v/5A)Aii2=  o. 

Ce  résultat  complète  l'étude  que  je  me  suis  proposé  de  faire  de 
la  méthode  de  M.  Kronecker,  en  prenant  pour  point  de  départ  les 
quantités  h,  ti,  tl),  ^  et  je  serais  au  terme  de  mes  recherches  si  la 
marche  que  j'ai  suivie  ne  conduisait   encore  à  une  autre  fonc- 
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tion  cyclique  dont  je  vais  dire  quelques  mots.  Aux  expressions 
U^=  a6FF^F2F3F/,  et  V^=  a^HH^H2H3H4,  composées  avec  les 
facteurs   F  et  H   de  l'invariant  du    dix-huitième  ordre,   on  peut 


joindre  celle-ci  :  W^=a6GG^  G2G3G4,  que  la  substitution 

laisse  invariable,  de  sorte  qu'on  en  déduit,  en  la  multipliant  par  u^ 
ou  par  H^,  une  fonction  du  huitième  ordre,  changeant  de  signe  par 
cette  même  substitution,  et  que  l'on  peut  par  conséquent  prendre 
pour  a.  Soit  donc  ainsi  uz=  puW  -\-  qn^  on  aura,  à  l'égard  de 
l'équation  Ar=:o,  cette  conséquence  remarquable  que  les  coeffi- 
cients àep-^pq^  q^  étant  du  seizième,  du  dixième  et  du  quatrième 
ordre,  cette  équation  ne  contient  pas  le  terme  en  pq.  Mais  j'ajourne 
l'étude  de  cette  nouvelle  espèce  de  fonctions,  et  je  vais  terminer  en 
reprenant  sous  un  autre  point  de  vue  la  question  déjà  traitée  des 
conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré. 


XXV. 

En  désignant  par  A,  B,  G  les  invariants  fondamentaux  et  posant 

Di=.  25AB-HI6G, 

N   =  Df—  ioABD,-f-9B2D, 

j'ai  donné  au  paragraphe  X,  pour  les  conditions  de  réalité  des 
cinq  racines,  ces  trois  criteria  : 

D>o,        BDi<o,        N<o, 

qui  sont  du  huitième,  du  vingtième  et  du  vingt-quatrième  ordre, 
et  l'on  a  vu  que,  les  conditions  B  >>  o,  D^  <C  o  ne  pouvant  jamais 
avoir  lieu  simultanément,  le  second  critérium  donne  à  la  fois  B^  o, 
Di>o.  Or  il  est  bien  remarquable  que  le  théorème  de  Sturm, 
appliqué  à  l'équation  en  )^,  reproduise  exactement  les  mêmes  résul- 
tats, et  c'est  ce  que  je  vais  établir  avant  de  donner  le  procédé  qui 
conduira  à  des  criteria  d'un  ordre  moins  élevé.  Voici  d'abord,  en 
posant  avec  M.  Sjlvester 

9A=9A3_2ii(AB  +  G), 
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cette  équation  en  A,  qui  a  été  calculée  par  le  P.  Joubert, 
^^•-i*(l)V,oD(i)'-,o,5AD-..,(V)- 

-1-5D(5D  — 4A2)(  — )— D(io8A  — 9AD  — iooA=^)  =  o. 


Cela  posé,  on  trouve,  par  le  calcul  direct  du  premier  terme  des 
fonctions  intermédiaires  et  en  supprimant  un  facteur  numérique, 

¥2=6X3-1-...,         V3  =  -NX2  +  .... 

Mais,  pour  la  quatrième  fonction,  les  expressions  des  différences 
des  quantités  "k^  données  au  paragraphe  XX,  montrent  qu'elle  con- 
tient en  facteur  le  carré  de  l'invariant  da  dix-huitième  ordre,  et  l'on 
trouve  ainsi,  pour  le  coefficient  de  son  premier  terme,  l'expression 

K^2  (/v^v/ivFvGvHv)2=25K2Di. 
0 

Quant  à  V5,  on  obtient  K''D,  d'où  il  résulte  qu'en  supprimant  les 
facteurs  K^  et  K^'  on  retombe  bien  sur  les  criteria  déduits  de  la 
forme  quadratique 

Di^2_  QBBtç  -D(Di  — ioAB)(;2 

-hD[— Bi^^-+2DitMv-h(9BD  —  ioADi)w2]. 

Je  remarque  [encore  que  l'équation  en  X  donne  un  système 
simple  des  covariants  doubles  en  x  et  x'  définis  au  paragraphe  XL 
et  servant  à  déterminer  par  leurs  signes  le  nombre  des  racines 
réelles  de  l'équation  proposée /*(^,  i)  =  o  qui  sont  comprises  entre 
les  limites  données.  En  effet,  on  peut  prendre,  en  désignant  tou- 
jours ces  racines  par  Xo,  x^^  . . .,  et  posant  V  =y*(^,  i). 


3 


^^=^2-    {x-X,){X-X,){^X-X^)    ^(^0,>^1,X2). 

Quant  à  \^4,  on  supprimera  le  facteur  K^,  amené  par  les  sym- 
boles Ç  qui  contiennent  quatre  des  racines  X,  et  enfin  on  prendra 
*C>5  =  /(^^,  i)D.  On  voit  qu'ainsi  t?i  sera  du  premier  ordre,  'Ç>2  du 
neuvième,  t?3  du  vingt-cinquième,  <) !^  du  treizième,  et  ^^  du  neu- 


Hosted  by 


Google 


424  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

vième.  Mais  j'arrive,  sans  m'arrêter  plus  longtemps  sur  ce  sujet,  a 
la  méthode  élémentaire,  et  qui  donne  pour  les  conditions  de  réalité 
les  criteria  du  quatrième,  du  huitième  et  du  douzième  ordre,  et  an 
nombre  de  trois  seulement.  Elle  se  fonde  sur  ce  que  les  quantités 
u^,  Uq,  ...  satisfont  à  l'équation  suivante 


-i-  A3  —  o, 


que  l'on  forme  très  facilement,  et  dont  les  coefficients  seront  tous 
réels  si  nous  supposons  le  discriminant  A  positif,  ce  qui  est,  dans 
la  question  présente,  le  seul  cas  à  examiner.  Or,  en  revenant  à 
l'expression  d'une  des  racines,  par  exemple 

on  reconnaît  immédiatement  que,  Xq  étant  réel,  X2  et  x^  imagi- 
naires conjugués,  ainsi  que  x^  et  ^4,  on  obtient  pour  u^  une 
quantité  de  la  forme  m^ —  i ,  dont  le  carré  est  essentiellement  né- 
gatif. En  établissant  donc  que  l'équation  en  u  n'a  que  des  racines 
positives,  c'est-à-dire  que  son  premier  membre  n'offre  que  des 
variations,  on  aura  les  conditions  à  Ja  fois  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré  soient  toutes 
réelles.  Si  l'on  convient  de  prendre  positivement  ^/A,  on  parvient 
ainsi  à  ces  résultats  fort  simples 

A  >  o,  .A  -f-  3  /Â  <  o,  (D  <  o, 

et  il  est  visible  que  le  cas  des  quatre  racines  imaginaires  sera 
caractérisé  par  un  changement  de  signe  des  deux  derniers  criteria, 
en  conservant  la  condition  A  ^  o  (  '  ). 


(^)  Nous  n'avons  pas  signalé  toutes  les  erreurs  de  calcul  qui  se  trouvaient  dans 
ce  Mémoire,  et  qui  ont  été  corrigées  par  M.  Bourget.  Celui-ci  a  refait  tous  les 
calculs,  sauf  en  deux  points.  Il  a  admis  que  la  réduite  du  cinquième  degré  de 
l'équation  du  sixième  ordre  élaiL  exacte  dans  le  travail  du  P.  Joubert  sur  les 
équations  du  sixième  degré  (  Comptes  rendus,  t.  LXIV).  Il  a  admis  comme  exacte 

également  la  formation  de  Téquation  en  (  —  j   (p.  423)  et  le  calcul  des  premières 


v5^ 

fonctions  de  Sturm.  E.  P 
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SUR  LES  INVARIANTS 


DES 


FORMES  DU  CINQIJIÈME  DEGRÉ. 


Salmon,  Algèbre  supérieure,   trad.   O.  Chemin, 
deuxième  édition,  1890,  p.  567. 


x^=-- 

-X 

r  = 

Y 

X  ■=. 

Y 

y  = 

X 

C'est  dans  la  théorie  des  formes  du  cinquième  degré  qu'on  voit 
s'offrir  pour  la  première  fois  un  invariant  gauche,  c'est-à-dire  un 
invariant  qui  se  reproduit  changé  de  signe  dans  toute  transformée 
de  la  forme  proposée  par  une  substitution  au  déterminant  — i, 
telle  que  par  exemple 


ou  bi€ 


Si  la  forme  du  cinquième  degré  décomposée  en  ses  facteurs  linéaires 
est 

e^  =:  a{x  —  ^oJK)  {x  ~  Xiy){x  —  cc^y)  {x  —  x^y)(x  —  Xi^y), 

son  expression  en  fonction  des  racines  s'obtient  comme  il  suit. 
Posons,  pour  abréger, 

{mn)-=  x,}j^—  Xa, 
on  aura 

K  =  a^s[(oi)(o4)(32)  +  (o2)(o3)(i4)][(oi)(o2)(43)  +  (o3)(o4)(i2)][(oi)(o3)(4'i)  +  (o2)(o4)(3i)] 
x[(i2)(io)(43)-l-(i3)(i4)(2o)][(i2)(i3)(o4)  +  (i4)(io)(23)][(i2)(i4)(o3)  +  (i3)(io)(42)] 

X[(23)(2r)(04)  +  (24)(20)(3l)][(23)(24)(l0)  +  (2O)(2l)(34)][(23)(20)u4)-f-(24)(2l)(03)] 

x[(34)(32)(io)  +  (3o)(3i)(42)][(34)(3o)(2i)  +  (3i)(32)(4o)][(34)(3i)(2o)  +  (3o)(32)(T4)] 

x[(4o)(43)(2i)  +  (40(42)(o3)][(4o)(4i)(3o)  +  (42)(43)(oi)][(4o)(42)(3i)-i-(4i)(43)(2o)]. 
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Cela  étant,  je  vais  résumer  dans  cette  Note   plusieurs   résultats 
relatifs  aux  facteurs  de  l'invariant  gauche  et  qui  donneront  sous 
un  nouveau  point  de  vue  Ja  détermination  des  invariants  dans  les 
formes  du  cinquième  degré. 
Soient  à  cet  effet  (^  ) 

F:=.(oi)(o4)(32)  +  (o2)(o3)(i4), 
G==(oi)(o2)(43)  +  (o3)(o4)(i2), 
H=(oi)(o3)(42)-t-(o2)(o4)(3i), 

et  convenons  de  représenter  par  Fv,  Gv,  Hv  ce  que  deviennent 
respectivement  ces  quantités,  en  ajoutant  le  nombre  v  aux  indices 
des  racines  Xç^^  x^^  . . .,  pris  suivant  le  module  5.  L'expression  de 
l'invariant  du  dix-huitième  ordre  sera  ainsi 

K==ai8.FGH.FiGiHi.F2G2H2.F3G3H3.F4G4H4, 

et  en  premier  lieu  je  donnerai  le  moyen  de  connaître  comment 
s'échangent  entre  eux  les  quinze  facteurs,  lorsqu'on  effectue  sur 
les  racines  une  substitution  quelconque.  Or,  à  l'égard  de  la  substi- 
tution 


3« 


a?v 

>  on  aura 

P' 

OUI' 

résultats 

a?2v  S 

(        F, 

Fi, 

F„ 

F3, 

F, 

\  -H, 

- 

-H,, 

,     -Hi, 

-H., 

-H3 

(        G, 

Gi, 

G2, 

G,,, 

G4 

1  -G, 

- 

-  G2, 

-G», 

-G„ 

-G3 

(       H, 

Hi, 

H2, 

H3, 

H4 

i        F, 

F.., 

F4, 

F„ 

F3 

La  substitution  \  \  donnera 


F,  Fi,  F2, 

F,  G3,  —  H4, 

G,  Gi,  G2, 

—  G,  —  H3,  —  F4, 

,        H,  Hi,  Ho, 

30                                  ^              ,  n  -, 

—  H,  —  F3,  G4, 


F3, 

F, 

-Hi, 

-G2 

G3, 

G» 

Ft, 

H2 

H3, 

H4 

-G„ 

-F2 

(  ^  )    Voyez  mon  Mémoire  Sur  l'équation  du  cinquième  degré,  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  Hermite,  Œuvres,  t.  II,  p.  347. 
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Et  comme  toute  substitution   entre  cinq  quantités   résulte  de  la 
composition  des  substitutions  élémentaires 

l    a7v-M     )  (    ^2V    )  (    ^:sv3    ) 

on  pourra,  par  ce  qui  précède,  connaître  l'effet  d'une  permutation 
donnée  des  racines  sur  l'un  quelconcjue  des  quinze  facteurs. 
En  même  temps  que  F,  G,  H,  je  considérerai  les  quantités 

/-(3i)(24), 

et  je  désignerai  par /v?  g'vi  K  ce  qu'elles  deviennent  en  ajoutant  v 
aux  indices  des  racines.  Cela  étant,  on  trouve  que  la  substitution 

I     ^    [  opère  les  changements  que  voici  : 


/ 

fu 

Â, 

Â. 

Â 

h.. 

-h„ 

-K, 

-hu 

-h. 

ff, 

ffu 

gi-, 

ffi, 

gk 

g-, 

—  ff2, 

-^4, 

—  gu 

—  g-i 

h. 

hu 

h,_, 

As, 

/H 

—  f:       —A:       ~  Âi       — /iv      —  fs 


Quant  à  la  substitution  |  U  elle  donne  pour  résultats 


/, 

fu 

u 

Â, 

/*  (. 

/ 

^3, 

/H, 

hu 

^.  1' 

g, 

gi, 

gi-, 

gz, 

gk  i 

g, 

/H, 

Â. 

fu 

h^  \' 

h, 

/*„ 

h„ 

As, 

h,  ) 

h, 

A 

gk. 

gu 

Â   ) 

D'où  l'on  voit  que  les  deux  groupes  de  quinze  quantités  se  per- 
mutent de  la  même  manière,  sauf  certains  changements  de  signes, 
quand  on  effectue  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Mais  le  lien  que  nous  établissons  entre  elles  se  justifie 
plus  complètement,  d'abord  par  ces  relations  où,  pour  abréger,  on 
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fait 

/=(or)(o2)(o3)(o4), 
savoir 

F2_G2=:r   4 /A, 

et  ensuite  par  cette  remarque  que  les  divers  produits 

a^Gv/v,        ^^G(ygY:        a^Gyhy^ 

a^Hv/v,     a-Hv^v,     a^Byhy^ 

a  étant  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  forme  du  cinquième 
degré,  sont  des  invariants.  Ces  produits  donnent  lieu  à  ce  fait 
algébrique  que  neuf  d'entre  eus.,  correspondant  à  la  même  valeur 
de  l'indice  v,  suffisent  pour  en  déduire  linéairement  tous  les  autres. 
On  a,  en  effet,  les  relations  qui  suivent  : 

2Hi/z,==.       F/i-G^-H/; 

'2F,/2=-F/.-hG^^H/, 
2G2^2--F/-i-G/i  +  H^o-, 

2H2/i2  =  — F^— G/+H/i; 

'2F3/3--FA-G^-H/, 
^G3^3-  +  F/-i-G/2-H^, 
2H3/i3=— F^-t-G/-i-  H/i; 

2F4/4  =-f-F/-i-GA  +  H^, 
2G4A--F^  +  G/-H^, 
2H4/i4  =  -i- F/i  H- G^— H/. 

Tous  les  autres  sont  d'une  forme  presque  aussi  simple,  et  en  voici 

le  tjpe  : 

2F1/1.1  r=  FA  +  G^-h  H(/i  -  g\ 

2Hi^i=F(/-/i)-G/+II/z, 

.,^Gi/i  =.  ~  F/+  G(^-  _/)+  H^, 
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De  là  résulte  la  possibilité  d'exprimer  au  moyen  de  F,  G,  H, 
d'une  part,  /,  g^  h^  de  l'autre,  des  fonctions  des  racines  de  la  forme 
proposée  qui  sont  des  invariants.  Considérons,  par  exemple, 
l'expression 

qui  est  évidemment  cyclique.  En  vertu  des  relations  précédentes, 
elle  prendra  cette  forme  très  simple 

F(2/-/i)+H(^-/). 

Les  fonctions  FF^F2F3F4,  HHjH2H3H4,  qui  sont  également 
cycliques,  s'expriment  d'une  manière  analogue.  En  faisant,  pour 
abréger, 

f'^P  +  gh, 

j'ai  montré  dans  mon  Mémoire   Sur  U équation  du  cinquième 
degré  qu'on  a 

FF1F2F3F4    =F(      H2A3_uFHM'-4-A'2/), 
HHiH2H3H4=  H(-  F2/'  •+•  FH//'  -f-/'^/). 

On  obtiendrait  pareillement 

GGiG2G3G4=G[-G2(/-A)^2_|_FH(/2  +  /A-f-A2)^ 

Mais,  dans  ces  formes  si  simples  de  fonctions  compliquées  de 
racines,  le  caractère  cyclique  de  ces  fonctions  n'apparaît  plus 
d'une  manière  évidente,  et  pour  le  retrouver  il  faudrait  toute  une 
théorie,  qui  me  mènerait  bien  au  delà  de  mon  objet  actuel.  Je  me 
propose  en  effet,  en  considérant  des  expressions  non  seulement 
cycliques,  mais  symétriques,  d'établir  que  tout  invariant  dont 
V ordre  est  multiple  de  4  est  une  fonction  homogène  de  F^  et 
l  ayant  pour  coefficients  des  polynômes  entiers  en  g  et  h. 

Dans  ce  but,  je  considérerai  les  diverses  déterminations  de  la 
fonction  suivante 

it=(oi)(i2)(23)(34)(/io), 
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qui,  multipliée  par  a^,  donne  évidemment  un  invariant.  Ces 
déterminations,  au  nombre  de  vingt- quatre,  sont  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires,  et  peuvent  ainsi  se  réduire  à  douze, 
que  je  partagerai  en  deux  groupes  et  désignerai  comme  il  suit  : 

i^^r-(0l)(l2)('23)(34);(40), 

Wo  =  (o3)(34)(4i)(i2)'(2o), 

^l-=(l4)(4o)(02)(23)(3l), 
I^,  =  (20)(0l)(l3)(34)(42), 

^3-(3i)(r2)(24)(4oj(o3), 

W4=:(42)(23)(30)(01)(]4); 

P^=(o2)(24)(4i)(i3)(3o), 
Po  =  (o4)(4'^)(23)(3[)(io), 
Pi  =(io)(o3)(34)  (42)(2l), 

P2  =  (2l)(l4)(40)(03)(32), 
P3-(32)(20)(0I)(I4)(43), 

P4  =  (43)(3l)(l2)  (2o)(o4). 

^^   a  été  tiré  de   u^  par  la   substitution   \     ^    >:    Uq  et  Çq  ont  été 

(     ^2V    ) 

respectivement  déduits  de   u^  et  i^^   par  la  substitution  ]  >; 

(    cTsv^     ) 

enfin  Ui  et  r^-  de  Uq  et  Pq  en  ajoutant  le  nombre  /  aux  indices  des 
racines  pris  suivant  le  module  5.  On  sait  qu'à  l'origine  de  la 
théorie  des  invariants  on  a  considéré  comme  fonctions  symétriques 
des  carrés  de  ces  douze  quantités  les  invariants  fondamentaux  du 
quatrième,  du  huitième  et  du  douzième  ordre  des  formes  du  cin- 
quième degré.  Ainsi  l'on  a,  en  désignant  avec  M.  Sjlvester  l'inva- 
riant du  quatrièm^e  ordre  par  J  et  le  déterminant  par  D, 

^H^l  +  ^o  ■+  ^1  +^1  +  ^1  +^1)  =— 5^J  +  3.5V5D, 
et  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  carrés  conduit  à 

=  4.59(48JK  — 768L  — A), 
en  adoptant  les  dénominations  du  même  auteur.  Or  on  a,  comme 
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on  le  vérifie  sans  peine,  ces  deux  systèmes  de  relation,  savoir 

2U^=^h(E-^   F),  2(^^=:H-/(H-    F), 

2^^o--/^(H-  F),  2Po  =  -/(H-f-  F), 

2i/j  =  -H^-(G-H),  •2^1  =  +  /i(G-+-  H), 

j  2-i/4=:  — ^(G  +  H),  2^4  =—  A(G— H), 

2.^2--f-/(F-  G),  2ç^2  =  -^(F+  G), 

\  ^u,  =  -f(F-v-G),  ^^ç,  =  -^g{F-^  G). 

On  en  déduit,   en  faisant  la  somme  des  carrés,    l'expression  de 
l'invariant  du  quatrième  ordre  J,  sous  la  forme 

a'-^  [( 2  F2  +  G^-  -H  H2  )/2  -h  ( 2  G'-  -I-  H2  -h  F^  )g^ 

+  (2H2-]-F2  -hG2)/z2]==  — 4.5U, 

et,  si  l'on  écrit  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  u^ulu'^^-^, . ., 
de  cette  manièrj  : 

{ul-^  al){iil-^-  iil)(ul^  ul) 
-f-  ulu^(  u\  +  iil  -^  u\-^  ul) 
-{-  al  uK ul-^  ul  -^  ul  -+-  ul) 
4-  ul  ul  (ul-h  Uq-^-  t^f  +  ul  ), 

on  parviendra  à  l'invariant  du  douzième  ordre,   exprimé  comme 
il  suit  : 

2759(48JK  — 768L— A) 

=  4ai2(F2-f-G2)(G2-4-H2)(H2+F2)/2^2/^2 

_t_  ai2(F2  —  H2)^-[(F2  -f-  G^^)^2  +  (G2H-  H2)/l2]/4 
_,_  ^12(02—  F2)2[(G24-H2)/i2  +  (H2-}-F2)/2]^4 
-4-al2(H2-G2)2[(H2+F2)/2  +  (F2  +  G2)^2j/i4. 

Adoptant  donc  le  discriminant  d^  D  =  a^ /'^ g^ h- 1'^  pour  inva- 
riant du  huitième  ordre,  la  proposition  précédemment  annoncée 
se  trouvera  démontrée  à  l'égard  de  ces  invariants  fondamentaux, 
en  observant  que  F,  G,  H  n'y  entrent  que  par  leurs  carrés,  de 
sorte  qu'au  moyen  des  relations 

G2-H2  =  4//, 

H2_F2:=.4/^, 

F2_G2=4/A, 
et  de  celle-ci  qui  en  découle 
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on  pourra  effectivement  les  exprimer  par  F-,  g^  A,  /.  Nous  obtieur- 
drons  ainsi 

.59(48JK  — 768L  — A) 

-+-F2Z2(^8_|_4^7/^_^  i^^6/j2   4_  6^5/^3  „  5^4/^4 

_|_  6  g-i  7^5  4-  I  2 ^2  /^6  _^  4  ^7^7  _|_  /^8  ) 

~il^gh{g  —  h){g^-\-  '^g^h-Y-^g^h'--\~iig^h^-^^g^h'-^'^gh^^h^)]. 

Or,  ces  expressions  sont  des  fonctions  homogènes  de  F-  et  /,  dont 
les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  g  et  A,  et  il  en  sera 
de  même  par  conséquent  de  leurs  combinaisons  entières  qui 
représentent  tout  invariant  de  la  forme  du  cinquième  degré  dont 
l'ordre  est  multiple  de  quatre.  J'ajoute  qu'un  invariant  donné  ne 
peut  être  obtenu  de  deux  manières  différentes,  comme  nous  venons 
de  le  dire;  car,  en  égalant  deux  expressions  de  cette  nature,  on 
arrive  à  une  équation  homogène  entre  F-  et  /,  qui  pouvait  donner 

-r-  en  g  et  A,  c'est-à-dire  une  fonction  de  la  racine  Xq^  et  par  con- 
séquent cette  racine  au  moyen  des  quatre  autres,  puisque  g  et  h 
ne  contiennent  pas  Xq. 

Je  terminerai  cette  Note  par  ce  qui  concerne,  au  même  point 
de  vue,  l'invariant  gauche,  et  à  cet  effet,  en  posant  comme  plus 

haut 

/'^/2+^-A, 

h'^K>^-^fg, 

j'emploierai  les  relations  suivantes  qu'il  est  aisé  de  vérifier, 
savoir 

2(^2  —  ^3)HiH4=:FA'-|-H/', 
2(^2-^l)H3G4-G/-|-F^-', 

2  (  :r  1  —  ^3  )  G2  F4  =  H  ^'  —  G  h\ 

2(^4-^l)F2F3   =  F/?/-H/', 

2(^4 -  ^3)  Gi  H2  =-  G/'— F ^'. 
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On  en  déduit,  en  les  multipliant  membre  à  membre, 

—  64/é^/zK  =  ai8FGH(HV'^—  G''h"^)(F'^h'^— H'^f"^){G\f"'--F^  g-'^). 
Ecrivant  ensuite 

F2/,'2_Hv■'^-F■H/^'^-/^)-4^^/'^ 

et  observant  qu'on  a 

h'-'-f'  =  \fgh{h-f), 

on  en  conclut  immédiatement 

K  =  ai8FGH[F2(A  —f)fh  —  If""] 

x[llHg--h)gh  —  W'\, 

et  l'on  reconnaît  que  la  quantité  par  laquelle  est  multipliée  FGH 
peut  encore  être  mise  sous  la  forme  d'une  fonction  homogène  de 
F^  et  /. 


H.  —  II. 
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SUR  L'INVARIANT  GAUCHE 

DES 

FORMES  DU  SIXIÈME  DEGRÉ. 


Salmon,  Algèbre  supérieure,  trad.    O.   Chemin, 
deuxième  édition,  1890,  p.  568. 


On  doit  au  P.  Joubert  (  '  )  la  découverte  intéressante  de  l'expres- 
sion de  cet  invariant,  qui  est  du  quinzième  ordre,  au  moyen  des 
racines  de  la  forme  proposée.  Représentons  cette  forme  par 

/=  a{x  —  x^y){x  —  Xoy){x  ~  x^y){x  —  x^^y){x  —  x-iy){x  —  x^y), 
et  posons 

Uo   =  [a7^a7o(^2+  ^3 ^1 ^4)-f-  X^,Xl^{X^-\-  X^ :  X-i  —  ^3) 

-H  ^^2  ^3  (  ^1  -f-  ^^4  —  X^ .■To  )]  , 

Vo  =  [^00^0(^3+  ^4 ^1  —  ^2  ) -+-  ^1  -^2  ( -^^oo  +  ^0 -^3  ^4) 

-\-  X2,Xi,[^Xx   -}-  ^2  —  ^00 ^0  )L 

Wo  =  [^oo^o(^'^2-+-  ^4 Xx~  X-i)-^  X^^X^{X^-^  X^ ^2  ^4) 

-h  ^2-2^4  (^1   H-  OC'^,    ~~  X^ 57o)]. 

En  convenant  de  désigner  par  U/,  V^,  W/  ce  que  deviennent  ces 
expressions,  en  ajoutant  le  nombre  k  aux  indices  des  racines  pris 
suivant  le  module  5,  on  aura  la  valeur  suivante  de  l'invariant 
gauche  du  quinzième  ordre,  savoir  : 

K  =  alSUoUiU2U3U4VoViV2V3V4WoWiW2W3W4. 

{})  Voir  Comptes  vendus,  t.  LXIV,  1867  (I),  p.  1026. 
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SUR 

LA  THÉORIE  DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES 

DU   SECOND  DEGRÉ  ('). 


ONote  VI  du  Programme  détaillé  d'un  Cours  d^ Arithmétique,  d'Al- 
gèbre et  de  Géométrie  analytique,  par  Gerono  et  Rognet,  4*^  édition, 
Paris,  Mallet-Bachelier,  i856,  p.  i54- 


Les  propriétés  des  polynômes  homogènes  du  second  degré 
à  plusieurs  variables  sont  utiles  à  connaître  dans  beaucoup  de 
questions  d'A  Igèbre  et  de  Géométrie  analytique .  Nous  allons  exposer 
dans  cette  Note,  d'après  M.  Hermite,  celles  qui  nous  paraissent 
les  plus  importantes,  et  dont  la  démonstration  n'exige  que  les 
premiers  éléments  du  calcul.  Voulant  d'ailleurs  que  l'étude  de  ces 
démonstrations  soit  un  exercice  pour  les  élèves,  nous  considérerons 
le  plus  souvent  un  cas  particulier  de  manière  à  en  bien  faire  saisir 
l'esprit;  après  avoir  mis  ainsi  en  évidence  tout  ce  qu'il  faut  con- 
naître pour  traiter  le  cas  général,  nous  laisserons  à  chercher 
l'expression  analytique  la  plus  étendue  des  raisonnements  et  des 
méthodes  exposés  dans  un  cas  spécial.  On  aura  de  la  sorte  à  traiter 
des  questions  d'algèbre  faciles  en  elles-mêmes,  car  la  voie  pour 
arriver  au  résultat  sera  bien  indiquée  à  l'avance,  et  aucun  autre 
exercice  ne  paraît  plus  profitable  pour  arriver  à  connaître  et 
à  employer  avec  sûreté  l'instrument  du  calcul  algébrique.  Nous 
pensons  aussi  qu'on  parviendra  par  là  à  mieux  saisir  et  conserver 
dans  son  esprit  les  diverses  propositions  dont  nous  allons  nous 


(^)  Nous  insérons  ici  une  Note  Sur  la  théorie  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré  extraite  de  TOu^rage  indiqué  de  Gerono  et  Rognet.  Cette  Note 
n'est  pas  signée  et  porte  seulement  la  mention  :  «  d'après  M.  Hermite  »;  mais 
nous  savons  qu'elle  a  été  rédigée  par  Hermite.  Quoiqu'elle  soit  surtout  intéres- 
sante au  point  de  vue  de  l'enseignement,  il  nous  a  paru  qu'elle  méritait  d'être 
reproduite.  E.  P. 
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occuper.  Gomme  elles  reposent  en  grande  partie  sur  quelques  pro- 
priétés des  quantités  qui  se  présentent  dans  la  résolution  d'un 
système  d'équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues,  nous 
commencerons  par  rappeler  en  quelques  mots  celles  dont  nous 
ferons  usaae. 


I.  —  Des  déterminants. 

Considérons  n  +  i  équations  du  premier  degré  à  ai  H-  i  incon- 
nues, dont  les  coefficients  soient  des  quantités  littérales,  savoir  : 

ax      ^hy      -\-cz      -^-.,.-^hu      =  K, 
a' X     -\- b' y     -hc'z     ^...-\-h'u     =  K', 


a^^^^x  ~\-  b^^^^y  -h  c^'^U 


.h^n)u=  K^fi). 


Le  dénominateur  commun  des  valeurs  des  inconnues,  qu'on  en- 
seigne à  former  en  Algèbre,  et  qui  dépend  seulement  des  coeffi- 
cients de  ces  inconnues,  a  reçu  le  nom  de  déterminant,  et  se 
désigne  par  la  notation  abrégée 


(I) 


a  o         c        ...        ri 

a'        b'        c'       ...       h' 

aifi)       l)[n)       f.[n)       ,  .  .       Jiin) 

Ainsi,  par  exemple,  pour  deux  équations  à  deux  inconnues, 

ax  ■+■  by  =  K, 

a' X  ^  b'y  =  K', 


on  écrira 

(2) 


ab' —  ba'  -. 


a     b 
b' 


a 


Pour  trois  équations  à  trois  inconnues 

ax   -^by  -^cz   =  K, 
a! X  -4-  b' y  -f-  c' z  =  K', 

a"x-{-by-\-c"z=^K% 

on  écrira  de  même 

(3)      ab'  d'  -\-  bc'  a"  -\-  ca' b"  —  cb'  a"~  ad  b"  —  ba!  d' 


a 

b 

c 

a' 

b' 

d 

a!' 

b" 

d' 
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Parmi  les  monômes  qui  entrent  dans  le  déterminant  (i)  déve- 
loppé, on  distingue  celui  qui  sert  à  former  tous  les  autres  par  des 
échanges  de  lettres,  savoir  :  aV d' ^  . . .,  A^'^^  On  lui  donne  le  nom 
de  terme  principal^  et  il  est  toujours  affecté  du  signe  +.  Ainsi  aV 
et  ab é  sont  respectivement  les  termes  principaux  des  détermi- 
nants (2)  et  (3).  Des  diverses  propriétés  des  déterminants  qui 
découlent  immédiatement  de  leur  loi  de  formation,  nous  énon- 
cerons celles-ci,  qui  seront  utiles  plus  tard  : 

i'*  L'expression  développée  du  déterminant  (i)  a  la  forme 

A  a -H  B  è -f- C  c -H . . . -f- H /i, 

où  A,  B,  G,  ...,  H   sont  des   quantités    indépendantes    de  a,   b^ 
c,  ...,  h. 

1  "  Un  déterminant  s'évanouit  identiquement  lorsque  deux  lignes 
horizontales  ou  deux  colonnes  verticales  sont  composées  des  mêmes 
termes.  Ainsi,  par  exemple, 

a      h      G 

ah  —  ab  =^  o,  a      b      c 

a'     b"     c" 

a      a      c 
a'     a'      c' 

a"     a"     c" 

3''  Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  remplace 
les  colonnes  verticales  par  les  lignes  horizontales,  de  manière  que 
le  terme  principal  reste  le  même.  Ainsi,  par  exemple, 


a 

b 

a 

b 

a 

a 

a 

a' 

a 

a' 


a     a 
b      b' 


=  ab' —  ba! . 


Les  deux  premières  de  ces  propositions  se  trouvent  démontrées 
dans  les  Traités  de  M.  Lefébure  de  Fourcy  et  de  M.  Briot;  nous 
laissons  comme  exercice  à  trouver  la  démonstration  de  la  troi- 
sième. Mais  une  autre,  qui  recevra  d'importantes  applications, 
nous  reste  à  établir;  et  nous  allons  d'abord  la  présenter  dans  le  cas 
le  plus  simple. 

Considérons  à  cet  effet  les  deux  fonctions  linéaires 


ax  - 

a'  X  - 


■b'y, 
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et  supposons  qu'on  y  remplace  œ  et  y  par  ces  expressions, 

ce  =  aX  +  a' Y, 

elles  deviendront  respectivement 


ou,  pour  abréger. 


AX    -f-BY, 
A'X-f-B'Y. 


Cela  posé,  je  dis  que  le  déterminant 

h 


sera  égal  au 


produit  des  deux  déterminants 


et 


A     B 

A'     B' 
a      a' 

La  vérification  se  fait  sans  difficulté,  dans  ce  cas  très  simple,, 
mais  on  peut  éviter  tout  calcul  en  raisonnant  comme  il  suit. 
Considérons  les  deux  équations 


a 

a' 


(4) 


\  ax  -1-  h  y  =  K, 
(   a' ce  -H  b'y  =  K'. 


On  sait  qu'en  les  résolvant  on  trouvera,   pour  le    dénominateur 


commun  des  valeurs  de  x  et  v,  le  déterminant       ,     ^ 

•^  a'     b' 

même  manière,  relativement  aux  deux  autres  équations 

(5) 


5  et  de  la 


AX  -h  BY   =  K, 
.VX-hB'Y  =  K', 


le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  X  et  Y  sera  le  détermi- 
A     B 


nant      *  '    p'    '  ^^'  ^^  peut  trouver  X  et  Y  par  les  équations 

^  =  aX-i-a'Y, 
j^^X-hp'Y, 

quand  on  y  aura  mis,  au  lieu  de  x  elj^  les  valeurs  fournies  parles- 
équations  (4).  Maintenant,  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'effectuer  ces 
calculs,  on  doit  voir  qu'en  raison  des  valeurs  fractionnaires  de  x 
et  y,  on  trouvera  pour  dénominateur  commun  de  X  et  Y  le  pro- 
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Ainsi  ce  produit  doit 
qui,  d'après  les  équations  (5), 


a     h 
a'     h' 
A      B 
A'     B' 
représente  aussi  le  dénominateur  des  valeurs  de  X  et  Y. 

A  la  vérité,  cette  démonstration  n'est  pas  entièrement  rigou- 
reuse, mais  elle  met  immédiatement  sur  la  voie  du  théorème 
général  que  nous  allons  énoncer  en  prenant  pour  exemple  les  trois 

fonctions  linéaires  : 

ax  -i-  hy  -H  c^, 

a' X  H-  h' y  +  c'^, 
o!'x-^h"y-\-d'z. 

Concevons  qu'on  j  mette,  au  lieu  de  x^  y  y  s, 

x^  aXH-a'Y-4-a"Z, 
y=  (^X+(B'Y-hP"Z, 
^  =YX-i-y'Y  +  y''Z; 


elles  deviendront  respectivement 

(a'a  -h  b'^  H-  c'y)  X  H-(a'a'  ■+-  è'P'  - 
{a'oL-{-b"<^-+-c'^()X-h{a'^'-^b'^'- 

OU,  pour  abréger. 


■cY)  Y-f-(aa"  +6(i''  -i-CY")Z, 
■  C'Y)  Y  -f-  (a' a'  -f-  b'  p"  -f-  c'f)Z, 


•c'^Y')Y-H(a"a" 


c"f)t 


A 

X 

-f-BY 

+ 

GZ, 

A 

X 

-f-B'Y 

-h 

G'Z, 

A 

'^X 

-+-  B'"Y 

H- 

G'^Z. 

Cela  posé,  on  aura  comme  précédemment  l'équation 


A 

B 

G 

a 

b 

c 

OL 

a' 

(j!' 

A' 

B' 

G' 

= 

a' 

b' 

c' 

X 

?■ 

r 

V 

A" 

B'^ 

G' 

a" 

b" 

c" 

T 

Y' 

T" 

La  démonstration  complète  se  déduit  de  la  loi  même  de  formation 
des  déterminants;  mais,  comme  elle  offre  peu  d'intérêt  par  elle- 
même,  nous  l'omettrons,  en  insistant  néanmoins  sur  la  nécessité 
de  bien  se  pénétrer  du  théorème  qui  va  bientôt  trouver  d'impor- 
tantes applications. 
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II.  ~  De  rinvariant  des  polynômes  homogènes  du  second  degré 
et  du  polynôme  adjoint. 

On   nomme    polynômes    homogènes    du    second    degré    des 
expressions  telles  que 

kx'^  -H  A'jK^  +  Pi!' z^-  -H  2  BjK-s  -f-  2  B'^a?  4-  2  B''^jr,     ...  ; 

ce  sont  ces  expressions  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés,  en 
considérant,  comme  nous  Pavons  déjà  dit,  les  cas  particuliers  les 
plus  simples,  et  laissant  aux  élèves  à  généraliser  les  énoncés  et  les 
démonstrations. 

La  première  que  nous  allons  considérer  dans  le  cas  du  polynôme 
à  deux  indéterminées  seulement 

A  ^2  _^  2  B  ^y -1- GjK^ , 

consiste  en  ce  que,  si  l'on  j  remplace  x  el y  par  ces  formules 

y  =  a'X-\-b'Y, 

il  se  transformera  en  un  polynôme  qui  est  encore  homogène  et  du 
second  degré  par  rapport  aux  nouvelles  indéterminées  X  et  Y. 
Ce  polynôme  sera  ainsi  de  la  forme 

XX2-i-2\)bXY-f-GY2, 

les  coefficients  ayant  ces  valeurs  : 

X  =  Aa2  +2Baa'-i-  Ca'^, 

\^\)  =  Aab  ^  B{ab'  -+- ba') -\- Ca' b'^ 

e  =  A62  ^^Bbb'  -hCb'^. 

Cette  propriété  très  simple  conduit  naturellement  à  se  proposer  la 
question  suivante  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  quelconques,  tels  que 

Aa?^  -HaBarK    -H  Gjr^, 

XX2-f-'2DbXY-i-eY2, 
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est-il  toujours  possible  de  déduire  le  second  du  premier  en  y  fai- 
sant une  substitution  de  la  forme 

X  =^  aX.  H-  è  Y, 
v==  a'X  +  è'Y? 

Le  problème  admet-il  un  nombre  fini  ou  infini  de  solutions; 
est-il  résoluble  en  prenant  pour  les  coefficients  de  la  substitution 
des  quantités  réelles,  les  coefficients  des  polynômes  donnés  étant 
eux-mêmes  supposés  réels? 

Notre  principal  objet  dans  cette  Note  sera  d'établir  quelques- 
uns  des  principes  qui  servent  à  résoudre  ces  questions  et  de  mon- 
trer comment  ils  s'appliquent  à  la  Géométrie  et  à  l'Algèbre; 
faisons  aussi  observer  en  passant  qu'une  branche  étendue  des 
Mathématiques,  l'Arithmétique  supérieure,  trouve  également  son 
point  de  départ  dans  la  comparaison  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré,  lorsqu'on  suppose  que  les  coefficients  des  polynômes 
et  ceux  des  substitutions  sont  des  nombres  entiers. 

Nous  commencerons  par  établir  qu'un  polynôme  du  second 
degré  à  n  indéterminées  est  toujours  réductible  à  la  somme 
de  n  carrés  de  fonctions  linéaires  de  ces  indéterminées.  Observons 
pour  cela  qu'en  ordonnant  ce  polynôme  par  rapport  à  l'une  des 
indéterminées  que  nous  nommerons  x  pour  fixer  les  idées,  il 
prendra  la  forme  suivante  : 

A.cc^-^  2B^-h  G, 

B  étant  une  fonction  linéaire,  et  G  une  fonction  homogène  du 
second  degré  des  n  —  i  indéterminées  restantes.  Or,  on  peut 
écrire 

A^2^9.B^-+-G=  ^(A^-f-B)2-+-  i(AG  — B2), 

et  mettre  ainsi  en  évidence,  d'une  part  le  carré  de  la  fonction 
linéaire  A^  -j-  B,  et  de  l'au  tre  un  polynôme  homogène  k  n  —  i  indé- 
terminées, AG  —  B^,  multiplié  par  la  constante  y*  Gela  posé,  on 

opérera  sur  ce  nouveau  polynôme,  comme  sur  le  proposé,  et  on  le 
décomposera  encore  en  deux  parties,  à  savoir  :  le  carré  d'une 
fonction  linéaire  et  un  polynôme  k  n  —  2  indéterminées.  Gonti- 
nuant  donc  de  proche  en  proche  les  mêmes  opérations,  il  est  clair 
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qu'on  parviendra  à  la  réduction  annoncée  quand  on  aura  épuisé 
toutes  les  indéterminées.  Par  exemple,  soit  le  polynôme 

on  écrira  successivement 

/=  X'^ -h  '2  X  (  y  -^  Z)  -\-  2JK^+  Ay^  -h  ^2  —  (^  _i_j^  _|_  ^j2  _^  j/2_^  ^JK^, 

y2^.2.yz  =  (y-^zy—  z\ 

et  il  viendra 

f—(a;-i^y-^zy-h{y-^-z)^—z-. 

Plus  tard,  cette  réduction  sera  étudiée  attentivement;  actuelle- 
ment, nous  nous  bornons  à  remarquer  qu'elle  peut  s'effectuer  de 
plusieurs  manières,  en  commençant  chaque  opération  par  l'une 
ou  par  l'autre  des  indéterminées,  et  que,  pour  arriver  effective- 
ment à  une  somme  de  carrés,  de  fonctions  linéaires,  il  peut  être 
nécessaire  d'introduire  des  quantités  imaginaires  dans  les  coeffi- 
cients de  ces  fonctions.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  il  faudrait 
écrire 

f=(a;^y-^z)'^^(y-+zy^-^(zi/^\ 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  sans  insister  sur  d'autres  particularités,  nous 
allons,  comme  il  suit,  en  tirer  la  notion  de  Vin^ariant, 
Considérons  le  cas  le  plus  simple  du  polynôme 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

Aa72-H  iBxy  -f-  G,/^—  (ax  -h  by)^-^  {a' x  -i-  b'yy. 

Cette  équation  ne  suffira  pas  pour  déterminer  les   quatre   quan- 
tités a,  b^  a\  V\   mais  il  est  très  facile  de  trouver,  en  fonction 

de  A,  B,  C,  le  déterminant        ,     ,, 

a      b 

En  effet,  soient  pour  un  instant 

X  =  ax  -I-  by^ 


\  Y  =  a  X  -h  y y^ 
de  sorte 'que  l'on  ait 

A^2+  2B:27J-|-  Gj2=::=  X2-1-   Y^. 
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En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  membres  de 
cette  équation  par  rapport  à  ^  et  y,  et  divisant  par  2,  il  viendra 

Kx  -f-  BjK  —  <^X  -1-  <2'Y, 
Ba7-hGjK  ==  ^X-hô'Y. 

Or,  X  et  Y  ayant  les  valeurs  définies  par  les  équations  (i),   on 
pourra  égaler  les  déterminants  relatifs  aux  fonctions  linéaires 

Kx  -\-  BjK, 
Ba7-f-  Cy 


et 


aX  - 
èX- 


b'Y- 


mais,  d'après  un  théorème  établi  au  paragraphe  1,  le  second  de 
ces  déterminants  sera  égal  au  produit 

%     h 


a     a 

h      b' 


ou  même  a 


a     o 
a!     h' 


;  car,  d'après  une  proposition  énoncée  au  pa- 
ragraphe I,  un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  met 
les  lignes  horizontales  à  la  place  des  colonnes  verticales.  Nous  en 
conclurons  la  relation  à  laquelle  nous  voulions  parvenir,  savoir  : 


A 

B 

a 

b 

B 

G 

a' 

b' 

Or,  la  fonction  des  coefficients  du  polynôme  A.^^  -+■  i^xy  -\-  Gj^^, 
à  laquelle  nous  sommes  ainsi  conduits, 

A     B 


B     G 


=  AG- 


B2, 


est  ce  qu'on  appelle  V invariant  de  ce  polynôme.  Cette  dénomina- 
tion, proposée  par  M.  Sylvester,  célèbre  géomètre  anglais,  se  trouve 
justifiée  par  le  théorème  suivant  : 

Soit 

Jl,X2+2'DbXY-i-eY2 

la  transformée  du  polynôme  proposé  par  la  substitution 

^  =  aX-|-a'Y, 
r  =  PX+[3'Y; 


Hosted  by 


Google 


444  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

je  dis  qv!on  aura 


X 

llb 

A 

B 

X 

a 

a! 

^jb 

e 

B 

G 

P 

P' 

d est-à-dire  que  V in\>ariant  se  reproduira  dans  toute  trans- 
formée^ multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitu- 
tion. 

En  effet,    effectuons   la   substitution  considérée  dans  les   deux 
membres  de  l'équation  identique 

et  posons,  pour  abréger, 

a(aX-f-a'Y)-i-è(j3X-H  p'Y)  =  /?X-H(7  Y, 
a'(aX-i-a'Y)+6'(!3X-i-!3'Y)=:/?'X  +  ^'Y, 

on  en  déduira 

Jl.X2^-2D\)XY-^-eY2  =  (;;X^-^Y)2  4-(/X-i-^'Y)^ 
et,  par  suite, 


p    q 
p    9' 


Mais,  d'après  le  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants, 
on  a 


P 

9 

^ 

a 

h 

X 

a 

a' 

p' 

9' 

a' 

b' 

P 

^' 

et  il  en  résulte  immédiatement,  après  avoir  élevé  les  deux  membres 
au  carré,  la  relation  qu'il  s'agissait  d'établir 


Jv9 

lil, 

A 

B 

X 

a     a' 

0)1 

e 

B 

G 

P  P' 

Avant  d'aller  plus  loin,  donnons  encore  l'énoncé  des  théorèmes 
analogues  pour  les  polynômes  à  trois  indéterminées,  afin  de  rendre 
plus  facile  la  recherche  des  énoncés  les  plus  généraux. 

Soit,  à  cet  effet, 

ce  qu'on  nommera  l'invariant,  sera  le  déterminant  relatif  aux  trois 
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fonctions  linéaires 


445 


c'est-à-clire 


{'^) 


A     B'^     B' 
B'^     A'     B 

B'      B     A'^ 


f^—  B'x  -h  A'jKH-  B  ^, 
/;'=  B'^-4-BjK  -1- A"^; 

AA'A'^+aBB'B'^— AB2-A'B'2— A''B'^2 


et  l'on  aura  le  théorème  suivant  : 
Soit 

la  transformée  déduite  de  f  par  la  substitution 

^  =  aX-t-a'Y-h  a'^Z, 
J^=:PX  +  (^'Y+P'^Z, 
^=:  Y^  +  T'Y-l-f  Z, 

V invariant  de  cette  transformée  sera  égal  à  V invariant  de  /, 
multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitution. 

Ainsi  on  aura 

T    i   Y 

Les  applications  que  nous  ferons  plus  tard  de  ces  théorèmes  en 
montreront  toute  l'importance,  mais  dès  à  présent  nous  allons  en 
faire  voir  l'usage,  en  nous  proposant  de  calculer  l'invariant  de  cette 
forme  particulière 

Au  lieu  d'appliquer  la  formule  (2),  après  avoir  développé  le 
carré  de  olx -\-  i^jK  +  y^,  pour  mettre  en  évidence  les  coefficients 


o)v9 

^\W' 

w 

MV 

(Âd 

l)b 

= 

^iV 

olb 

cJv9 

A 

B' 

B' 

B" 

A' 

B 

X 

B' 

B 

A'^ 
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des  carrés  et  des  rectangles  des  variables,  on  fera 

^  =  X, 
r  =  Y, 

ax  ~\~  ^y  -h  Y^;  =  Z  ; 

d'où  résultera  cette  conséquence,  que  le  poljnome  proposé  est  la 
transformée  de 

(3)  AX-2+-2BXY-i-GY2+Z^ 

par  la   substitution  précédente,   dont  le   déterminant  se    réduil, 
comme  on  le  reconnaît  aisément,  à  y. 

L'invariant  cherché  sera  donc  celui  du  polynôme  (3)  multiplié 
par  y^,  c'est-à-dire,  en  appliquant  la  formule  (2),  égal  à 

La  notion  d'invariant  bien  comprise,  passons  à  celle  du  polynôme 
adjoint,  qu'il  importe  également  d'établir. 

Pour  cela,  nous  considérerons  encore  le  cas  le  plus  simple  des 
polynômes  à  deux  indéterminées,  /=  A^^  +  2B^y  +  Cjk^,  et 
nous  rappellerons  en  premier  lieu  le  théorème  bien  connu  qui  est 
exprimé  par  cette  relation 

Cela  posé,  cherchons  ce  que  devient  /,  quand  on  y  remplace  x 
et  y  par  les  indéterminées  çCq  et  y^^  liées  aux  précédentes  par  les 
relations 

En  nommant  cp  Je  résultat  cherché,  qui  sera  un  nouveau  poly- 
nôme du  second  degré,  aux  indéterminées  Xq  et  yo^  on  aura  ces 
trois  équations, 

I      .;    _ 

"  Jx  —  ^Ol 

entre  lesquelles  il  s'agit  d'éliminer  or  ely.  Pour  cela,  multiplions 
membre  à  membre  successivement  la  première  et  la  troisième,  la 
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seconde  et  la  troisième,  il  viendra  ainsi 


-?/i=^o(^^o+7ro), 


équations  homogènes  et  du  premier  degré  en  'x  et  y. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  ces  deux  indéterminées  s'ob- 
tiendra donc  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  relatif  aux  deux 
fonctions  linéaires 

-?/>•  — ro(^^o  +  .rro); 

de  sorte  que  '^  sera  déterminé  par  cette  équation  : 

cpA— ^2  cpB  — a^ojKo 

cpB  — :rojKo     ?^— ro 

Dans  un  instant  il  sera  prouvé  que  ce  déterminant  contient  le 
facteur  cû.  Ainsi  l'on  arrive  bien,  après  la  suppression  de  ce  facteur, 
à  une  équation  linéaire;  mais  ce  qu'il  importe  tout  d'abord  de  bien 
saisir,  ce  sont  les  propriétés  du  polynôme  en  x^  etjKo^  déterminé 
par  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir. 

Observons  à  cet  effet  qu'en  posant 


~^r=  ^?/;— 7o(^'^o+rro)- 

Le  déterminant  ci-dessus  n'est  donc  autre  chose  que  l'invariant 
de  ^,  considéré  comme  fonction  de  x  eiy.  D'après  cela,  faisons 
dans  ce  polynôme  la  substitution  quelconque 

a?  =  a  X  -+-  a'Y, 
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et  supposons  alors  que  le  polynôme /' devienne 

il  en  résultera  pour  le  polynôme  ^  cette  nouvelle  forme 

Cela  posé,  formons  l'invariant  de  ^  et  égalons-le  à  zéro;  on 
reproduira  ainsi  l'équation  dont  dépend  la  quantité  cp,  car  ces  deux 
invariants  sont  égaux,  à  un  facteur  près  ;  de  là  résulte  ce  théorème  : 

Le  polynôme  cp  reste  inçariable^  si  l'on  y  remplace  les  coef- 
ficients A,  B,  G,  qui  y  entrent^  respectivement  par  JU,  ilb,  G, 
pourvu  qu\iu  lieu  des  indéterminées  x^^  y^  on  mette  en  même 
temps 

a^o+P^o     et     a'a^o-+- P'jo- 

R.e venons  maintenant  au  déterminant 

cpA  — ^5         cpB  —  ^ojô 

pour  établir,  comme  nous  l'avons  annoncé,  qu'il  contient  cp  en 
facteur.  A  cet  effet,  considérons  le  polynôme  suivant  à  trois  indé- 
terminées 

qu'on  trouvera  aisément,  en  substituant  la  valeur  de  t];,  se  réduire  à 

)(_  —  cp (  A^'2  H-  2Bccy  ^  Gy^ ) -j-  ,3  cp ( 2 ccxq  h-  2 yy^  +  2 cp ). 

Il  résulte  d'une  remarque  faite  plus  haut,  que  l'invariant  de  ce 
polynôme  v,  c'est-à-dire  le  déterminant  relatif  au  système  des 
trois  fonctions  linéaires 

2  '^-^'     2  ^'^^'     2  '^'' 

est  égal  au  produit  de  c:»'^  multiplié  par  l'invariant  du  polynôme  ii. 
En  développant  les  expressions  des  trois  dérivées,  on  parvient  ainsi 
à  la  relation 


cpA      cpB      cpi^Q 
CpB      cpG      cp/o 


cpA  —  ^2         cpB  —  a7o7o 

cpB  — ^o7o    ?^—yl 
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et,  par  suite,  à  celle-ci,  après  avoir  divisé  par  cp^, 
A      B      ^0 


449 


B      G     7o 

^0   ro    ? 


X  cp  — 


cpA  — ^2         cpB  — :ro7o 
cpB  — ^ojo     ?G-,/? 


Cette  transformation  de  déterminants  nous  montre  que  le  terme 
indépendant  de  o,  dans  l'équation 


<d\  —  xI         cpB— ;ro7o 


=  o, 


cpB  — ^o7o     ?G  — r? 
doit  disparaître  de  lui-même.  Gela  posé,  soit  pour  un  instant 

=  0(A,B,G); 


A,  B 

B,  G 


cette  équation  pourra  s  écrire 

0(cpA  — ^2^  cpB— ^ojo,  ?G— 72)=0j 
et  l'on  tirera,  en  développant, 

cp20(A,  B,  G)-cp|6i^|-f-eUoro+Qc7lï-o; 
d'où  enfin 


?  = 


6(A,  B,  G) 


C'est  là  le  résultat  définitif  auquel  nous  voulions  parvenir;  et  le 
polynôme  en  Xq  et  y^  qui  se  présente  comme  numérateur  de  cp 
est  ce  que  nous  nommerons  avec  Gauss  le  polynôme  adjoint  de 
Ax'^-h  2B^/  +  GjK^-  Maintenant  il  ne  nous  reste  plus,  pour  ter- 
miner ce  sujet,  qu'à  donner  quelques  indications  propres  à  faciliter 
aux  élèves  l'extension  au  cas  général  des  raisonnements  et  des 
calculs  précédents. 

Soit,  par  exemple,  le  polynôme  à  trois  indéterminées 

/=  A^2_|_  A'72_4_  A''^2_|_  2Byz-^  iW zx  -f-  iB"xy. 
En  prenant  pour  point  de  départ  la  relation 

il  s'agira  de  trouver  ce  qu'il  devient  en  substituant  k  x^  y^  z  les 
H.  —  II.  29 
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indéterminées  nouvelles 

_  I    .,  _  ^  -pi  -^  ^  -f' 

Nommons  cp  le  résultat  cherché;  on  sera  conduit  aux  quatre  équa- 
tions 

desquelles  on  déduira  d'abord 

:?/r=ro(^-^o  +  r7o-H2^u). 

On  observera  ensuite  qu'en  posant 
elles  deviennent  simplement 


■^'x=^, 


l^'^ 


et  l'on  en  conclura  que  l'équation  pour  déterminer  cp  s'obtiendra 
en  égalant  à  zéro  l'invariant  du  polynôme  '];.  D'ailleurs  cet  inva- 


cpA  —  ^5  cpB"— ^o7o     ?B'  — ^0^0 

^W—Xç^y      ^M  —  yl  cpB  — jo^o 

cpB'— 5-0^0      ?B  —  jKo^o      ^^"—^0 

sera  susceptible  de  la  transformation  exprimée  par  l' équation  sui- 
vante 


A  B'^  B'  xo 

^"  A'  B  jKo 

B  B  A''  ^0 

^0  Jo  -^0  cp 


X  cp^ 


cpA— ^2  cpB'^— ^ojKo     cpB'  — ^0-^0 

cpB''— ^oro     ?-A'— 72        .  cpB  — jo^o 
cpB'  — ^0^0      ^B  — jKo^o      ?A''  — ^2 
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à  laquelle  on  parviendra  en  cherchant  l'invariant  du  polynôme  à 
quatre  indéterminées 

Les  choses  ainsi  préparées,  en  posant 


A  B'^  B' 
B'  A'  B 
B'     B     A" 


:0(A,  A',  A",  B,  B',  B'^), 


on  donnera  à  Féquation  en  '^  la  forme  suivante 

'6(cpA  —  xl,  cpA'— jK?,  ^A-'—zl,  cpB  — jKo-So,  cpB'— ^o^o^  'f  B'' -^ a^o/o )  =  o . 

Or,  dans  cette  équation,  les  termes  o^  et  cp^  existeront  seuls,  et, 
après  avoir  développé,  on  en  tirera 

"^  ~  6(A,  A^  A",  B,  B',  B'O 

Cela  posé,  le  numérateur  de  cette  expression  sera  le  polynôme 
udjoint  dey,  et  o  lui-même  donnera  lieu  au  théorème  suivant  : 

Supposons  qu^ en  faisant  la,  substitution 

X  =  a  X  -V-  a'  Y  -1-  a''  Z , 

f  se  change  en 

F  =  XX2  -+-  X' Y^H-  ..VZ2-f-  2i(i)  YZ  -I-  2  111/ ZX  -\-  21)1/ X Y, 

<D  restera  invariable,  si  V  on  y  remplace  les  coefficients  de  f  par 
•ceux  de  F,  et  qu'on  y  mette  en  même  temps,  au  lieu  de  ^o?  JKo? 
^0,  les  fonctions  linéaires 

En   terminant,   nous   remarquerons  que  la  forme  explicite  du 
polynôme  adjoint  de 

est 

Cxl~iBxQyQ-+-  Ajr|, 
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et  que  la  forme  explicite  du  poljnome  adjoint  de 

A^'-^H-  A'jr^-f-  A'^^2_|_  2Byz  -h  iW zx  -H  iW xy 
est 

(A'A'^— B2)^2_^(A''A- B'2)j2_,_(AA'— B''2)^2 

+  2(B'B'^— AB)jKo-2o-+-2(B'^B— A'B')2o:27o-n-2(BB'— A"B")^oro. 

Elles  nous  seront  utiles  dans  les  questions  suivantes. 

III.  —  Applications  à  la  géométrie  analytique. 

La  recherche  des  axes  principaux  dans  les  courbes  du  second 
degré  dépend  de  ce  problème. 
Etant  proposé  le  polynôme 

/=  AX2-H2BXY-f-GY2, 
déterminer  les  coefficients  de  la  substitution 

et  les  quantités  s,  s^,  de  manière  qu^on  ait  identiquement 

(2)  AX2+2BXY-i-   GY2=z  £^2_|_£'^2 

et 

(3)  X2-f-  Y2=ip2_4_^2. 

Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  trouver  les  valeurs  de  six  quantités 
inconnues,  s  et  e^  d'une  part,  et  de  l'autre  les  coefficients  de  la 
substitution;  et  pour  cela  on  a,  en  effet,  six  équations  qui  résultent 
de  l'identification  des  termes  semblables  dans  les  relations  (2) 
et  (3).  Mais  nous  éviterons  comme  il  suit  la  considération  de  ce 
système  compliqué  d'équations. 

Désignons  par  \  une  quantité  indéterminée  ;  on  aura 

(4)  /•_X(X2+  Y2)=.(£-X)a72-l-(£'—  X)j2. 

Cela  fait,  cherchons  l'invariant  du  second  membre. 

L'invariant  du  poljnome  (s  —  \) x'^ -\- {e' —  \) y^ ^  en  y  con- 
sidérant  X  et  y  comme  les   indéterminées   indépendantes,    sera 
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(e  —  ^)  (s^ —  )^)  ;  donc,  si  l'on  fait  la  substitution  (i),  l'invariant  du 
polynôme  transformé  sera 


Maintenant,  si  on  l'égale  à  celui  du  premier  membre,  on  arrivera 
à  la  relation 


A-X        B 
B         G— X 


z=(£  —  X)(£'— X)X 


a     a' 
P     [6' 


Or^  il  en  résulte  immédiatement  que  les  deux  quantités  s  et  s' 
sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  \ 


A  — X        B 
B        G  — X 


==(A--X)(G  — X)— 62=0. 


Une  autre  conséquence  à  remarquer,  c'est  que,  le  coefficient  de  X^ 
dans  le  premier  membre  étant  l'unité,  on  a 

a     a' 

Pour  achever  la  solution,  en  regardant  s  et  £^  comme  connus,  on 
fera  successivement,  dans  l'équation  (4),  X  =  s,  X  =  s^,  et  l'on  en 
déduira  les  valeurs  de  x-  et  j^-,  de  sorte  que  les  fonctions  linéaires 
aX  +  a^Y,  pX+P^Y  peuvent  dès  lors  être  regardées  comme 
complètement  déterminées. 

Passons  à  la  question  analogue  pour  les  surfaces  du  second 
ordre. 

Le  problème  est  alors  : 

Etant  proposé  un  polynôme  à  trois  indéterminées 

/=  AX2-^- A'Y-^H- A'^Z2-i- 2BYZ -H  2B'^ZX -f- ^B'^XY, 

déterminer  les  coefficients  de  la  substitution 


(5; 


œ  =  aX-f-a'YH-a'^Z, 
y=pX  +  (B'Y+p'^Z, 
^  =  YX-i-f  Yh-y'^Z, 
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et  les  quantités  s,  z\  e"^  de  manière  qii^ on  ait  identiquement 

X2^-Y2^-Z2=      ^2_j_       _^2_|_       ^2. 

Soit,  comme  précédemment,  \  une  indéterminée,  et  déduisons 
de  ces  deux  relations  la  suivante 

(6)  /•_X(X2+Y2-f-Z2)  =  (£_X)^2^_(£'_X)y2  +  (£'^_X)^2. 

Nous  commencerons  encore  par  chercher  l'invariant  du  second 
membre.  Observons,  à  cet  effet,  qu'en  considérant  x^  jk,  z  comme 
les  indéterminées  indépendantes,  l'invariant  du  polynôme 


est  simplement 


(£  —  X)^2  _!_(£' _X)^2_^(£^_  X)  ^2 


(s_X)(s'~)0(s"-X); 


d'où  il  résulte  qu'en  faisant   la   substitution  (5),   l'invariant    du 

polynôme  transformé  sera 

a      a'     a" 


(£_X)(£'-X)(£''-X)X 


ï     T      T 


Maintenant,  si  on  l'égale  à  celui  du  premier  membre,  on  arrivera 
à  la  relation 


A— X        B"  B' 

B'^       A'  -  X  B 

B'  B        A"— X 


::=(e_X)(£'—  X)(c"—  X)X 


a     a      a 

Y  i  ï" 


Ainsi,   les    quantités   s,    s^,    ^'   sont  les  racines   de   l'équation   du 
troisième  degré  en  k 

A  —  X        B"  B' 

B"        A'— X         B 
B'  B         A"— X 

=  (A  — X)(A'— X)(A"— X) 

-H2BB'B^'-(A  — X)B2~(A'— X)B'2  — (A"— X)B''2=o, 

et  l'on  obtient  encore,  comme  précédemment,  cette  conséquence 
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que  le  carré  du  déterminant 

a     a'     a" 

ï  ï'  ï" 

a  pour  valeur  l'unité^  de  sorte  que  l'invariant  du  second  membre 
de  la  relation  (6)  se  réduit  à 

(£_X)(£'—  X)(£"—  X). 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  coefficients  de  la  substitution  (5), 
c'est  à  quoi  nous  parviendrons  en  égalant  les  polynômes  adjoints 
des  deux  membres  de  la  relation  (6).  Mais  nous  avons  d'abord  une 
observation  importante  à  faire.  De  l'identité 

résultent  les  six  relations  suivantes 


(7) 


a"2_i_  j3"2_^Y'2:^i^  aa'    -1-^(3'   4- fy'    =  o. 


Or  il  s'ensuit,  qu'étant  proposé  le  système  d'équations 


(8) 


on  en  tire 


aw-i-pp-f-YW=  a7o, 
a'  u  -^  ^'  V  -\-  ^('  w  =  Jo, 
a"  u  -+-  P"  f  -+-  y"  w  =  Zq, 

w  =  y^o-ht'jKu-h  Y^^o- 

Substituons,  en  effet,  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées,  on 
les  trouvera  immédiatement  identiques,  en  vertu  des  relations  (7). 
En  nous  bornant,  par  exemple^  à  faire  la  substitution  dans  la 
première  équation 

on  trouvera  pour  le  premier  membre 
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OU  bien 

ce  qui  se  réduit  bien  à  j^q. 

Cette  remarque  faite,  passons  à  la  recherche  du  polynôme 
adjoint  du  second  membre  de  la  relation  (6).  Pour  cela  nous 
aurons  à  effectuer  la  substitution  suivante 

a"  (^e  —\)cc  -i-  ^"  {s'  —Xjy  -i-  f  {s"  ~  \)z  =  z,, 

dont  les  premiers  membres  sont  les  moitiés  des  dérivées  du  poly- 
nôme (e  —  \)x^-\'{z' — \)y'^-^{e'^ — )^) 5^  prises  par  rapport  aux 
indéterminées  indépendantes  X,  Y,  Z.  Et,  comme  nous  avons  re- 
marqué que  l'invariant  de  ce  polynôme  est  (s  —  ^0(^^  —  ^)(^'^  —  '^)-) 
en  nommant  cp  le  résultat  de  la  substitution  précédente,  le  poly- 
nôme adjoint  sera,  d'après  la  définition  même,  ég^al  à 

cp  x(£  —  X)(£'— À)(£"-X). 

Or,  en  représentant  pour  un  instant  par  u^  ^,  w  les  quantités 
(e  —  \)x^  (s^  —  ^)jK7  {^" —  ^0^5  1^^  équations  (9)  coïncideront  avec 
les  équations  (8),  ainsi,  d'après  la  résolution  qui  a  été  effectuée  de 
ces  dernières,  nous  trouverons 

w  =  (£  —  \) X  =  aa^o  -H  a'jKo  -t-  «"-^o? 

w  =(£"— X)  z  =  Y.^o-HT>o+ y"^o. 
Il  en  résulte  pour  la  transformée  en  ^0?  JK05  ^0  du  polynôme 

(£  — X).^2  _!_(£'—  X)72-|-(£"—X)^2^ 

l'expression 

et  l'on  voit  qu'en  mettant  X,  Y,  Z  au  lieu  de  cCq^  y^,  Zq^  on  pourra 
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écrire  simplement 

372  ^2  ^2 

d'où  suit,  pour  le  polynôme  adjoint  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (6),  l'expression 

Cela  posé,  faisons  successivement 

X  =  £, 
X  =  £', 

X  =  e% 

dans  le  polynôme  adjoint  du  premier  membre  de  l'équation  (6), 
savoir  / —  ).(X-  -h  Y^  -|-  Z^),  on  trouvera  qu'il  se  réduit  : 

Dans  le  premier  cas  à  (s^  —  ^)  (^'^ —  ^)^^7 
Dans  le  deuxième  cas  à  (e^^ —  e^)  (s  —  ^^)y^') 
Dans  le  troisième  cas  à  (s  —  ^'^){^' —  ^'0-^^? 

de  sorte  que  les  carrés  des  trois  fonctions  linéaires  qui  nous 
restaient  à  déterminer  étant  connus  par  les  seules  quantités  £,  £^, 
s'^,  ces  fonctions  elles-mêmes  et  les  coefficients  de  la  substitu- 
tion (5)  sont  complètement  déterminés. 

L'analyse  que  nous  venons  d'employer  s'étend  d'elle-même  au 
cas  d'un  polynôme  à  un  nombre  quelconque  d'indéterminées,  et 
nous  pensons  n'avoir  besoin  de  rien  ajouter  pour  que  les  élèves 
puissent  faire  eux-mêmes  cette  généralisation.  Mais  il  nous  reste 
à  démontrer  que  toutes  les  quantités  dont  nous  avons  donné  la 
détermination  ont  des  valeurs  toujours  réelles. 

Rien  n'est  plus  facile  pour  le  cas  des  polynômes  à  deux  indéter- 
minées 

/=  AX2+'iBXY  +  GY2. 

En  effet,  nous  avons  trouvé  sous  la  forme  suivante  l'équation 

en  X,  savoir 

(A  — X)(G-X)— B2  =  o; 

et  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  A  >>  C,  on  voit  immédiate- 
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ment  qu'en  substituant  dans  le  premier  membre  les  valeurs 

H- co,      A,      G,      —00, 

il  prendra  les  signes 

-H,      —       —       ^-. 

L'équation  proposée  a  donc  deux  racines  réelles  :  l'une  plus 
grande  que  A,  l'autre  plus  petite  que  C,  et  nous  pourrons  supposer 
que  la  première  soit  e  et  la  seconde  e  .  Cela  posé,  les  valeurs 
obtenues  pour  les  carrés  œ'^  et  y^  donnent,  en  y  faisant,  par 
exemple,  Y  rr=  o,  les  équations  suivantes 

£  £  £  £ 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  reconnaît  qu'elles  sont 
positives;  donc  a  et  [3  sont  réels,  et  il  en  serait  cle  même  pour  ol' 
et  !3^ 

Abordons  maintenant  la  même  question  dans  le  cas  plus  difficile 
des  polynômes  à  trois  variables. 

Afin  d'indiquer  complètement  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de 
connaître  pour  étendre  au  cas  général  la  méthode  que  nous  allons 
suivre,  nous  démontrerons  d'abord  ce  lemme,  qui  est  important  en 
lui-même  : 

Lorsque  V invariant  d\in  polynôme  homogène  du  second 
degré  se  réduit  à  zéro,  le  polynôme  adjoint  est  un  carré  par- 
fait. 

Considérons,  par  exemple,  les  polynômes  à  trois  variables 

f^  AX2  +  A'  Y2  -f-  A"Z2 -^  2  B  YZ  +  2  B'ZX  +  2  B"XY, 

et  prenons,  mais  sans  supposer  les  coefficients  réels,  la  substitution 
que  nous  avons  précédemment  déterminée  : 

^  =  aX  -+-a'YH-a"Z, 
^=.PX  +  P'Y+P"Z, 
^  =  YX  +  T'^  +  f  2:, 

de  telle  sorte  qu'on  ait 

X2-}-Y2h-Z2=      ^2_|_      ^2_|_^2. 
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Nous  avons  trouvé,  quelle  que  soit  l'indéterminée  X,  le  polynôme 
adjoint  de 

/•_X(X2-i- Y2-f-  Z2) 

égal  à 

donc,   supposant  X  =  o  et  désignant  par  F  le   polynôme   adjoint 
de  /,  on  voit  que  la  substitution  ci-dessus  donnera  en  même  temps 

Cela  posé,    si   l'invariant  de  /  est  nul,   l'équation  qui   a   pour 


A  -  X         B"  B' 

B"        A'— X  B 

B'  B         A"—  X 


=  o, 


sera  vérifiée  pour  X  =  o,  de  sorte  que  l'une  de  ses  racines  s'éva- 
nouira. Or  on  voit  qu'alors  des  trois  carrés  dont  se  compose  F  un 
seul  subsistera,  ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 
Observons  que  dans  le  cas  du  polynôme  à  deux  variables 

f=  A^2_|_  2Ba77  H-  Gy^, 

cette  proposition  serait  évidente,  car  le  polynôme  adjoint  étant 
alors  A.y^ — '^'Bccy  -}-  Cx^  est  un  carré  parfait  en  même  temps 
que/,  lorsque  l'invariant  A  G  —  B-  est  nul.  Ce  seul  cas  nous  suffira 
même  pour  ce  qui  va  suivre,  comme  on  va  voir. 

Mettons  l'équation  en  X,  en  employant  la  valeur  développée  du 
déterminant  sous  cette  forme 


(10) 


(A"— X)[(A  — X)(A'— X)— B''2] 

_[(A  — X)B-^— 2B"BB'-f-(A'— X)B'2]z:z.o, 


et  considérons  l'équation  du  second  degré 

(il)  (A  — X)(A'— X)-  B''2::^o. 

On  a  établi  tout  à  l'heure  la  réalité  de  ses  racines,  et  l'on  a 
démontré  qu'en  supposant,  par  exemple,  A  >  A'  l'une  d'elles  'r\ 
était  plus  grande  que  A,  et  l'autre  y]^  plus  petite  que  A^  Cela  posé, 
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substituons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  les  valeurs 


les  signes  correspondants  aux  valeurs  extrêmes  seront  — oo  et  -|-oo, 
et  nous  allons  prouver  que  pour  X  =  r\  il  est  positif,  et  pour  à  =  t/, 
négatif.  Dans  ces  deux  cas,  en  effet,  la  première  partie  de  l'équa- 
tion (lo)  s'évanouit,  et  la  seconde,  en  y  considérant,  pour  un 
instant,  B  et  B^  comme  deux  indéterminées,  représente  un  poly- 
nôme à  deux  variables,  dontl'invariant  égal  à  (A  —  ^)(A-^  —  '^)  — B'^^ 
s'évanouit  par  hypothèse.  Quels  que  soient  donc  B  et  B',  ce  poly- 
nôme sera  du  signe  de  son  premier  terme;  mais  nous  savons  que 
l'on  a 

A  — ï]<o,         A— T)'>o; 

les  résultats  des  substitutions  ont  donc  les  signes  que  nous  avons 
annoncés.  Il  s'ensuit  que  l'équation  en  X  a  ses  trois  racines  réelles; 
la  plus  grande,  s,  supérieure  à  '/^;  la  moyenne,  s',  comprise  entre  Tj 
et  r/;  la  plus  petite,  s'^,  moindre  que  ^i' .  Et  en  même  temps  on 
obtient  cette  conséquence  que  les  racines  de  l'équation  (i  i)  étant 
comprises,  l'une  entre  s  et  s',  l'autre  entre  s  et  s'^,  le  polynôme 

(A  — X)(A'-  X)— B"2 

possède  exactement  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  (9).  On  remarquera 
aussi  c[u'il  suit  du  mode  de  détermination  précédemment  obtenu 
pour  les  coefficients  a,  p,  y,   . . .,  qu'on  a  ces  valeurs 

^,^_  (A-£)(A'-£)-B''2 


P"2  = 


(£-£")(£'-  ^") 


Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  et  en  ayant  égard  à  l'ordre 
de  grandeur  des  quantités  s,  e^,  e'^,  on  reconnaît  immédiatement 
que  ces  valeurs  sont  positives.  Maintenant  il  suffit  d'avoir  prouvé 
que  ol'^  est  réel,  par  exemple,  pour  en  conclure  que  ol'  et  a  le  sont 
aussi.  Comparant,  en  effet,  les  termes  en  YZ  et  ZX  dans  le 
développement  de  (aX  -f-  a^Y  +  ad^Z)^  et  du  polynôme  adjoint  de 
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f — £(X2  +  Y2+Z2),  on  trouvera  pour  a^a'^  et  a'^ a  des  expressions 
réelles;  donc,  etc.;  et  l'on  raisonnerait  de  même  par  rapport  aux 
quantités  ^^  ^^  et  y',  y^ 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  faisant  remarquer  que  la  méthode 
suivie  pour  établir  la  réalité  des  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  X  a  déjà  été  donnée  par  M.  Gauchy,  mais  sous  une  forme 
un  peu  différente,  dans  le  troisième  Volume  des  Exercices  mathé- 
matiques. Nous  ferons  voir  aussi,  en  peu  de  mots,  qu'elle  s'étend 
immédiatement  aux  équations  générales  relatives  à  des  polynômes 
homogènes  du  second  degré  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
équations  qui  s'offrent  dans  la  détermination  des  inégalités  sécu- 
laires des  éléments  du  mouvement  elliptique  des  planètes. 

Considérons  à  cet  effet  l'équation  en  X  de  degré  /?  +  i ,  dont  le 
premier  membre  serait  le  déterminant 

-X 


^n-^Y  — 


«1,1- 
«2,1 

«/î+1,1 


«1,2 
«2,2  —  X 

«/i,2 

«/i-1-1,2 


«1, 
«2  / 


^n-h\,ti 


«l,?^^-l 
«2,'i-l-l 

«/i,/i+l 
«/i-l-l,;i+l  —  X 


les  quantités  aij  vérifiant  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  la 
condition  aij=:  aj^i.  Nous  supposerons  qu'on  ait  démontré  la 
réalité  des  racines  de  l'équation  analogue,  mais  de  degré  /z,  dont 
le  premier  membre  serait  le  déterminant 

«1,1 —  ■^  «1:2  •••  «1,/i 

«2,1  «2,2 —  '^        •  •  •  «2,/'i 


An  = 


«n,i 


«7Z.,« 


et  nous  nommerons  ces  racines,  rangées  par  ordre  croissant  de 
grandeur, 

^X,      'r,2,      "^s,       ...,      'Tin- 

Nous  supposerons  aussi  qu'on  ait  démontré  que  le  déterminant 
déduit  du  précédent,  en  supprimant  la  dernière  colonne  verticale 
et  la  dernière  ligne  horizontale,  savoir 
-X 


«1,1- 

«2,1 
«rt-1,1 


«1,2 
«2  2  —  '^ 

««-t,2 


«1,«— 1 
«2,/z-l 


««  -1,«-1 


—  X 
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possède  la  propriété  caractéristique  de  la  dérivée  première  de  \nj 
prise  par  rapport  à  X,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  y  fait  les  substitu- 
tions 

>^   =  '^l,        '-G2,       "^3.        ...,       'n/tl 

les  signes  des  résultats  seront  respectivement 

et  ne  présenteront  que  des  variations.  Gela  posé,  nous  décompose- 
rons A/2_|.i  en  deux  parties  comme  il  suit  : 


^«+t  = 


^\,\~ 

A 

«1,2 

«2,1 

«2,2  —  ^^ 

«/M 

««,2 

0 

0 

«1,1- 

-X 

«1,2 

«2,1 

^2^2 A 

*/i,l 


««-f-1,1  «/2+l,2 


«1,/1 

o 

«2,7. 

0 

/7 ,  /^ 

X 

0 

0 

«;z+l 

n-{-l 

«1,7Z 

«/7 

/i+i 

«2,71 

a2 

î+i 

La  première  sera  évidemment  le  produit  de  anj^\^n-\-\  —  '^^  par  le 
déterminant  A,^,  et  la  seconde,  en  j  considérant  pour  un  instant 
(^K.n^Ki  <^2,/z+^7  •••5  <^/z,/^+i  comme  n  indéterminées,  sera  au  signe 
près  le  polynôme  adjoint  du  polynôme  suivant  : 

Xi  [( «1,1—  X)Xi-i-  «1,2^2  -1-. ..+  «1,«X,,] 

H-  X2  [6?2,i   Xi  +(«2,2—  X)X2-f-.  .  .+  «2,/iX,J 


•  X;j[a;i^|  Xi 


-(«7^,/^—  ^)X/,.], 


dont  l'invariant  est  précisément  A,^.  Or,  en  substituant  au  lieu  de  \^ 
dans  A/^^^ ,  la  série  des  racines  'A),  de  l'équation  A/2  =  o,  cet  inva- 
riant s'évanouira,  et  alors  le  polynôme  adjoint,  se  réduisant  à  un 
carré  parfait,  sera  toujours  du  même  signe,  quelles  cjue  soient  les 
valeurs  des  quantités  a^^/^^|,  a 


2,72+1  !>•••?    ^/l^n  +  \ 


Maintenant  il  est 
aisé  de  voir  que  le  coefficient  de  ci^^^nj^^  sera  le  déterminant  t^n-\'i 
affecté  dn  signe  — .  Donc  pour  les  valeurs 


^1, 


02, 


^3. 


Hosted  by 


Google 


THÉORIE    DES     POLYNOMES    HOMOGENES.  4^^^ 

les  signes  correspondants  de  A,;^,   seront  ceux  de  — A/;_^,   c'est- 
à-dire^  d'après  ce  qu'on  admet, 

-,     +,     -,     ...,    (-1)^'. 

Joignons  enfin  à  ces  substitutions  les  suivantes  :  X  = — oc  et 
X  =  +  00  ;  en  observant  que  le  premier  terme  de  à„_^\  est  ( —  X)'^"'"^ , 
on  trouvera  finalement  que  les  signes  de  cette  fonction  pour 

X  =  — 00,  '/)!,  y]5,  .r]3,  ,..,  rin,  -+- oo 

seront 

-4-.       -,       +,       -,       ...,      (-1)",      (-i)''^+l. 

De  là  résulte  que,  sous  les  hypothèses  admises,  l'équation 
A,i_^^  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles.  Et  de  plus  on  voit  par  les 
limites  entre  lesquelles  sont  comprises  ces  racines  que  A^^  jouirait, 
par  rapport  à  cette  équation,  de  la  même  propriété  que  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre.  Dès  lors,  les  propriétés  que  nous 
voulions  établir  dans  toute  leur  généralité  découlent  immédiate- 
ment de  ce  qu'elles  ont  été  démontrées  dans  le  cas  particulier  que 
nous  avons  eu  en  vue  pour  la  recherche  des  axes  principaux  des 
surfaces  du  second  ordre. 


IV.  —  Théorème  général  sur  la  réduction  des  polynômes  homo- 
gènes du  second  degré  par  des  substitutions  à  coefficients  réels, 
à  des  sommes  de  carrés. 

Ce  théorème  s'énonce  ainsi  : 

De  quelque  manière  qu'on  transforme  un  polynôme  du  se- 
cond degré  à  coefficients  réels  en  une  somme  de  carrés  de 
fonctions  linéaires  réelles,  ces  carrés  étant  affectés  de  coeffi- 
cients numériques  également  réels,  le  nombre  de  ces  coefficients 
qui  auront  un  signe  donné  sera  toujours  le  même. 

Ainsi,  par  exemple,  étant  proposé  le  poljnome 

(l)  X;^-~X\         ...         X. 
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on  ne  pourra  par  aucune  substitution  réelle  de  la  forme 

Îa^o  =  ao  Xo  +  (3o  Xi  +  .  .  .  -H  Xo  X^, 
Xi  =  ai  Xo-h  Si  Xj  -I-.  .  .H-  >ci  X/,, 
Xn=  a/iXo+  (3,iXi  +  .  .  .-HZ/,X,,, 
le  transformer  en  un  autre  polynôme  tel  que 

(3)  —  XJ  —  X^  — . . .  —  X^  -4-  ^/c+i  4-  X/^^_2  -h.  . .  -I-  XJ, 

k  étant  différent  de  L  C'est  ce  cas  particulier  auquel  se  ramène 
immédiatement  le  théorème  général  que  nous  allons  établir. 

Et  d'abord  on  peut  supposer  k  >>  i,  car,  s'il  en  était  autrement, 
on  résoudrait  les  équations  (2)  par  rapport  aux  indéterminées  X, 
et  l'on  raisonnerait  sur  cette  nouvelle  substitution  à  coefficients 
réels  comme  ceux  de  la  proposée.  Cette  résolution  d'ailleurs  n'est 
jamais  impossible,  car,  en  nommant  pour  un  instant  S  le  détermi- 
nant relatif  aux  équations  (2),  on  sait  que  l'invariant  du  poly- 
nôme (i),  à  savoir  ( —  i)^"^\  sera  le  produit  de  l'invariant  du  poly- 
nôme (2)  dont  la  valeur  est  ( —  1)'^'^%  multiplié  par  le  carré  de  S; 
et  cette  relation  montre  que  S  n'est  jamais  nul. 

Cela  posé,  parmi  les  diverses  équations  auxquelles  les  coefficients 
de  la  substitution  (2)  doivent  satisfaire,  on  voit  s'offrir  en  premier 
lieu  celle-ci  : 


qui  ne  pourrait  évidemment  être  vérifiée  que  par  des  valeurs  ima- 
ginaires des  quantités  a,  si  l'on  avait 

ao=o,  ai  =  o,  ...,  a^— o. 

Or  on  va  voir  comment,  en  admettant  la  substitution  (2),  il  est 
possible  d'en  déduire  une  nouvelle,  qui,  changeant  le  polynôme  (i) 
en  le  polynôme  (3),  ait  ses  coefficients  réels,  et  de  plus  présente 
ce  caractère  que  l'indéterminée  Xq  ait  disparu  dans  les  expressions 
de  ^0?  '^M  •••?  -^/f-i-  Comme  on  suppose  /r  >>  ^,  k  —  i  sera  au 
moins  égal  à  /,  et,  les  conditions  précédemment  énoncées  se  trou- 
vant réalisées,  notre  théorème  se  trouve  par  là  même  démontré. 

A    cet    effet,    nous   commencerons  par  remarquer  qu'on  peut^ 
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sans    changer    le    polynôme    (3),    y    remplacer    Xq    et    Xi    par 

XqCoscp -H  Xi  sincp,   X^sincp  —  Xi  cos'^,    et   introduire  par  là   un 
angle  arbitraire  cp  dans  les  formules  (2),  qui  deviendront 

cûQ  =  {cC()  coscp  -H  Po  sincp)Xo-h(ao  sincp  —  [3o  coscp)Xi-i-.  .  ., 
a;^  =(ai  coscp  -f-  ^i  sincp  )Xo-i-(ai  sincp  —  pi  coscp)Xi-4-.  .  . , 

Maintenant,  et  quels  que  soient  les  coefficients  a,  P,  .  .  .,  on  pourra 
disposer  de  cet  angle  de  manière  à  avoir 

cco  coscp  +-  Po  sincp  =  o, 

et  l'on  sera  amené  à  une  nouvelle  substitution  également  réelle  où 
l'indéterminée  X^  aura  déjà  disparu  dans  la  valeur  de  ^q.  Cela 
fait,  partons  de  cette  nouvelle  substitution  pour  y  introduire 
de  nouveau  un  angle  arbitraire,  en  remplaçant  X,  et  Xo  par 
X^  coscp  +  X2  sincp,  X^  sincp  —  X2  coscp,  ce  qui  se  fera  encore  sans 
changer  le  polynôme  (3).  On  voit,  en  raisonnant  comme  tout  à 
l'heure,  qu'on  pourra  annuler  le  coefficient  de  X^ ,  dans  l'expression 
de  Xq.  Or  des  calculs  analogues  pourront  être  continués  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  amené  à  remplacer  X/f_^  et  X/f  par  X/f_^  coscp  +  X^  sincp, 
X/(•_^  sincp  ^  Xyt coscp,  et  en  dernière  analyse  on  voit  que  de  la 
substitution  (2)  on  aura  déduit  par  des  opérations  toujours 
possibles  une  substitution  réelle  dans  laquelle  Xq,  X|,  ...,  X/f_i 
auront  disparu  de  l'expression  de  l'indéterminée  Xq.  Ce  premier 
point  établi,  nous  concevons  qu'on  répète,  en  raisonnant  sur  la 
valeur  de  l'indéterminée  suivante  x^^  des  opérations  toutes  sem- 
blables, mais  en  se  bornant  à  faire  disparaître  de  proche  en  proche, 
dans  l'expression  de  cette  indéterminée,  les  coefficients  de  Xq, 
X^,  . . .,  X/f_2.  On  n'aura  ainsi  besoin  d'introduire  dans  les  substi- 
tutions successives  que  les  indéterminées  Xq,  Xi,  ...,  X/t._^,  de 
sorte  que,  ces  calculs  faits,  on  ne  verra  reparaître  dans  la  valeur 
de  Xq  aucune  des  indéterminées  qui  en  ont  déjà  été  éliminées.  Cela 
posé,  il  est  clair  qu'en  raisonnant  d'une  manière  analogue  succes- 
sivement sur  ^2?  ^3j  •••7  011  s^ra  en  dernier  lieu  conduit  à  faire 
disparaître  la  seule  indéterminée  Xq  de  la  valeur  x/ç_^.  Elle  ne  se 
trouvera  point  d'ailleurs,  dans  les  indéterminées  précédentes  ^a_2  5 
^/f_3,  .  .  .,  .^0  7  6t  de  la  sorte  on  sera  parvenu  à  une  dernière  substi- 
tution, conséquence  de  la  substitution  (2),  changeant  encore  le 
polynôme  (i)  en  le  polynôme  (3)  et  qui  tombe  dans  le  cas  indiqué 
H.  —  II.  3o 
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plus  haut,  où  il  est  manifestement  impossible  que  les  coefficients 
soient  des  quantités  réelles. 

Passons  maintenant  au  théorème  que  nous  voulions  établir. 

Supposons  qu'un  polynôme  homogène  quelconque  da  second 
degré  k  n-{-i  indéterminées,  /{uq^  u^^  ...,  Uf^)^  soit  transformé 
d'une  première  manière  en  une  somme  de  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients numériques,  par  la  substitution  réelle 

,^.  ]   Ui  =  a^  Xo^  biû^i-h.  .  .-^  k]Xn, 

(4)  <  ^ 

de  sorte  qu'on  ait 

Si  l'on  donne  une  seconde  substitution  également  réelle 

Uo  =  Ao  Xo  -4-  Bo  Xi  -H . . .  -+-  Ko  Xn, 
t^t  =  Al  Xo-4- Bi  Xi -{-'... -f- Kl  X/,,, 


Un=  A,,Xo-}-  B/,Xi+...  +  K,,X,„ 
de  laquelle  résulte  la  transformation  analogue 

/{uo,  Ui,  .  ..,  J^/^)=^  'OoX^-f-  '/j.^Xf  4-.  .  .4-iQ^X2, 

il  s'agit  de  prouver  que  le  nombre  des  quantités  e,  qui  auront  un 
signe  donné,  sera  égal  au  nombre  de  quantités  rj,  qui  auront  aussi 
le  même  signe. 

A  cet  effet,  et  pour  fixer  les  idées,  supposons  négatives  les  quan- 
tités £o7  ^1?  '"•)  ^ô  ^^  positives  les  suivantes  £/_^, ,  e/^o?  •••7  ^n-  Sup- 
posons aussi  que  7]o,  '/ii,  ...,  '^a  soient  négatifs,  tandis  que  7)^4.1, 
^1^+2?  '  •  '•)  "^1/2  seront  positifs.  On  aura  d'abord,  en  égalant  entre  elles 
les  deux  expressions  du  polynôme  proposé/(^^o,  Ui^  .  . .,  11,1)^ 

les  variables  étant  liées  par  ces  relations, 

«0  ^0+  ^0  ^i  +  -  •  .+  ^^0  ^7i=  A.0  Xo+  Bo  Xi-H.  .  .-I-  Ko  X/^, 
«1  ^0+  ^1  ^1  -+-•  •  --^  ^^1  ^n=  Al  XoM-  Bi  Xi  +  .  .  .-h  Kl  Xn^ 
1 

aaOC^-\-  bnOCi-^.  .  .M-  kjiXn  —  A,iXo-l-  B/;Xi-+-.  .  .-H  Y^aXn. 
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Maintenant  remplaçons  x^^x,^^  . . . ,  ^/  d'une  part,  ^/_f_i ,  Xi^2  ^'-i^n 
de  i  autre,  par  ■     __?     ,         •>  •  •  •  ?     ,  et  ■  . .^     ,       ->  •  •  •  ?  -;==  • 

Remplaçons  de  même  Xq,  X, ,  ...,  X/f  par    ,    "   .;    ,'  ^  •  ?  •••:»     , 

y  —  ^Q    y  — "^1  y  — "^A- 

A+1,  XA4.2,  .  . .,  X,i  par  — =^     ,  '      >  •••?  -=;  on  se  trouvera 
y-'Q/rr+i    y'nA'-i-2  y^'']^ 

amené  à  la  relation 


=  —  X^o  —  Xf  —. .  .—  X^H-  X^,.,.^  -h  Xfc+2  +• . .+  X|, 

les  variables  x  dépendant  des  variables  X,  par  les  relations  à  coef- 
ficients réels 

ao  bo  ko 

Xq  h-      ,  ^1  -h  ...  -i-  --^  Xn 

■  y  —  £1  V^n 

XqH ,  Xi  -1-.  .  .H ^=:X;î, 

/—"ni  y^n 

bi  kl 

Xo  -\-    -  ,  ^1  -H  ...  -f-  -=  Xrt 

s|—^\  Sl^n 

Xq  h /  Xi  -h .  .  .  H -jz=.  X^, 

y  — "^1                             y^ri 
? 

bn  ,  ,       kn 

Xo  -\-  371  +  ...  H yz=  Xn 

s/ —  Z\                                 S/Zn 
, Xq  +        ,  X  1  -h  ...  H —=,  X,i. 

y  — -qo  y  — 'Oi  /"n^ 

Or,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport  aux  indéterminées  x^ 
on  sera  conduit  à  une  substitution  réelle,  telle  que 

^Tq  =  CCq  Xo  -H  po  Xi  -f-  .  .  .  -f-  Xq  X,i, 

371     =    «1    Xo  -H     (3l    Xl   -i-  .    .    .  -4-    Xl  X;i, 


/— £0 

Ao      . 

y^— -no 

ai 

\/— £0 
Al      . 

y/— Yio 

«;z 

v/— £0 
A. 

37/,r=a;^Xo-H    (3,,Xl-f-..    .-l-X;,X;i, 

et  l'impossibilité  d'une  telle  substitution  a  été  démontrée  précé- 
demment. Ajoutons  encore  que  la  résolution  d'équations  dont  il 
vient  d'être  question  n'est  sujette  à  aucun  cas  d'impossibilité  ni 
d'indétermination,  si  l'invariant  du  polynôme  proposé 

yC^Oî  U\i  '  '  '  T  Un) 
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est  différent  de  zéro,  et  si  aucune  des  quantités  e  n'est  nulle. 
Nommant,  en  effet,  A  cet  invariant,  et  S  le  déterminant  relatif  aux 
équations  (4),  on  aura,  comme  conséquence  de  l'équation 

/(Mo,  Ml,   .  .  .,  U;i)=  £o^o-+-  £j^i  +.  .  .-+-  ^n^L 

la  relation 

d'où  il  résulte  bien  que  S  ne  peut  être  supposé  nul. 

La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  montre  comment 
la  distinction  en  diverses  espèces  qui  a  été  faite  de  polynômes  à  trois 
indéterminées,  au  point  de  vue  géométrique  de  la  distinction  des 
diverses  surfaces  du  second  ordre  c|ui  sont  douées  de  centre,  peut 
s'étendre  à  des  polynômes  à  un  nombre  quelconque  d'indéter- 
minées. Chaque  espèce  de  ces  poljaiomes  se  trouvera  définie  par  le 
nombre  des  carrés  qui  se  présenteront  affectés  de  coefficients  positifs 
ou  négatifs,  lorsqu'on  fera  évanouir  les  rectangles  par  une  substi- 
tution réelle.  Et  la  propriété  essentielle  de  cette  classification  con- 
sistera en  ce  que  tous  les  polynômes  qu'on  peut  déduire  les  uns 
des  autres  par  des  transformations  linéaires  à  coefficients  réels, 
offriront  tous  le  même  caractère  spécifique.  Mais  ces  considérations 
vont  recevoir  une  nouvelle  et  importante  application  dans  la 
question  suivante. 


V.  —  Sur  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  des 
équations  numériques  qui  sont  comprises  entre  des  limites 
données. 

Nous  considérerons  une  équation  à  coefficients  réels  quel- 
conques de  degré  /2,  F(Ç)=:  o,  dont  les  racines,  supposées  inégales, 
seront  désignées  par  a,  /^,  c,  ...,  A*.  Cela  posé,  soient  t  une  indéter- 
minée réelle,  et /le  polynôme  homogène  suivant  : 

/=        7  (^ -1- aj/ -I- a"2^ -H.  .  .-H  a'^-ip)2 


b~t 


{ce  -^  ky  -}-/:2^  -h.  .  .-+- /r'^-i  p)2  ; 


/c—  t 
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nous  établirons  d'abord  cette  proposition  : 

En  réduisant  f  à  une  somme  de  carrés  par  une  substitution 
réelle  [ou  si  Von  veut  en  cherchant  V espèce  à  laquelle  appar- 
tient ce  polynôme)^  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients 
positifs  serct  égal  au  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires 
de  V  équation  proposée ,  augmenté  du  nombre  des  racines  réelles 
qui  sont  plus  grandes  cjue  t. 

Soit,  pour  abréger, 

on  pourra  écrire /de  cette  manière, 

^        a—tb-t^"'~^  k  —  t' 

et  il  est  bon  tout  d'abord  de  remarquer  que  la  présence  des  racines 
imaginaires  dans  l'équation  proposée  n'empêchera  pas  les  coeffi- 
cients de  ce  polynôme  d'être  réels.  Effectivement  ces  racines  devant 
être  conjuguées  deux  à  deux,  si  l'on  a  a  =  a  -{-  [3  y/ —  i ,  une  autre 
racine,  b  par  exemple,  aura  pour  expression  b  =:  ol —  Py/ — i,  et 

les  termes  ^^^ — -^  y -^  ou  entrent  ces  racines,  seront  également 

a  —  t     b  —  t  '  ^ 

des  quantités  imaginaires  conjuguées  de  la  forme  A-f-By^ — i  et 
A  —  By/ —  I ,  dont  la  somme  sera  réelle. 

Gela  posé,  il  nous  est  nécessaire  d'établir  qu'en  faisant 

(  X  ^  a  y  -^  a'^  z  -+-... -{-  a'^-'^  (;  =  X , 
\x^by-^b'^z-^...-^  6«-i  (^  =  Y, 
i    1 

\  X  -^  ky  ^  k'^-z  -^.  .  .-\-  y^'^-i  P  =  y , 

on  en  tirera,  sans  impossibilité  ni  indétermination,  les  valeurs  de 
^,  jK,  s,  .  . .,  exprimées  linéairement  en  X,  Y,  Z,  .  . .. 
Effectivement  ces  équations  peuvent  s'écrire  ainsi 

cp(a)=X,         cp(ô)=Y,  ...,         cp(/c)  =  V, 

et  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donnera  immédiatement 

F(0       X        ,     F(0       Y        ,  ,     F(0       V 


Ç  — a  F'(a)        'C,~b  ¥\b)         '         t^  ~  k  F'(/c) 
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Or,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  Ç,  on  obtiendra  les  expressions  linéaires  de  x.y^  z^  ...^ 
en  X,  Y,  Z,  ...,  sans  autres  dénominateurs  que  les  quantités  F^(a), 
Fr(6),  ...,  F^(A'),  dont  aucune  ne  s'évanouit,  puisque  par  hypo- 
thèse l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales. 

Ce  point  établi,  considérons  en  premier  lieu  le  cas  où  les  racines 
a,  è,  c,  . . .,  A"  seraient  toutes  réelles.  On  pourra  alors  employer  la 
substitution  (i)  pour  reconnaître  l'espèce  à  laquelle  appartient  le 
polynôme/,  car,  exprimé  en  X,  Y,  Z,  . . .,  il  devient 

a~t  b  —  t  c  —  t  k~t      ^ 

et  l'on  voit  que  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients  positifs 
est  précisément  égal  au  nombre  des  racines  qui  sont  plus  grandes 
que  t,  La  proposition  annoncée  se  trouve  ainsi  immédiatement 
démontrée  dans  ce  premier  cas. 

Supposons,  en  second  lieu,  la  présence  d'un  ou  de  plusieurs 
couples  de  racines  imaginaires,  et  soient,  pour  fixer  les  idées, 
<2  =  a-f|3y/ — I,  6  =  a  —  Py/ — i.  Alors  la  substitution  (i)  n'est 
plus  à  coefficients  réels,  mais  nous  observons  qu'elle  le  deviendra 
en  mettant,  au  lieu  de  X  et  Y,  X  +  Yy/ — i  et  X  —  Y  y/ —  i . 
Effectivement,  au  lieu  des  équations  cp(<2)=  X,  (p(Z?)=r=  Y,  on  aura 
les  suivantes  : 

cp(a)=  cp(a -{- (3v/~)=  X  +  Yv/^TT, 
cp(6)  =  cp(a-Pv/=l)-X-Yv/=rT, 

et  l'on  voit  bien  que  les  nouvelles  indéterminées  X  et  Y  seront 
la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \J —  i  dans  l'expression 
(X)(a4-  ^^y  —  i).  Semblablement,  s'il  se  présente  un  autre  couple 
de  racines  imaginaires  conjuguées  c  et  d^  au  lieu  de  poser  cp(c)=:  Z, 
(p((i)  =  U,  on  écrira 

Cela  posé,  effectuons,  dans  le  polynôme  /,  la  substitution  (i), 
modifiée  comme  on  vient  de  l'expliquer  par  rapport  aux  racines 
imaginaires.  Les  termes  de  ce  polynôme  qui  correspondent  aux 
racines  réelles   donneront  précisément,   comme  dans   le  premier 
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cas,  autant  de  carrés  affectés  de  coefficients  positifs,  cp'il  y  aura 
de  racines  moindres  que  t;  ainsi  nous  n'avons  plus  à  considérer 
que  les  termes  correspondants  aux  racines  imaginaires  conju- 
guées.  Soient  a  et  b  deux  racines  de  cette  espèce;   les    termes 

— l — cD^Ca)-!-  T-^ — ^'(b)  deviendront,   en  effectuant  la  substitu- 

a  —  t  ^    ^    ■'        b  —  t^^^ 

tion, 

_4_(X^Yv/=Tr-H^(X-Y/-r, 

expression  susceptible  d'une  réduction  remarquable. 

Soit  en  effet     ^  ■  =  p(cos(p  +\/—  i  sincp),   t  étant  réel;  ^  _  ^ 

sera  la  quantité  conjuguée,  à  savoir  _^  =  p(coscp  — y  —  i  sincp), 
et  notre  expression  deviendra 


ces 


£ +/_  I  sin  ^  Vx -H  y/- [  )]' 

?_/— sin|)(x-Y/::r7)]'^ 


,  O  CD  \  2  /  cp  9 

2  p    X  cos  -  —  Y  sin  -      —  2  p    X  sin  -i-  +  Y  cos  -- 


Nous  sommes  donc  amenés  à  cette  conclusion,  que  la  présence 
d'un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées  dans  le  polynôme/' 
donne  lieu  à  deux  carrés  dont  l'un  est  affecté  d'un  coefficient 
positif,  et  l'autre  d'un  coefficient  négatif,  quel  que  soit  t.  Et  en 
général,  si  l'équation  proposée  contient  p.  couples  de  racines  ima- 
ginaires, les  termes  du  polynôme  /  qui  contiennent  ces  racines 
donneront  lieu  à  [j.  carrés  affectés  de  coefficients  positifs  et  à 
]x  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs.  Le  nombre  total  des 
carrés  affectés  de  coefficients  positifs  qui  s'offriront  pour  caracté- 
riser l'espèce  à  laquelle  appartient  le  polynôme  sera  donc,  comme 
nous  l'avons  annoncé,  le  nombre  de  couples  des  racines  imagi- 
naires augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée qui  sont  plus  grandes  que  t. 

Désignons  par  (^)  ce  nombre  total  des  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs,  et  représentons  par  tç^  et  t^,  deux  valeurs  distinctes 
de  l'indéterminée  t  dont  la  première  soit  plus  grande  que  la 
seconde.  Il  est  visible  que  l'expression  (^^  )  —  [t^)  sera  précisément 
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le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée  F(î^)=:  o,  qui 
sont  comprises  entre  les  limites  /q  et  t^.  Maintenant  il  ne  nous 
reste  plus  que  quelques  mots  à  ajouter  pour  montrer  que  le  poly- 
nôme /'  peut  s'évaluer  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation 
F(Q=  o.  Observons,  à  cet  effet,  que  tous  les  coefficients  de/*  sont 

de  la  forme 

a^  ¥  c^  k^ 

1 r    H h.  .  .H r  ■ 

t  —  a        t  —  b        t  —  c  t  —  k 

Ur,  en  décomposant  en  tractions  simples  ?  on  prouvera 


F ^ ^ )  "    '       t  —  a        t—  b       ' "       t  —  k 

n(^)  désignant  la  partie  entière.  Si  donc  on  divise  ^^F^(/)  par 
F(^),  et  qu'on  désigne  par  R  le  reste  de  la  division,  on  aura  préci- 
sément 

R  a^  ¥  ki 

¥{^t)        t  —  a         t  ~  b  t  -  k 

La  quantité  désignée  par  [t)  se  trouvera  donc  en  réduisant  à 
une  somme  de  carrés  un  polynôme  du  second  degré  entièrement 
connu  ;  mais  cette  détermination  des  coefficients  peut  être  évitée 
par  l'analyse  suivante  qui  se  fonde  sur  la  proposition  déjà  démon- 
trée, que  tous  les  polynômes  déduits  de  /,  par  des  substitutions 
réelles,  appartiennent  à  la  même  espèce,  c'est-à-dire  qu'en  les 
réduisant  d'une  manière  quelconque  à  une  somme  de  carrés,  on 
arrivera  toujours  au  même  nombre  de  carrés  affectés  de  coefficients 
positifs  ou  négatifs. 

Soit 

l'équation  proposée.  Posons 

*(  ï)  =  X  H- ç  Y -+- c-z  ^. . .  + ?'^-^  V, 

nous  ferons  en  premier  lieu  la  substitution  propre  à  rendre  iden- 
tique, par  rapport  à  l'indéterminée  Ç,  l'équation 

En  comparant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes 
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puissances  de  5^,  on  déterminerait  effectivement  les  valeurs  de  x^ 
y^  5,  ...,  en  X,  Y,  Z,  —  Mais  il  suffit  de  remarquer  qu'en  mettant 
à  la  place  de  ^  les  racines  a,  6,  ...,  k.  on  en  tire  les  relations 

cp(a)=(a-0^(^),         cp(6)=:(è~0*(^), 

Il  s'ensuit  que  le  polynôme  /,  que,  pour  abréger,  nous  écrirons 
ainsi  : 

se  change  par  cette  substitution  dans  le  suivant 


le  signe   7^  indiquant  la  somme   de   tous  les  termes  relatifs  aux 

diverses  racines  a,  ^,  . . .,  k. 

Cette  transformation  obtenue,  nous  en  ferons  une  seconde,  en 
remplaçant  X,  Y,  Z,  .  . .,  V,  par  des  indéterminées  qu'il  convient 
de  représenter  ainsi  :  Ç^^,  Ç^,  Ç27  •••7  ^n-\i  et  cela  en  posant 


(A) 


On  arrive  alors  à  cette  conséquence,  que  les  fonctions  linéaires 
$(a),  ^(^),  .  .  .,  ^(^)j  peuvent  être  représentées  parles  cjuotients 

^         ,  -       ,'?   ■••'  ^       \  •)   si,  la  division  faite,   on  remplace  dans 
g  —  a     t-~h  X^  —  k         ^  ^  ^ 

chacun  d'eux  une  puissance  quelconque  de  Ç,   telle  cjue  ^\  par 

l'indéterminée  Ç/.  Nommant  donc  XJ^  une  seconde  quantité  analogue 

à  Ç,  il  est  clair  que  l'expression 

représentera  parfaitement,  et  sans  ambiguïté  possible,  ce  que  de 
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vient,  par  la  substitution  (A.),  le  polynôme 


pourvu  que,  les  divisions  effectuées,  et  après  avoir  ordonné  par 
rapport  à  Ç,  on  écrive  d'abord  Ç/  au  lieu  de  Ç^',  sans  toucher 
d'ailleurs  à  l'indéterminée  X^ \  puis,  cette  opération  faite,  qu'on 
remplace  semblablement  X^^  par  Ç^-,  après  avoir  ordonné  par  rap- 
port à  Ç'. 

Ceci  bien  compris,  rien  ne  sera  plus  facile  que  de  saisir  les 
transformations  successivement  indiquées  dans  les  équations  sui- 
vantes : 

Âaà  L,  —  a  Ç  —  a 

=  F(OF(C) 


(X-a)[X'-a) 

t-x,      t-r: 


l  —  ^'Xl  —  a,        X^—a 

î-ç'    yz^x^-a    Z^x:-al' 

La  dernière  nous  conduit  à  employer  les  relations  bien  connues 

de  sorte  que  le  résultat  de  la  substitution  (A)  dans  le  polynôme  f 
se  trouve  représenté  par  cette  expression  très  simple,  et  de 
laquelle  ont  disparu  les  racines  a,  6,  . .  .,  /r,  savoir 

Quelques  applications  suffiront  au  lecteur  pour  se  rendre  fami- 
lière cette  métamorphose  curieuse  d'une  fonction  entière  de  deux 
variables  Ç  et  X^  en  un  polynôme  homogène  du  second  degré,  et 
l'on  verra  sans  peine  un  algorithme  pratique,  qui  permet  d'effec- 
tuer rapidement  cette  transmutation  de  la  première  expression 
analytique  dans  la  seconde.  Mais,  pour  abréger,  nous  supprime- 
rons ces  détails  et  nous  nous  bornerons  à  remarquer  que,  lorsqu'on 
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donne  numériquement  les  limites  ^y,  t^^  on  doit,  pour  obtenir  les 
quantités  nommées  précédemment  (j^q)  et  {t\)^  opérer  sur  les 
expressions 

(A,-OF-(OF(r)-(^o-r)F(C)F(0 

dont  les  coefficients  sont  purement  numériques,  et  non  pas  sur 
Fexpression  générale,  contenant  l'indéterminée  t,  A  la  vérité,  on 
trouverait  de  cette  manière  (après  avoir  fait  disparaître  les  rec- 
tangles des  variables)  les  coefficients  des  carrés  exprimés  par  des 
fonctions  de  ^,  dans  lesquelles  on  pourrait  substituer  a  posteriori 
les  valeurs  ^o  ^t  t^  ;  mais  l'opération  serait  beaucoup  plus  embar- 
rassée et  plus  longue. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  savoir  combien  de  ra- 
cines de  l'équation 

sont  comprises  entre  zéro  et  l'unité.  On  trouvera  d'abord  (sup- 
pression faite  du  facteur  positif  3)  que  l'expression 

donne  le  polynôme  quadratique  à  trois  indéterminées 

Ce  poljnome  pour  ^  ==  o  se  réduit  à 

q-q-2ÇoÇ2+4^iC2  =  (?o-?i)^-(ïi-2?2)-^-i-3q; 
et,  si  l'on  j  fait  ^  =  i ,  il  devient 

-2^?-3î?-q-H2^1?0+4?l(;2--(Ç2-2Îl)2H-(?l-Co)^-3q. 

Dans  le  premier  cas  on  obtient  deux  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs,  et  aucun  dans  le  second;  ainsi  :  (o)==2,  (i)=  i; 
de  sorte  que  le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  qui  sont 
comprises  entre  zéro  et  l'unité,  est  égal  à  i,  différence  des  quan- 
tités (o)  et  (i).  Observez  enfin  que,  pour  une  valeur  de  t  infiniment 
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grande  et  positive,  ^  se  réduit  au  polynôme 
qu'on  décompose  aisément  comme  il  suit  : 

Donc,  comme  on  n'obtient  aucun  carré  affecté  de  coefficient  po- 
sitif, le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  qui  sont  supé- 
rieures à  l'infini,  augmenté  de  la  moitié  du  nombre  des  racines 
imaginaires,  c'est-à-dire  évidemment  le  nombre  des  couples  de  ces 
dernières  racines,  se  réduit  à  zéro.  Ainsi  l'équation  proposée  a 
toutes  ses  racines  réelles. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  considérations 
précédentes,  qui  ont  fait  voir  toute  l'importance  de  cette  opération 
algébrique  si  simple  et  si  élémentaire,  qui  consiste  à  mettre  un 
polynôme  homogène  du  second  degré  sous  la  forme  d'une  somme 
de  carrés.  Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  promis  en  commençant, 
nous  reviendrons,  pour  la  compléter,  sur  le  mode  particulier  de 
décomposition  qui  a  été  donné  au  paragraphe  I. 

Considérons,  par  exemple,  nn  polynôme  à  quatre  variables 
f(x^y^  ^,  ç);  la  méthode  dont  nous  parlons  conduit  à  un  résultat 
de  cette  forme, 

f{x,y^z,v)=       z  {x -\~  ay  -^  bz  ^  cvY^ 
H-  £'(jK  -+-  a  Z  -i-  b'vf, 
-^^"{z  -^a"zy, 

et,  comme  il  importe  surtout  de  connaître  les  facteurs  s,  e',  ^' ^  e'^^, 
dont  les  signes  déterminent  l'espèce  du  polynôme,  nous  allons 
donner  le  moyen  de  les  calculer  directement. 

A  cet  eifet,  nous  observons  que  l'invariant  du  second  membre 
sera,  d'après  les  théorèmes  précédemment  établis,  le  produit  ee'  e'^  e'^\ 
multiplié  par  le  carré  du  déterminant  relatif  aux  fonctions 
linéaires 


ay 

-hb 

z  -{-  cv, 

y 

-H  a' 

' z  -h  b'  v^ 

z  M-  a" ç^ 
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Or  on  reconnaît  que  ce  déterminant  se  réduit  à  son  terme  prin- 
cipal, qui  est  l'unité. 

Nous  pouvons  ainsi  regarder  comme  connu  le  produit  zz' rJ' e"^ , 
Cela  posé,  faisons  dans  l'écjuation  précédente  <^  ==r  o,  un  raisonne- 
ment tout  semblable  montrera  que  tz' z"  est  l'invariant  du  polj- 
nome  à  trois  variables  fi^x^y^  z^  o). 

Continuons  de  même  en  supposant  (^  =  0,  s  =:  o,  puis  enfin 
(;  r=:  o,  5  =  0,  /  =  o,  on  trouvera  successivement  que  s,  s^  est 
l'invariant  de/(^,  y,  o,  o)  et  s  le  coefficient  de  ^-,  dans  le  polynôme 
proposé.  Ces  quatre  coefficients  pourront  être  calculés  d'une  ma- 
nière directe,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

En  général,  soit  /{x^^  x^^  ...^  x,i)  un  polynôme  homogène  à 
n  +  I  indéterminées;  nommons  A/  l'invariant  du  polynôme  qu'on 
en  déduit  en  annulant  toutes  les  indéterminées  ^'/+i ,  ^/+25  •  •  •?  ^n^ 
et  Aq  le  coefficient  de  x\^  on  trouvera  par  la  méthode  de  décom- 
position en  carrés,  dont  nous  nous  occupons,  le  résultat  suivant  : 

r=  AoXj^-H  —  Xî-H  —  X|-4-.  .  .+  T X,.  -+-..  .-4- X;,, 

les  fonctions  linéaires  ayant  cette  forme, 

X^-  =  Xi  -h  aXi-^Y  +  h^i^i  4- ...  H-  kJCri, 

OÙ  a,  h^  . .  .,  k  sont  des  constantes  réelles. 

L'espèce  à  laquelle  appartient  le  polynôme  /  se  détermine  donc 
directement  d'après  le  nombre  des  termes  positifs  et  négatifs  de  la 
sidte 

Al        A2  A;, 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  nombre  des  variations  et 
des  permanences  de  la  suite 

I,      Ao,      Al,     A2,      ...,     A;,_i,     A^. 

C'est  donc  de  ces  quantités  que  dépend  la  détermination  de  l'ex- 
pression désignée  tout  à  l'heure  par  {t)  dans  le  polynôme 
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OU  dans  celui  qui  a  pour  expression  symbolique 

Relativement  au  premier  de  ces  polynômes,  on  trouve  ainsi  C[ue 


■i, 


(a  —  t){b  —  t){c  —  t) 


le  signe  7^  représentant  la  somme  des  termes  qu'on  déduirait  du 

premier  en  y  faisant  toutes  les  permutations  des  racines.  Or  ces 
formules  sont  précisément  les  fonctions  de  M.  Sturm,  sous  la  forme 
que  leur  a  donnée  M.  Sylvester;  de  sorte  que  les  considérations 
précédentes  peuvent  être  considérées  comme  donnant  une  démon- 
stration nouvelle  du  théorème  de  ce  célèbre  géomètre,  démonstra- 
tion dont  le  principal  caractère  est  de  n'employer  aucune  considé- 
ration de  continuité. 

A  ces  dernières  observations  sur  la  réduction  d'un  polynôme  du 
second  degré  à  une  somme  de  carrés,  nous  ajouterons  un  procédé 
donné  par  M.  Moutard^  professeur  à  Paris,  pour  effectuer  l'opéra- 
tion dans  un  cas  où  la  méthode  serait  en  défaut,  par  exemple  s'il 
était  question  du  polynôme 

y  —  a  xy  -^  ^ccz  -\-  yyz 
dans  lequel  les  carrés  des  variables  n'existent  pas.  On  observe  cjue 

et  qu'on  peut  ensuite  écrire 

^(ax  ^  ^z)(<xy  -h  p-s)=       [ace  -h  ay  -I-(y  +  P)^]~ 

ce  qui  donne  bien  une  décomposition  du  polynôme  proposé  en 
trois  carrés.  Et  l'on  pourrait  opérer  d'une  manière  semblable  dans 
les  cas  analogues  relatifs  à  un  nombre  quelconque  d^indéterminées. 
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SUR 

LE  RAYON  DE  COURBURE 

DES   COURBES  &AUCHES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,   i^  série,  t.  V,  1866,  p.  ^97. 


On  donne  clans  l'enseignement  un  calcul   an  peu   long   pour 
déduire  de  la  formule 

I  _  d(^ 

p        ds 

l'expression  du  carré  de  l'inverse  du  rayon  de  courbure  au  moyen 
des  coordonnées  ^,  jr,  z  et  de  l'arc  5,  savoir 

_L  :^  J-^[(da;d'^y-dyd^a^y^(dyd''z  —  dzd-^yy^{dzd^x  —  dcvd'-zy], 

la  variable   indépendante    étant   quelconque.    On    peut  l'abréger 
comme  il  suit. 

Soit  pour  un  instant 

dcc  ,        dy  dz 

ds  ds  as 

et  faisons 

a  ~  a-^  da^         b'  =  b  -^  dh^         c'—c~{~dc^ 

l'angle   de  contingence  do  sera  donné  par  la  formule  relative  au 
sinus,  savoir  : 

sin2  (icp  ={ab'—ba'y-'-\-{ac'—  ca'Y-^{bc' —  cb'Y; 
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de    sorte    que    l'on    aura    immédialement    d(p^    en    calculant    les 
expressions  ab' —  ba' ^  ....  Or  on  trouve 

ab' —  ba'  —  a{b  -+■  db) —  b{a  -^  da)^ 
=z  a  db  —  b  da^ 

dx     dy        dy     dx 
ds       ds         ds       ds 

et  cette  dernière  expression  donne  liea  à  la  rédaction  suivante 


dx  d^-y  ds  —  dy  d'^  s        dy  d'^x  ds  —  dx  d''-  s  _  dx  d^'-y  —  dy  d'^-  x 
ds  ds'^  ds  ds^  ds^ 

On  a  donc  par  un  calcul  bien  facile 

, ,       ,    ,       dx  d'^  y  —  dy  d^x   , 

ab  — ba  ^=- — -, ds. 

ds'^ 

et  semblablement 

,  ,       dx  d^z  —  dz  d'^x    , 

ac  —  ca  ~ :j— ds. 

ds-^ 

,    ,  , ,       dy  d-  z  —  dz  d'^  y    , 

bc  —  cb  =  -^ r— —  ds, 

ds^ 

d'où  suit,  comme  on  voit,  la  formule  annoncée. 


ds. 
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SUR  L'INTÉGRALE  ff, 


x'f^  dx 


-x^ 


Annali  di  Matematica,  t.  I  ('2^  série,  1867,  P*  i55). 


/r^in  don 
-^==  présente  deux  cas  bien  distincts,  suivant 
sj  \  —  x'-  " 

que  l'exposant  m  est  pair  ou  impair;   dans   le   premier^   elle  est 

transcendante,  dans  le  second,    simplement  algébrique  et  de  la 

forme  P\/i  —  x'-^  P  étant  un  polynôme  entier  en  x  qu'on  obtient 

ordinairement  au  moyen  dn  procédé  de  l'intégration  par  parties, 

mais  que  l'on  peut  déterminer  différemment  et  de  manière  à  mieux 

mettre  en  évidence  sa  nature  analytique. 

Je   chercherai  en  premier  lieu  le   degré  de  P,  en  développant 

suivant    les    puissances    décroissantes    de    la    variable    les    deux 

membres  de  l'équation 

j    v  «  —  ^'^ 

Dans  le  premier,  le  terme  le  plus  élevé  en  x  sera  — 7-=^?  ^t  dans 

le  second  a.x^^'^^  sj —  i ,  si  l'on  fait  P  =  y.x^'-\-  cfJ x^~^  +.  •  .;  de  sorte 
que  l'on  a 

[X   =771  —  I  , 

et  l'on  obtient  en  même  temps  la  valeur  du  coefficient  a,  savoir 


Cela  fait  je  poserai,  pour  obtenir  P, 

x'''^  dr 


l 


Pv/i  — ^ 


\/  \  —  X 
II.  —  IL  3r 
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C  étant  une  constante,  et  l'on  en  déduira 

G  I  r^'   x^^^-  dx 


P  = 


\/v~x'^-  sj  \  —  X-  J ^       \/ [  —  X- 

Or,  en  développant  le  second  membre  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  la  variable,  le  premier  terme  donnera  la  série  infinie 

C  ^  /         I     „        1.3,  \  .3 .5.  .  .9.71  —  I     „ 

:   G  (    I  -I-   -  372  +    — -  ^^-  -f-  .  .  .  H ^2«  _^  ,  ^ 


y/ £  ^.2  \  '2  '2-4  2./'\.6.  .  .2/1 

1  /^^      T"^  clx  Ml 

Quant  au  second  terme  — =^rr   /  ^  il  donnera  également 

naissance  à  une  série  inQnie,  mais  commençant  évidemment  par 
la  puissance  ^'^^+' .  Gomme  P  est  un  polynôme  fini  du  degré  m  —  i , 
il  est  clair  qu'en  posant  rn  —  i  =  a/z,  l'effet  de  ce  second  terme 

doit  être  de  détruire  tous  ceux  de  la  série     .  venant  après 

y/i  —  X- 

1 . 3  . 5 ...  9. 71  —  I      ^  „      1 ,     ,        ,  ^  1 

■  x-^K  d  ou  cette  conciusion  : 


2.4.6.  .  .'LU 


Dans  V équation  (i),  le  polynôme  P  est^  à  un  facteur  constant 
près^  \V ensemble  des  premiers   termes    du  dé^^eloppement  de 

(1 — X')   ^,    jusqu^au    terme    en  x-'^ ^    sui^>ant    les   puissances 
ascendantes  de  la  variable. 

Pour  déterminer  le  facteur  constant  C,  il  suffira  de  profiter  de 
la  remarque  faite  tout  à  l'heur e  que  a  == ;  on  devra  donc  poser 


I  .  o .  :> . . .  2  7i  —  i  I 

•iJ\  A) .  .  .  '/  a  ni 

d'où 

2 .4.6. . .2  n 


G  =  — 


m   i .  3 .3 .  .  .171  ■ 


J'observerai  enfin  que  l'équation  (i)  différentiée  donne 


r/F 

ax 


d'où  l'on  tire  aisément  une  équation  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre,  car  il  suffit  de  différentier  une  seconde  fois,  puis 
d'éliminer  le  terme  indépendant  de  P  et  de  ses  dérivées.  On  trouve 
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SUR    L  INTEGRALE       /  -'  4^J 


de  la  sorte 


x(i  —  a?2  ') h  [(  jn  —  Z^x-  —  m  1  -j h  (  m  —  i)xV  —  o. 

^  ^  dx~        '-  '  ^  dx 

Cette    équation  est   vérifiée    en   posant   P=-— =;  ainsi,  e« 

/ 1  —  x^- 

pariageant  cV une  manière  quelconque  le  développement  or- 
donné   suivant    les    puissances   croissantes   de  x   de    la  série 

(i  —  ^-)  -,  les  deux  parties  satisfont  à  une  même  équation  du 
second  ordre. 

-,  et  je  pose 

s/\  —  x'- 

alors 

£  désignant  une  constante  et  |îî  an  nouveau  polynôme,  commen- 

çant  comme  tout  à  l'heure  par  le  terme '■ Je  n'ajoute  pas 

de  constante,  le  second  membre  devant  être  comme  le  premier  une 
fonction  impaire  de  la  variable.  La  grande  différence  de  nature 
analytique  des  relations  (i)  et  (2)  va  se  manifester  à  l'égard  des 
polynômes  P  et  "|î,  car,  en  opérant  absolument  comme  plus  haut, 
on  obtient  cette  conclusion  : 

Dans  Inéquation  (2)  le  polynôme  |It  est,  à  un  facteur  près^ 
r  ensemble  des  premiers  termes  du  développement  de  la  fonc- 

j  arc  sin^     .  ,  .,„_, 

tion  transcendante  ——===::  jusquau  terme  en  x-"-    ',  suivant 

f  \  — x~ 

les  puissances  ascendantes  de  la  variable. 

Ce  développement  bien  connu,   et  que  donne  immédiatement 
l'équation 

dy  /  .  X 

savoir 

nrr,  sin.^  2     ,        i.li     ^  '}.A.Ç^...•).^l  —  ■>,     , 

— r=  ■=  X  -\-  -  x^  -\-  -—z  x^  -\- ,  .  .--r-  -—-. x-'^~^  -i'.  .  ., 

.  /  J  ^2  Ô  O.b  J  .   )  .y  .  .  .171  —    I 
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conduit,  en  faisant  m  =  2/z,  à  l'expression  suivante  : 

/  2     ,        o^.i     ^  '2  . 4 . 6  •  .  .  5. ;i  ~  '2     , 

\  3  3  ./5  3 . 3 . 7 ...  2  /i  —  I 

Et  en  même  temps  on  arrive  à  la  détermination  de  e  en  posant 

i.l\.Ç).  .  .in  —  1         I  r 

"  3 .  5 . 7  .  .  .  2  ;i  —  I         m        'i7i 
d'où 

ï  .3.3  .   .  .171  —  I 


2  4  •  ^  •  •  •  2  n 

c'est-à-dire,  précisément,  le  coefficient  de  ^^/z  dans  le  développe- 

_i 
ment  considéré  plus  haut  (i  —  x^)   ^. 

On  tire  aisément  de  ce  dernier  résultat  la  proposition  suivante  : 
En  désignant  par  F(x)  un  polyjionie  entier,    ^intégrale 


f 


^       sej^a  de  La  j orme 

s/\  —  x'^ 

dx 


, r     dx 

J    sj^  —  x"- 


<ï>(^)  désignant  aussi  un  polynôme  entier,  et  le  coefficient  s  de 
la  partie  transcendante  s'obtiendra  en  calculant  le  terme  indé- 
pendant de  X  dans  le  développement  de  V expression 


F(^)(i-^ 


suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable. 

Mais    on   peut    le    démontrer    immédiatement    en    remarquant 

C^^^ix^dT 
d'abord  que  l'on  a  évidemment    /  )  1 —  =7i£,  et  ensuite  que 

^  J_i     /i  — ^'^ 

-,  ,^    .  r'^'^  F(.r)  dx  .51.-  •    t  ' 

l'intéarale     définie     2  /  ,  peut    s  obtenir    en    intégrant 

^^All^,  z  décrivant  un  cercle  de  rayon  infini,  ayant  son  centre  à 

l'origine.   Il  faut,  à  cet  effet,   développer  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  z  l'expression  proposée 


y/l  —  ^2  zs/ 


=^«(-i)"'- 
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\J  \  —  x- 

_1 
Or,  F(^)  étant  un  polynôme  entier,  la  quantité  F(^)  (  i ^  j 


ne  renferme  qu'an  nombre  fini  de  puissances  positives,  et,  en 
désignant  par  p  le  terme  indépendant  de  la  variable  dans  cette 
quantité,  l'intégrale  cherchée  se  réduira  simplement  à  celle-ci, 


f- 


r  dz 


dz 

27rp, 


de  sorte  que  l'on  a  bien  p  ==  s. 

On  arriverait  enfin  au  résultat,   par  une  voie  purement  algé- 
brique et  très  simple,  en  partant  de  l'égalité 


/ 


¥ (x^  dx        ^  .     ^    1 r      dx 

s/i  —  x'-  J     sJx  —  C 


Il  suffit  en  eff'et  de  différentier,  de  développer  ensuite  les  deux 
membres  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  et  de 

comparer  les  termes  en  —  • 
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SUR 

LE  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE 

DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 

DE  PREMIÈRE  ET  DE  SECONDE  ESPÈCE. 


Annali  di  Matematica,  t.   Il  (2''  série,  1868,  p.  97  j. 
(Extrait  d'une  lettre  à  Brioschi.) 


Au  lieu  d'effectuer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable :r  le  développement  des  quantités 


1: 


Ix  f"^  k-x^-  dx 


/( i  —  x'^){i  —  k- x'^  )  J^      \/ {i  —  X-  )  {\  —  k-  x'^ ) 

je  poserai  dans  ce  qui  va  suivre 

Jq        \/{l~-X\)[^l  —  t^x-')  ^^ 

r""  k^'-x'^-dx  , — -  "V^  o       .    ,, 

J^     sj{i-x-){^~k^x-)  ^ 

De  cette  manière  on  obtient  pour  les  coefiicients  a,^  et  p,^  des 
polynômes  rationnels  et  entiers  par  rapport  au  module,  dont  voici 
quelques  propriétés. 

En  premier  lieu,  réduisons  à  un  terme  algébrique,  et  aux  fonc- 
tions de  première  et  de  seconde  espèce,  l'intégrale 


/ 


a^^P'  dx 


y/(^i  —  x-){\  —  k'^x-  ) 
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en  posant  cette  égalité,  où  l'exposant  n  est  entier,  P  un  polynôme 
entier  en  ^,  A  et  B  des  constantes,  savoir  : 


(/c^t2)«+1    dx 

== 

?/([  — ^2j(i  --  k-^x'-) 

^^{i  —  x'-){\  —  k^x-') 

A  r     ^" 

.J„    ^[s  —  :r-^){y-k-'xn 

A=^ 

'ni 

B  =  a„. 

on  aura 


Une  seconde  propriété  consiste  en  ce  que  les  polynômes  an  et  B^ 
sont  les  dénominatears  et  numérateurs  des  réduites  de  la  fraction 
continue  (  ^  ) 

/^ 


4(,_,.) ^ 


6(.^/c^)-  '">'" 


8  (  j  -+-  /c'^  j 
représentant  le  quotient 

dx 


1 
ï 


Introduisons,   au  lieu  du  module,  la  quantité  /c  +  j  =:  2£,   et 
posons 


3 . 5  .  .  .  2  /i  -f-  I  3  . 5 .  .  .  -2  7Z  -f-  i  ' 


(^)    Cette    assertion   n'est   exacte  qu'à   des    facteurs    numériques   près.    Si  l'on 


p 

désigne  par  —~  la  /l'èmo  réduite,  on  a 


p,.  =  ^—^ p„. 

'  '         1 . .) .  a .  .  .  2  /i  -H  I 


Q„- 


"        1 . 3 . 5 ...  2  71  4-  I 


E.  P 
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on  aura  ces  relations, 

dz  dz  '       dz 

dz  dz  dz 

el  enfin  les  deux  équations  simultanées  linéaires  que  voici  : 

dz  '  dz^-  dz 
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SUR  L'EXPRESSION 

DU 

MODULE  DES  TRANSCENDANTES  ELLIPTIQUES 

EN  FONCTION  DU  QUOTIENT  DES  DEUX  PÉRIODES. 


Annali  di  Matematica,  t,   lïl  {i^  série,  1869,  p.  8j) 


On  sait  qu'en  posant 
on  a  pour  le  module  k^=z  /(^oj)  cette  expression, 

intû  Z7IW  ,  ïTztû 

^ ,      ,         ,       2  e    ^     -4-  9.  e       ^'-4-2  6         ''     - 


l  _]_  '2  qI'K'.O   _|_  ■)  Qk-lTiLù  __|_   2  g9^"TC(jt)  _ 


OÙ  la  variable  w  entre  sous  forme  transcendante,  et  j'ai  observé 
ailleurs  qu'en  appliquant  la  formule  de  Maclaurin  à  la  quantité 
f(^i-{~iù)  pour  obtenir  un  développement  algébrique  par  rapport 
à  co,  les  coefficients  au  lieu  d'être  rationnels ,  comme  dans  les 
diverses  séries  élémentaires  sinco,  cosco,  log(i  +  d)),  contiendront 
la  transcendante  numérique 


r  ^       do 


X    V^' 


M'étant  proposé  de  calculer  les  premiers  termes,  j'ai  été  conduit  à 
un  autre  développement  également  algébrique,  mais  où  les  coeffi- 
cients sont  purement  rationnels,  comme  on  va  voir. 
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Partant  des  formules  données  ip^ir  Jsicohi  ddiiis  les  F ujidainen ta ^ 
§  29,  et  où  l'on  fait 


q  =  i  —  2/c2,  J 


i  \/' 


d^ 


2.4         2.4.6.8         2 .  4 .  ^i  •  8 .  1  o .  [  2 
7T    /q  32.^3  3^72.^5 


K  =  J  h  + 


2J\2  2.4.6  2.4.6.8.10 

^2  52.^4  52.92.^6 


4  2.4.6.8  2.4.6.8.  fO.  12 


2  J  \ 2         2.4.6         2 . 4 • 6 . 8 .  J  o 
j'en  déduis 

q       32.^3        32.72.^3 


2        2.4.6       2.4.6.10      *"  2J2K'— K       2J2 


«72  32.  (7^  32.G2.r/«  71       K   -+-  K  TZ       0}  -^  l 

[  -f-   — \ ! — -I-.  .  . 

2.4  2.4.0.8         2 . 4 . 6 . 8 .  I  o .  I  2 

et,  le  retour  des  suites  donnant  la  valeur  de  q^  on  trouvera  cette 
expression  où  les  coefficients  sont  tous  rationnels,  savoir  : 


1  /  2  J  2  co  —  A        /  2  J  2  (0  —  A3 

2  \     TT       (ù  -\~  i  /           \     TT       OJ  ^  i  J 
'^  2  J  2     (.0  —  A  ''^  3    /  2  J  2    W  l 


I  3    \     TT       (x>  -\~   l  /  0    V     7Ï       M 

Faisant  pour  un  instant 

2  J  2  0)  —  i 

on  aura  donc 


2  J  2 7T  ;  /  2  '  '  10'  0 


et  la  série  en  'C,  du  second  membre  aura  cette  propriété,  qu'en  y 

changeant  Ç  en ;-. l,  oli  a  et  b  sont  entiers,  la  nouvelle  série 

ainsi  obtenue  sera  liée  à  la  première  par  une  équation  algébrique, 
cette  relation  entre  les  deux  séries  étant  l'écpiation  modulaire  pour  la 
transformation  dont  l'ordre  esta^  4-Z?^.  Cette  remarque,  appliquée 
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au  cas  le  plus  simple  où  l'on  suppose  r^  =  i ,  b  =  1^  donne  pour 
conséquence  que  le  développement  suivant  les  puissances  de  Ç  de 
l'expression 

[-+-4^:^/:'^ 
ne  contient  cjue  les  termes  dont  l'exposant  est  ^  2mod4. 
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SUR  L'INTÉGRALE  £ 


dx 


{a  —  œ)\J  i  —  x^ 


Annali  di  Matematica,  t.  III  {i^  série,  1869,  p.  83). 


En  supposant  le  radical  y/i  —  x-  pris  avec  le  signe  +,  on  prouve 
aisément  que  l'on  a  la  valeur 


X 


dx 


J—i     (^^  —  x)\/i  —  X-        sj  a^- — I 

le  second  membre  ayant  le  même  signe  que  a  dont  la  valeur 
absolue  doit  être  supérieure  à  l'unité.  Mais  ce  résultat  suppose  a 
réel,  et,  si  l'on  fait  en  général  a  =  A  +  By/ —  1 ,  le  signe  du  radical 
sj a^  —  I  se  détermine  par  la  condition  qu'en  posant 

=:  a  +  b/— I, 

a  et  A  aient  le  même  signe,  ou  encore  que  b  et  B  soient  de  signes 
contraires,  l'une  de  ces  conditions  entraînant  l'autre. 
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Annali  di  Mateniatica,  t.  III  (2^  série.  1869,  p.  83). 


En  posant  avec  Gauchy 

£'^  I        r^ 

E/,  =  — /      sin^'^o)  cos(£cosa))<ico, 

3 . 5 . 7 .  .  .  2  /i  —  ^   ^  Jq 

l'intégrale  définie  qui  figure  dans  cette  expression  étant  la  trans- 
cendante de  Bessel,  on  trouve,  lorsque  n  est  un  grand  nombre,  la 
valeur  limite  que  voici.  Posons 

£  =  TT  sincp, 
on  aura 


E,,-  -^ 


\/'?.niz  coscp 
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SUR  L'INTÉGRALE  .£- 


sin  a  dx 

IX  cosa  -\~  X- 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  t.  I  (1870,  p.  820). 


Soit 

sin  a  <:/a7 


X  cosa  +  ^'^ 


il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  l'on  a 

/(7.-^Tu)---/(a); 

car,  en  faisant,  dans  l'expression 

"^  sin  7.  dx 


/(a  -4-71)=:- 

la  substitution  x  — - —  /^,  nous  obtiendrons  sur-le-cliamp 

/(a -1-71)=-—  / =-/(7). 

La  fonction /(a)  est  donc  périodique,  et  il  suffit,  pour  en  obtenir 
la  valeur  générale,  de  la  déterminer  en  supposant  a  compris  entre 
zéro  et  tc.  Faisant  à  cet  effet 

X  —  cosa  =  u  sin  a. 


ce  qui  donnera 

s  i  n  a  dx 

1  —  'IX  cosa  -f-  x'^ 

nous  écrirons 

1  —  00s  a 

du            f 

—  1— cosa 

J    .      I — 2  57  cosa -i- ^2  .       /., 

1  -h  ;<■■' 
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SUR    L  INTEGRALE       /  — -•  49^ 

J_  ^      I  —  2 ^"  cos  a  -i-  :r- 
de  sorte  que,  dans  le  second  membre,  les  deux  intégrales  repré- 
sentent les  arcs  les  plus  petits,  renfermés  entre  —  -  et  H ?  ayant 

respectivement  pour  tangentes  les  quantités 

I  —  cos  a                  a                        —  I  —  cos  a                  tu  +  a 
=  tano  -  el  -. =  tans' ■ 


sina 

Or,  a  étant  moindre  que  tt  par  hypothèse,  la  première  intégrale 

a  .     1  1  1  ,,         TT  +  a 

sera  par  conséquent  -;  mais  la  seconde  aura  pour  valeur  1  arc  — ; — 

diminué  de  tû,  c'est-à-dire  — ^ — ;  nous  aurons  donc 


2 


fi  %)■=:.     \  

^  ^    '       j         i  —  '2x  COS  a  - 


'  "*'  sin  a  dcc  _  tc 

2 


entre  les  limites  indiquées  pour  la  variable  a.  Maintenant  la 
relation 

donne  cette  conséquence  que,  entre  les  limites  iz  et  a-n:,  f(cf.)  a  pour 

valeur ?  de  sorte  que  nous  nous  trouvons  amené  à  l'expression 

analytique,  par  une  intégrale  défniie,  d'une  fonction  discontinue 

éeale  à  -f-  -  ou  —  -,  selon  que  la  variable  est  renfermée  entre  2  nr: 

et  (2/14-  i)7r,  ou  entre  les  limites  (a/i  —  1)7^  et  a/i-n,  n  étant  un 
nombre  quelconque. 

On  voit  donc  comment  on  peut  être  amené,  par  les  considé- 
rations les  plus  élémentaires  du  calcul  intégral,  à  la  considération 
si  importante  en  Analyse  des  fonctions  discontinues,  et  j'ajoute 
que  l'expression  en  série  trigonomé trique  de  cette  fonction  par- 
ticulière qui  s'est  ainsi  offerte  se  tire  facilement  de  l'intégrale 
définie. 

Il  suffit,  en  effet,  d'employer  ce  développement  connu,  savoir  : 

sina  H-  x  sinioL  +  x'^  sin 3 a  -f-, .  .H-  cc^^-^  sin/ia  H--,  .  . , 


I  —  '2CC  cosa  -+-  x'^ 

et  d'observer  qu'on  a 


/ 


'  2 

^'^-1  dx  —  o         ou  =  ~  ■> 

1  « 
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suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  pour  parvenir  au  résultat  que 
donnerait  la  formule  de  Fourier,  savoir  : 

^     ,         r  ^ïnrj.  dx  I  .  sinSa        sin5a 

H'J.)^   I =  '1     sma  -H   — \ h.  . 

•^  J_^      I — ixco^a-^x-  \  3  5 

Il  serait  même  possible  d'établir  la  convergence  de  la  série,  en 

limitant  le  développement  de  la  fonction  à  ses  n 

^  ^  I  —  0.x  cosa  -f-  x'^ 

premiers  termes,  et  considérant  le  reste  qu'on  trouvera  sous  cette 
forme,  savoir  : 

5?«+i  dx 


U,i=  sin(  n  +  i)  a  / sm;^a   /         

J_^     I  —  2^  cosa -4-^'^  J_^     I  — 


9.x  cosa  -t-  x^ 


mais  je  ne  m  y  arrêtera]  point. 

Une  autre   intégrale    définie  élémentaire   conduit  encore   à  la 
même  fonction  discontinue,  c'est  celle-ci  : 

dx 


l 


(a  —  x)\/ 1 X 


dontla  valeur  est  -^::::::=^  ou -,  suivant  que  la  constante  a, 

y/a-  —  I  y/a-—  j 

qui,  en  valeur  absolue,  doit  être  supposée  supérieure  à  l'unité,  est 
positive  ou  néerative.  Il  en  résulte,  si  l'on  fait  a  =  ->  qu'on  a 


i: 


s  in  a  dx 

-  7T  ou  71, 


(i  —  ^cosa  j  y/i  —  x^ 


suivant  que  sina  est  positif  ou  négatif;  mais  celle  expression  ne 
diffère  pas  au  fond  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  elle 

s'y  ramène  en  effet  par  la  substitution  x  =  — ^^  qui  sert  en  général 


à  l'intégration  des  radicaux  de  la  forme  y^i  —  x~.  Sous  une  forme 
ou  sous  l'autre,   le  passage  brusque  de  /(a)  d'une  valeur  nulie 

à  H ?  ou  —  -)  semble  moins  caché  dans  l'intégrale  que  dans  la 

série  trigonométrique;  car,  en  supposant  a  infiniment  petit,  elles 
oflrent,  sous  le  signe  d'intégration,  aux  infiniment  petits  près  du 

second  ordre,  l'une  le  facteur  ; -?  l'autre  le  facteur -. 
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J_^      [  —  1CU  cosoc  -+-  .r2  '^'^ 

qui,  à  la  limite  supérieure  ^  =  i,  rendent  les  intégrales  infinies; 
c'est  du  moins  par  l'intermédiaire  de  cette  forme,  du  produit  d'une 
cjuantité  infiniment  petite  par  une  quantité  infiniment  grande,  que 
se  trouve  réalisé  le  passage  brusque  d'une  valeur  nulle  à  une  valeur 
finie. 

Je  remarque  enfin  qu'on  a 

r'^    cosa(i-+-^^) — '2CÛ  r'^    ^f       ^  —  ce  cosa 


et  l'intésrrale  est  nulle,  ensénéral,  puisque  la  fonction ^ 

prend  la  même  valeur  aux  deux  limites  ;  toutefois,  pour  cosa  =  dz  i , 
elle  est  infinie,  l'expression  à  intégrer  entre  les  limites  +  t  et  —  i 


étant  - 


H.  —  II.  32 
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suu 

LA  CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE 

DE  l'Équation 

RELATIVE  A  L'ADDITION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 
DE  PREMIÈRE  ESPÈCE. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  II  (187 1,  p.  *;>]). 


La  première  construction  connue  de  cette  équation  et  qui  a  été 
donnée  par  Lagrange  résulte  du  rapprochement  de  la  relation 

cosama  =  cosam  {x  -^  a)  cosam^  +  sinani(^  -\-  a)  sinama?  A  a  m  a 

avec  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  spliérique.  On 
en  déduit  aussi  une  construction  plane  en  posant 

X  =  cosam(^  -h  a  j, 
Y  =  sinam  (^  -{-  a), 

et  déterminant  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
cosam  a  =  X  cosam  ^  -t-  Y  sinam^'A  am  a 

avec  le  cercle 

X^H-Y^^i. 

Cette  droite  est  une  tangente  à  l'ellipse 

X        \2        /YAam<: 


cos  am  a  /  \  cos  a  m  a 
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dont  les  axes  ont  pour  valeurs 

A  —  cosarna, 

cosama         . 

13  =  =  siii  am  (  K  —  a). 

A  am  a 

Ayant  donc  construit  cette  ellipse  ainsi  que  le  cercle ,   l'un  des 
points  d'intersection  aura  pour  coordonnées 

X  ==  cosam(^ -h  a  ), 
Y  =  sinam  (.T  -H  a) 

et  l'autre,  en  remarquant  que  l'équation  de  la  droite  ne  change 
point  si  l'on  change  a  en  —  a,  les  quantités 

Xo  =  cosaiïi(^  —  «), 
Yo  ==  si n am  ( ^  —  a). 

On  voit  donc  qu'en  menant  l'une  des  deux  tangentes  à  l'ellipse 

par  le  point 

Xo=cosatn(a7  —  a), 

Yo  =  slnam  (^  —  a), 

cette  construction  donnera  d'abord  celui-ci 

X  =  cosam  (^  -^-  a), 
Y  =  sin  am  (:r  -h  a  ), 

puis,  en  continuant  dans  le  même  sens, 

Xi  =  cosam(^  h-  3a), 
Y i  =  sin  ain  (^  -t-  3  a)  ; 

et,  en  général,  le  /i'^me  ^^j-^  (^^  polygone  inscrit  au  cercle  et  cir- 
conscrit à  l'ellipse  conduira  à  la  construction  des  quantités 

cosam  [^  4-  ('À/i  -\-  i)a], 
sin  am  [  ^;  +  (  2  /i  -f-  I  )  a  ] . 

En  opérant  en  sens  inverse,  on  trouverait,  pour  les  coordonnées, 
des  sommets,  les  expressions 

cos  am  [  j:  —  (  'Ji  /i  +  i  )  a  ] , 
sin  am  [^  —  (2  7^  4-  ijaj. 
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Ces  résultats  pourraient,  sans  doute,  se  démontrer  directement, 
en  déterminant,  sur  la  figure,  le  rapport  des  variations  des  coor- 
données des  points  de  rencontre,  avec  le  cercle,  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines,  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point,  m'étant  seu- 
lement proposé  de  rapprocher  l'une  de  l'autre  deux  constructions 
géométriques  de  natures  bien  différentes. 
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SUR 

L'ÉLIMINATION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES  (0- 


Cours  d^ Analyse  de  V École  Polytechnique,  1878,  p.  210-229.- 
Paris,  Gaulbier-Yillars. 


I.  C'est  à  l'égard  des  fonctions  de  plusieurs  variables  que  se 
présente  la  question  de  la  formation  des  équations  aux  différences 
partielles,  c'est-à-dire  des  relations  entre  une  fonction  z^  les  va- 
riables  x^  y^    ...,    et   les    dérivées    partielles    des    divers    ordres 

-T-i  —r^  —y — ^  —j — -7-?  •  ♦  ••  Considérant  d'abord  deux  variables  seule- 

ax    ay     dx'^     dx  dy 

ment,  le  premier  point  de  vue  sous  lequel  nous  l'envisageons  est 
celui  qui  s'offre  dans  l'étude  des  cônes,  des  cylindres,  des  surfaces 
de  révolution,  etc.  C'est  en  effet  la  définition  géométrique  d'une 
famille  de  surfaces  par  un  certain  mode  de  génération  qui  conduit 
à  définir  analjtiquement  une  fonction  z  de  x  el  y  par  le  système 
de  deux  équations 

(   o{x,  y,  z,  a,  A,  B,  ..  .,  L)=  o, 

(  ^{x,  y,  2,  a,  A,  B,  .  .  .,  L):=  o, 

où  entrent  un  paramètre  variable  a  et  un  nombre  quelconque  n  de 
fonctions  arbitraires  de  a,  représentées  par  A,  B,  .  ..,  L.  Obtenir 
une   équation   aux  différences   partielles,   à  laquelle   satisfasse  la 


(^)  Hermite  a  consacré  en  1872  deux  articles  à  cette  question,  que  Ton  trou- 
vera dans  le  Report  of  the  British  Association,  t.  XLII,  p.  233,  et  dans  le 
Messenger  of  Mathematics,  t.  II,  p.  69.  Nous  croyons  inutile  de  les  reproduire, 
Hermite  ayant  développé  ces  deux  Notes  dans  son  Cours  d  Analyse  de  l'École 
Polytechnique.  C'est  le  Chapitre  de  ce  Livre  se  rapportant  à  ce  sujet  que  nous 
réimprimons  ici.  E.  P. 
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fonction  z^  quels  que  soient  a  et  ces  n  fonctions,  sera  donc  la 
question  analogue  à  celle  qui  nous  a  précédemment  conduit  à  la 
formation  d'une  équation  différentielle  ordinaire  d'ordre  n. 

A  cet  effet,  j'observe  en  premier  lieu  que  les  relations  données 
permettent  de  considérera  et  y  comme  des  fonctions  de  z  dont  les 
dérivées  successives 


,       dx 
"  ~  dz' 

^          dz^ 

s'obtiendront,  soit  directement  si  l'on  peut  avoir  x  ^l y  explicite- 
ment exprimés  en  ^,  soit  par  les  règles  relatives  aux  fonctions 
implicites. 

Dans  ce  dernier  cas,  nous  aurons  d'abord 


puis 


\  dx  '    ^  dy^        dz 

)  d'i     ,       d'h     ,       d^ 


<3) 


dx  dy  '^  dz 


l  d^     ,.       d'Si      ,.       d'^o     .  d'-o       ,    , 

1  ~-x'-^--J^r-^ — —^x^-\-2-, — —xy 

I  dx  dy  dx-  dx  dy 

I  d~  cû      .  d-  y)       ,  d-o       ,       d-  (£) 

1  _| L    1/  2  _| L_  ^;'  _| i y'  _|_    L 

I  dy'^  ^  dx  dz  dy  dz  ^  dz'^ 

j 


d^h    „       d^     „      d'^'h    ,„  d-^i>      ,    , 

-^x" -\-  -—  y  +  -r^x'^^9.- — ~x'  y' 
dx  dy  ''  dx-  dx  dy     *^ 

dM^     ,,^    d-^  y       ,         d^'h       ,  ^    dM^  _ 
~^  dy'-^^'^  'd^Tz'^  '^'d^Tdl^  "^^  ~^' 

et  ainsi  de  suite. 

En  second  lieu,  je  remarque  que 

étant  la  fonction  qui  résulte  de  Télimination  du  paramètre  a,  on 
reproduira  identiquement  la  quantité  z  si  l'on  y  remplace  ^  ety 
par  les  valeurs  que  l'on  tire  de  la  résolution  des  équations  (i),  car 
autrement  ce  serait  de  deux  relations  conclure  une  troisième  qui 
•en  serait  distincte.   D'après   cela,   et  envisageant  x  et  y  comme 
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fonctions  de  ;6,  la  première  dérivée  de  l'identité  obtenue  donnera 
l'égalité  suivante 

dz      ,       dz      , 

la  seconde  et  la  troisième  celles-ci  : 


(<■>) 


dz 
Tx 

x"^ 

dy^ 

d^z 
dx''' 

X  '^-+-  9.  -y— 

dx 

'  z 

'dy 

-y-^dy^ 

y^= 

--  0, 

dz 

x"'-\- 

dz 

dy 

y" -3 

~d\z 
dx- 

,     n               ^^- 

l  3 

(.r'/'  +  j'.'^ 

^")-\- 

d' z     ,      ~ 

dx 

X  X    —f-     , 
dx 

dy 

^  dx-^ 

^'^H- 

dx-  dy 

'-y' 

"^  ^  dx  dy'- 

■x'y' 

2-4- 

d^z      ,3 
dy^^ 

Les  quantités  x' ^  x\  oiJ" ^  y\  y\  y'"  doivent  être  remplacées  par 
leurs  valeurs  en  fonctions  de  z^  ou  éliminées  au  moyen  des  rela- 
tions (2),   (3),   En  continuant  les  mêmes  calculs  jusqu'à  la 

dérivée  d'ordre  n,  on  parviendra  à  un  système  de  n  équations  où 
les  dérivées  partielles  de  l'ordre  le  plus  élevé  seront  évidemment 

d'^z  d"  z  d'^z 


dx'^        dx'^-^  dy  dy'^ 

et,   en  y  joignant  les  deux  relations  proposées,   il  sera  possible 

d'effectuer  l'élimination  du  paramètre  a  et  des  n  fonctions  arbi-\ 

traire s 

A,     B,     ...,     L; 

c'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  différences 
partielles  d'ordre  n.  Dans  le  cas  le  plus  simple  de  /i  =  i ,  lorsqu'il 
n'existe  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  cette  équation  aux  diffé- 
rences partielles  s'obtient  immédiatement  en  résolvant  par  rapport 
à  a  et  à  A  les  équations 

^{x,  y,  z,  a,  A)  =  o, 
^(^,  J,  ^,  '^)  A)=:  o. 


Ayant  en  effet 


a  =-  *(^,  r,  z), 
A.=W{x,y,z), 


il  ne  restera  plus  trace  du  paramètre  ni  de  la  fonction  arbitraire 
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dans  les  relations  (2)  qui  deviennent 

d^     ,       d^ 


dx  dy  dz 


d^ 

dx 

dx  " 


dW     ,       rAF 


dy 


y 


dz 


=  0, 


A  = 


et  le  résultat  de  Félimination  àe  x'  et  y'  entre  ces  équations  et 
l'équation  (4)  est  immédiatement  donné  en  égalant  à  zéro  le  déter- 
minant 

dz_  d^  dW 
dx  dx  dx 
dz  d^  dW 
dy  dy  'dy 
^  d^  (M_ 
dz      dz 

II.   Soit,  pour  premier  exemple,  les  équations 

X  =:  mz  -i-  a, 

y^nz-^k^ 

qui  représentent  la  génératrice  d'un  cylindre,  nous  aurons 

dz^ 
dx 
dz_ 
dy 
I       —  m     —  a 


A  = 


dz 


dz 


dx  dy 


l'équation  aux  différences  partielles  des  surfaces  cylindriques  est 
donc 


dz 


dz 


La  ligne  droite 


m  -7-  -f-  n  -7— 
dx  dy 


X  —  Xç^=^  a{z~  Zq), 


est  la  génératrice  d'un  cône  ;  on  trouve  alors 


dz 

I 

0 

I 

dx 
dz 

Z  Zç^ 

0 
X  —  Xç^ 

dy 

—  I 

z  —  Zq 

y—yo 

(z  —  z^y  (z  —  Zq)-' 


(X  —  Xq) 


dz 

dx 


■(y—yo)-^  —  (.^  —  H) 


i^-^oY 
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5o5 


et,  par  conséquent,  pour  l'équation  aux  différences  partielles  des 
surfaces  coniques 

^dz        .  .   dz 

Les  surfaces  de  révolution  sont   engendrées  par  la  circonfé- 
rence 

ax  ^  hy  ~\-  cz  ^=  k^ 
ce  qui  nous  donnera 


dz 
dx 

X  ~  Xç^ 

a 

dz 

dy 

y~ro 

b 

—  I 

z  —Zq 

c 

et  par  conséquent  l'équation  aux  différences  partielles 

{c{y  - r^)-  b{z  -  z,)]-l^ 


dz 

-^[a{z  —  Zq)-~  c{x  ~  Xo)]'j-  =z  tix  —  xo)—  aiy—yo). 

Les  conoïdes  enfin  ont  pour  génératrice  la  ligne  droite 

X  —  mz — jj  —  a{y  —  7^-s—  ^)=o, 
ax  -+-  by  -4-  c^  =  A , 

qui   se  meut  parallèlement  au   plan  fixe  ax -\- by -\- cz  ==.  o^    et 

rencontre  la  droite 

X  =^  mz  -f-/>, 

y  =z  nz  -4-  ^ . 

L'équation  aux  différences  partielles  se  présente  donc  sous  la 

forme 

d..z 


(^  _  mz  —  p)    —{nb  -^c)—-^na—-^a\ 


qui  devient  plus  simplement 

d. 


dz 


{x  —  mz-p)—  -^{y  —  nz  —  q)—  =:o, 


lorsque  le  plan  fixe  est  celui  dés  xy 
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III.   La  Géométrie  donne  encore   d'autres  exemples  qui    con- 
duisent à  l'élimination  de  deux  et  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Soient,  en  premier,  les  équations 

X  —  mz  — p  T=^  K{z  —  a), 
y  —  nz  —  q  —  J^{z  —  a), 

représentant  une  droite  qui  rencontre  dans  toutes  les  positions  la 

droite  fixe 

X  =:^  mz  -\-  p^ 

y  •=:  nz  -\-  q. 
Nous  trouverons  d'abord 

x'  —  k  -\~  m,         x"  =  o, 
et,  observant  ensuite  que 

{y  —  nz  —  ^)A  — {x  —  mz  — yo).B=:o, 

nous  en  conclurons 

(/' —  /z)  A  — {x' —  /?i)B  =  o 

et,  en  éliminante-, 

(y  ~  nz  —  q)x'  —  (x  —  mz  —  p)y'  —  fn{  y  —  q)—  Ji{x  —  p)^ 

ou  bien 

vx'  —  uy'  =  w, 

si  l'on  pose,  pour  abréger. 

Il  =z  X  —  mz  — />, 

ç  =  y—  nz  —  q, 

w  =  ni{y  —  q) —  Ji{x  — /?). 

Ayant  d'ailleurs 


dz     , 
dx 

dz      , 

il  en  résulte  ces  valeurs 

dz 

dz 

"^^  dz           dz    ' 
dx           dy 

dx           dy 
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et  réquation  (5)  de  la  page  5o3  donne  l'équation  aux  différences 
partielles 

d^f         ^     Y 
dx^  \  dy     J 

d'-z     l  dz      \l  dz      \        d^z_i    __  éî.     V  — 

"^  dx  dy  \  dy     j  \         dy     j       dy'^-  \         dx     J 

Elle  se  simplifie  si  l'on  suppose  /n  =  o,  p  ^=  o^  72  =  o,  ^  =  o,  de 
sorte  que  la  droite  fixe  soit  l'axe  des  z^  et  devient 

d'^  z     „  d^z  d^z 

-J—  ^2^-2  —. — —  xy  -1-  -y—  y-  —  o. 
dx^-  dx  dy    '^         dy'-  ^ 

Les  surfaces  gauches  à  plan  directeur  ayant  pour  génératrice 

la  droite 

ax  -\-  h  y  -f-  c^  =  a, 

X  =  A^  -1-  B, 

parallèle  à  un  plan  fixe 

ax  -h  hy  -I-  c^  =  o, 

conduisent  au  calcul  suivant. 
Nous  aurons  d'abord 

aa7'-(- Z?jK'-r- c  —  o,         ^'—  A, 
puis 

x"=o,     y'=o, 

de  sorte  que  l'équation  (5)  devient 


d^-z     ,„            d-^z 
dx-^         '    -^dxdy 

,    ,       d^z     , 
-'         dy'^  ^ 

étant,  les  deux  relations 

ax  -\-  by'  =^  —  c, 

PTlt 

dz     ,       dz     , 
dx            dy  -^ 

CllL 

dz 

h  ^—-  C 

dz 
dx 

""  ~       dz            dz' 

^  ~        ,  dz            dz 

b  -, a—r- 

dx           dy 

b a-— 

dx           dy 
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et  l'on  en  conclut,  pour  l'équation  aux  dififérences  partielles, 

d'^z  /         dz_    y_       d^z     /      ^    cl^\l         ^}±\,^^~^l      ,    ^^^    V  — 
dx""-  \         dy    1  dx  dy  \    ~^  dy  ^ )  \         Tïx  ^ )~'dy^  \~~dx^)  ~~  ^' 

Lorsque  le  plan  directeur  est  le  plan  des  yz^  il  faut  supposer 

Z?  =:  o,  c  =  o,   et  l'on  a  simplement  -y-^  ==  o;  résultat  évident  a 

priori^  l'élimination  de  a  donnant  pour  z  un  binôme  du  premier 
degré  en  y. 

Ce  sont  enfin  les  surfaces  réglées  dont  la  génératrice  a  pour 
équations 

qui  serviront  d'exemple  d'élimination  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Or,  ayant  dans  ce  cas 


j  r=  a,  y  =0,         y    =  o, 

les  équations  (5)  et  (6)  de  la  page  5o3  donnent  sur-le-champ 


d'-z  A'-            d'-z      A        d'-z 
'dx""-    «2     '    "  dx  dy    a     '    dy'^  ~ 

0, 

d^z  A^        ,^     d^z      A2        ,^     d:^z      A 
dx'"^   a^     '    "  dx^  dy  a-     '    "  dx  dy'^    a 

ie  sorte  qu'en  faisant  pour  un  instant 


d^z 
dxdy  ~^|/ 

^    \dxdy) 

d-'-z  d^z 
dx'-   dy''- 

d-^z 
dx^ 

l'équation  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  sera 

d-'Z     g   ^    ,^     r/3^        .^       ^     ^/:^  z  d^z  _ 

dx'^  dx'^  dy  dx  dy^'-  dy'^  ~ 

IV.  La  considération  des  surfaces  enveloppes,  où  s'offre  un 
mode  de  génération  entièrement  différent  des  précédents,  conduit 
en  Analyse  à  définir  une  fonction  z  de  ^  et  y  par  deux  équations 
contenant  un  paramètre  variable  a  et  dont  l'une  est  la  dérivée 
de  l'autre   par  rapport  à  ce  paramètre.  En  désignant  de  nouveau 
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par  A,  B,  .  .  . ,  L,  n  fonctions  arbitraires  de  a,  ces  conditions 
s'expriment  ainsi  : 

(i)  /(.^,  jK,  .^,  a,  A,  B,  .0.,  L)=.o, 

,  cl  f(.T,  r,  z,  a,  A,  B.  .  .  . ,  L) 

(^^  -^^— Ta ^ ="' 

et  nous  nous  proposerons  encore  de  former,  entre  la  fonction  et 
les  variables  indépendantes,  une  équation  aux  différences  partielles 
qni  subsiste  quelles  que  soient  ces  fonctions. 

A  cet  effet,  je  conçois  que  œ  et  y  soient  déterminés  par  les 
équations  (i)  et  (2)  en  fonction  de  ^,  de  manière  à  avoir  toujours 
les  relations  obtenues  page  5o3 

dz     ,       dz     , 

dz     „       dz     ,,       d'^  z     .  d"^  z       ,     ,       d^  z     . 

dx  dy  *^  dx^-  dx  dy      -^  dy^"  '^ 


mais  je  procéderai  diff'éremmentpour  calculer  les  dérivées  x'  ^=:  — ^ 

y' z=z^,  '  '  ',  en  mettant  à  profit  une  circonstance  importante  qui 

s'offre  lorsqu'on  veut  tirer  de  ces  équations  les  dérivées  partielles 

-^  et  -T-  •  Diff'érentiant  pour  cela  la  première  par  rapport  à  x,  en 
cix      ^^y 


supposant  a  fonction  de  x^  y^  z^  il  vient 
df        df  dz        df  doL 


dx    '    dz  dx    '    (f/a  dx  ' 


ou  simplement,  d'après  l'équation  (2), 


df        df  dz 

dx        dz  dx  ' 

et  l'on  obtiendrait  de  même 

dy        dz  dy 

Ornons  n'avons  plus  dans  ces  relations  les  dérivées  des  fonc- 
tions arbitraires  par  rapport  au  paramètre,  et  nous  en  tirerons  les 
quantités  cherchées  x' ^  y',  . . .,  exprimées  au  moyen  seulement  de 
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clz 
A,  B,  . . .,  L,  en  observant  que  y-?  par  exemple,  étant  une  fonc- 
tion entièrement  déterminée  de  x  et  y,  que  j'appellerai  pour  un 
moment  G(^,  y),  on  aura 

dz        dx  dy  ^ 

d'où  l'on  voit  qu'on  devra  écrire 


,  dx  I  6/2  z 


dz  dx^  dx  dy 


^-^  TTzrrrr.y-^ 


et  pareillement 


'\dy)  _     d-^z       ,       d-\ 


■ly  ' 


dz  dx  dy  dy'^ 

D'après  cela,  en  représentant  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  par />,  q^  /',  s^  t^  afin  d'abréger  l'écriture,  nous 
aurons,  pour  déterminer  x'  et  y' ^  ces  deux  équations 

dx'^  dx  dy  "^  dx  dz 

d\f      ,         d-\f       ,   ,    d^f\       ^    df  .      , 


dx  dz  dy  dz  -^  dz:'-  ]  '■  dz 

d-^f      ,       d^f    ,         d^  f 


dx  dy  dy'^  dy  dz 

I    d'-f      ,         d-^f       ,       d^f\  df'        , 

-H       ,      ,    ^  +    ,     •      y  -H  — --  )q  -H  -i-(sx'  -h  ty')  =  o; 
\  dx  dz  dy  dz  -^  dz^  /  ^         dz^  -^    ^  ' 

et  il  est  clair  qu'en  continuant  de  difFérentier  par  rapport  à  ^,  on 
formera  de  proche  en  proche  les  dérivées  de  x  et  y  jusqu'à  un 
ordre  quelconque  n  —  i ,  avec  cette  circonstance  que  les  dérivées 
partielles  de  z  jusqu'à  l'ordre  n  seront  introduites  dans  leurs 
expressions.  Il  en  résulte  qu'en  les  substituant  dans  les  relations 
(4),  (5),  (6),  ...,dela  page  5o3,  on  sera  conduit  à  un  système  de 
]^  éc[uations  entre  ces  dérivées  partielles  et  les  quantités  a.  A, 
B,  . . .,  L.  Nous  pouvons  donc,  en  y  joignant  celles-ci, 

fix.y,  s,  a,  A,  B,  ...,  L)=  o, 

df       df  df       df 

dy        dz  ^  dy         dz  -^ 
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effectuer  l'élimination  du  paramètre  et  de  n  fonctions  arbitraires; 
c'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  différences 
partielles  d'ordre  n. 

Nous  allons  en  faire  l'apphcation  à  deux  exemples  tirés  de  la 
Géométrie,  après  avoir  remarqué  que  les  équations  ci-dessus,  en 
x'  ely'j  jointes  à  la  relation  (4)  de  la  page  5o3,  savoir 

donnent,  par  l'élimination  de  x^  et  y\  la  condition  A  =  o,  A  étant 
le  déterminant  du  système  suivant 


P 
^1 


d^ 

dx"^ 

d\f 

dx  dy 

d'-f 
dx  dz 


d\f 
dx  dz 

d\f 
dy  dz 

-dp 


df 
p  +  -4-  r 

d^f      ^      d^-f            df 
dx  dy        dx  dz  ^        dz 

df 

d\f            d\f             df 
dy'^           dy  dz  ^        dz 

d'-f      ,  d'f 
dy  dz    '  dz'^  ^ 

IVIais  si  l'on  ajoute  aux  termes  de  la  première  et  de  la  deuxième 
ligne  horizontale  ceux  de  la  troisième,  multipliés  d'abord  par  p 
et  ensuite  par  q^  on  aura  plus  simplement 


en  posant 

1)1.  = 


±1 

dx""" 

d\f 
dx  dy 

dy^ 


d\f 

dy  dz 

d\f 

dy  dz 

d\f 

dy  dz 


±1 

dz"- 

d\f 
dx  dz 

d\f 

dz-^ 


P'- 

q  - 
q- 


df 

d\f 
d^^'i- 

df  . 


df  ^ 

dz' 


V.   Nous  considérerons  en  premier  lien  les  surfaces  déi^elop- 
pables,  enveloppes  des  positions  à\ii\  plan  mobile 

z  -Y-  C/.X  -{-  Xy  -I-  B  =  o, 
et  nous  aurons  immédiatement 

A,  =.  r,         ill)  =  s,         3  ^  t; 

d'où,    par    conséquent,    l'équation    aux   différences  partielles  du 
second  ordre 

s-  —  7^t  =  O. 
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Soient,  en  second  lieu,  les  surfaces  canaux,  enveloppes  des 
positions  d'une  sphère  de  rayon  constant 

(^__  A)2-t-(jK  — B)5  +  (^  — a)2.=  «2^ 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  quelconque.  On  obtient  alors 

-X  =  I  -^ p^''-\~(^z  —  a)r, 
I 


2 


1(1)  =    pq     +(^  —  a)  5, 


-a  ^i^q''--^{z  —  a)t, 


et  le  paramètre  a  s'élimine  au  moyen  des  relations 

œ  —  A -|-(2  —  a)/:»  =  o,         7  —  B -i-(^  —  a)g  —  o, 

qui  donnent,  en  substituant  dans  l'équation  de  la  sphère, 


a 

z  —  a  = 


s/i^p'^-^cf 


On  obtient  ainsi  l'équation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre 

a"- {s''-  —  rt)—  a[{i  -\-  q^-)r  —  2pqs  -+-(i -^p^- )t]\/ 1 -^ p'^-^  q'^ 
La  relation  générale  dont  nous  venons  de  faire  usage,  à  savoir 

iji>2_  ji,a  =  0, 

peut  encore  se  démontrer  très  facilement  comme  il  suit.  Je 
reprends,  à  cet  effet,  les  deux  équations 

(f(x,  y,  z,  a)=  o, 

pour  les  différentier  successivement  par  rapport  à  x  ely^  en  sup- 
posant que  le  paramètre  variable  tiré  de  l'une  d'elles  en  fonction 
de  x^y^  s,  ait  été  substitué  dans  l'autre.  On  obtient  ainsi 

(icp        d^  d^  da  do         do  d(^   da 

dx        dz  dy.  dx  '  dy        dz  d%  dy  ' 

d^        d'^  d^   da.  __  d^        d^  d^   doc  __ 

dx        dz  ^         dy,  dx  '  dy        dz  ^        dy.   d'y  ' 
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et  en  remarquant  que  le  déterminant 

<r/cp   da  d^  d% 

di  dx  doL  dy 

d^   dcf.  d^  d^L 

da   dx  da  dy 

s'évanouit,  nous  en  concluons  la  relation  suivante  : 

d^       d^ 


5x3 


6/cp        d^ 
dx 

d'^        d^ 
dx 


dz         dy 


dz 


dz  ^     dy 


d^        d'^ 


dz 


Gel; 


a  po 


se,  prenons  en  particulier 


cp(^,  7,  z,  a) 


dx        dz     ' 


^       df        df 


on  en  tirera  immédiatement 


d^        d^  d'^  f 


dx        dz 


^   d\f 
'  dx  dz  ' 


d'f  „.  ^  df 


dz'^ 


iP^'-^iz^^  -^' 


dz 


d^        d'^ 
dy        dz 


d^ 
dx 

d\f 


dz- 


d\f 


dx  dy        dy  dz 


d^f 

dx  dz 


d\f 
d^P"^- 


iL. 

dz 


d^    ^    cJA^     _  d^f 
dy  ~^  dz  dy^ 


d\f 
1-, r-q 


dy  dz 
et,  par  suite,  l'équation  cherchée 


d\f   , 


dz 


t  — 


ijb2_  jue  =  G. 


VI.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'ici  de  la  formation  des 
équations  aux  différences  partielles  que  dans  le  cas  d'une  fonction 
de  deux  variables.  Considérons  maintenant,  par  exemple,  une 
fonction  u  de  x,  y^  z^  en  la  définissant  par  ces  trois  équations,  où 
entrent  deux  paramètres  a,  [3  et  un  nombre  quelconque  n  de  fonc- 
tions arbitraires  A,  B,  . . .,  L  de  ces  paramètres,  savoir  : 

cp(^,  y,  z,  u,  a,  p,  A,  B,  .  .  .,  L)==  o, 
^(^,  jK,  z,  u,  a,  p,  A,  B,  .  .  .,  L)r=o, 
0(:r,  jK,  z,  u,  a,  [3,  A,  B,  ..  .,  L)=  o. 


IL 


33 
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L'élimination  des  fonctions  arbitraires  s'efïectuera  par  la  même 
méthode  que  précédemment,  et  donnera  pour  résultat  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  d'ordre  a.  La  même  conclusion 
s'obtiendra  aussi  en  considérant  les  relations 

f{x,y,  z,  u,  a,  (3,  A,  B,  ...,  L)=:o,  ^  =  ^'  'M^^'' 

mais  elle  n'a  plus  lieu  si  l'on  pose  seulement  deux  équations  avec 
un  seul  paramètre  variable,  savoir 

^.(^^7?  ^5  ^^  a,  A,  B,  ..  .,   L)=  o, 
^{x,y,  z,  IL,  a,  A,  B,  .  .  .,  L)=:  o, 

car  alors  on  peut  former  une  équation  aux  difierences  partielles 
d'ordre  /?,  représentant  le  résultat  de  l'élimination  d'un  nombre  de 
fonctions  arbitraires  supérieur  à  n  et  égal  à  t, /?  (^  -h  i  ).  Et  quand  le 
nombre  des  quantités  A,  B,  . . .,  L  n'est  point  compris  dans  cette  for- 
mule, par  exemple  lorsqu'on  le  prend  égal  à  quatre,  de  sorte  qu'on  ne 
puisse  pas  obtenir  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre,  on  parviendra,  en  introduisant  les  dérivées  du  troisième 
ordre,  à  plusieurs  relations  distinctes  au  lieu  d'une  seule.  C'est  là 
une  circonstance  que  présente  souAcnt  l'élimination  des  fonctions 
arbitraires,  et  je  vais  en  donner  an  exemple  en  considérant  l'ex- 
pression 

où  F^(^/)  et  F2(^)  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  u  et  (^,  qui 
sont  des  fonctions  déterminées  de  x  et  r.  Qu'on  forme,  en  efi'et, 
les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  deuxième  ordre  de  ^,  on 
obtiendra  six  équations  où  entrent  les  quantités 

¥,{u),         Y\{u),         Y\{u), 
F,((.;,         F^(.),  F';(.), 

dont  l'élimination  ne  sera  pas  possible,  en  général.  Mais,  en 
s'élevant  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  on  ajoute 
quatre  équations  en  introduisant  seulement  deux  nouvelles  quan- 
tités F'^'(i^),  F'^'(i/),  de  sorte  qu'il  deviendra  possible  de  former 
autant  d'équations  du  troisième  ordre  qu'il  j  a  de  manières  d'éli- 
miner huit  inconnues  entre  dix  équations.  On  doit  donc  avoir  en 
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vue  principalement  les  formes  analytiques  où  l'élimination  des 
fonctions  arbitraires  donne  lieu  à  une  conclusion  précise,  à  une 
seule  et  unique  équation  aux  différences  partielles,  et  j'indiquerai 
encore  celle  d'Euler,  savoir  : 

z  =  Fi(^  -H  ay)-\-  F2(^  -l-  by)-^.  .  .-+-  F,,(^  -h  ly). 

En  faisant 

(ce  —  a)  (ce  —  b).  .  .(x  —  /)  =  x'^-\-  px^^-^  -f-  qx'^---{-.  .  .-h  5, 

on  trouve  facilement 

d'^z  d'^z  d'^z  d'^-z  _ 

dy'^  ^  ^  dx  dy^-^        ^  dx"^  dy'^-'^       "'       ^  dx'^  ~~  ^' 

Ainsi,  par  exemple,  l'expression 

z  =  Fi(x  -4-  <^JK)-t-  F2(^  —  <^Jk) 

satisfait  à  l'équation 

d^z  2^  _ 

dy^~''^d^^  -'"' 

qui  s'offre  dans  d'importantes  questions  de  Mécanique  et  de  PliJ- 
sique. 


FIN  DU  TOME  IL 
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ERRATA  DU  TOME  II. 


Page  60.  —  M.  H.  Weber  a  bien  voulu  nous  communiquer  l'errata  suivant  : 
Dans  le  développement  de  2s.a  (ligne  16)  il  faut  écrire  le  coefficient  196884  au 
lieu  du  coefficient  196880. 

Page  243.  —  Dans  la  formule  (21),  il  doit  y  avoir  alternance  désigne,  de  sorte 
qu'on  doit  lire 

ç^.,^\    __        l\q  ^\nix        4^^sin4^        4^''sin6^ 

de  même,  à  la  place  de  la  formule  (22),  il  faut  lire  : 

^^   H(  4''/^sin2^        Ag^sïn^ûo        4<7^sin6^ 

e^   -i-  ^  —  tang^  —  ^ h  -^ Y ^^ -. h. . . . 

Page  246.  —  Les  trois  formules  du  texte,  lignes  12,  i3,  i4,  doivent  être  écrites 

ainsi  : 

'r^3^      A61  +  B6, 

6?=      Ari  -i-GÔ, 
6^  =  — Bt,  +G6,. 

Page  435.  ~  Dans  le  titre  et  en  note,  au  lieu  de  :  Rognet,  lire  :  Roguet. 
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